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WSTEP

Jednorodne rdéwnania liniowej teorii powZok cienkich moz-
na podzielid¢ na dwie grupy: kazdemu rdéwnaniu nalezgcemu do
jednej grupy odpowiada w drugiej grupie réwnanie posiadajg-
ce t% samg budowg. Wiasnoéé ta, znana w literaturze przed-
miotu pod nazwg analogii statyczno - geometrycznej, zostala
sformakowana przez GOLDENJEJZERa w rozprawie [1] i monogra-
fii [2}3 dla powXok walcowych SCHAEFER oméwit jg w pracy 131
Analogia statyczno - geometryczna jest typowa nie tylko dla
réwnard teorii powZoks w pracy (4] ROGOZINSKI wykazaX podo-
bisfistwo rdéwniez pomiedzy rdwnaniami stanu napigeia i od-
ksztaXcenia klasyezne]j teorii sprezystofci, Analogia for-
my varunkéw réwpowagi-do formy warunkéw nierozdzielnosci od-
ksztaZcenia, umozliwia NOWOZIZOWowi wprowadzenie do teorii
powXok tuw, $i% zespolonych [5]. Przedstawienie zespolone
zostaZo wikorzystane w caiym szeregu dalszych opracowan,
micdey innymi przes GOLDENYEJZERe i ZURILzo |61, [9],
LUSZTARTego [T], KORMECKIEGO |8), CZERWYCHa [10] oraz
rozszerzone pa poiwoki anizotropowe przez VISARICNa i STA-
RS 1.y |

W pracy t:&ﬁx Wykazano, Ze analogia statyczne - geome-
{ryezna nie jest jéedma ~nalogig teorii powZok; oprdcz niej
istnieje analogia formy dwdéch grup rdéwnan stam napigcia
oraz réwnayd geometrii odkszialcenia wewngtrznego i zewngtrz—
nego powierzchni érodkowej powZoki (zostara ona sformutowa-
na, w nieco imnym ujeciu, przez autora w [12]). Wixasnoéé ta
umozliwiXa wprowadzenie do teorii powZok wielkosci bardziej
ogdlnych od "six zespolonych" NowoziZowa. 5S4 nimi agregaty
afinorowe, okréélone na iloczynie powierzchmi srodkowej
powXoki i dwuwymiarowe]j przestrzeni EBuklidesa formalnie
okredlonie; {tj. nie posiadajgcej znaczenia fizykalnego ).
Zbidr agregatow zdefiniowano jako algebre Clifforda drugie-

x)
Rozprawe niniejsza stanowi rozszerzenie artykuiu autora

[26] .



80 rzedu., Ponadto w pracy wogdlniono analogie statyczno =
geometryczng na rdéwnania powXok niejednorodnych i poddanych
dowolnemu obeigZeniu powierzchniowemu. Viykazano, Ze geome=
trycznym analogonem tego obecigzenia jest pole tzw, "odksztal-
cen poczgtkowych",powXoki. Przyjecie takiego pola jest réwno-
znaczne z uwzglednieniem wpiywu temperatury na stan odksztai-
cenia i napigcia powXoki. Odpowiednie rdéwnania, o ile autoro-
wi wiadomo, byzy dotychczas wyprowadzone tylko dla nicktdrych
typéw powlok jednorodnych przez WLASOWa [13], PARCUSz [14]
i NOWACKIEGO [15]. j

Rozpatrzono powzoki niejednorodne, anizotropowe, dowolnie
obcigzone i poddane wpiywowi temperatury. Pominigto sily bez-
wadnogci (zagadnienie quasi - statyczne) oraz zastosowano
uproszczenia teorii Love a = Kirchhoffsa,
ZaZozono ponadto, ze ' '

1°_kazda paszezyzna styczna do powierzchni rdwnooddalo=
nej od powierzchni srodkowe] powzoki jest pZaszezyzng symetrii
sprezystej,

2* anizotropia jest jednowarstwowa (kaﬁda warstwa rdéwno-
oddalona od $rodkowej ma tg samg anizotropig),

3 niejednorodnodé jest dwuwymiarowa {wielkogci fizykalne
charakteryzujgce materiax sg state na kazdej normalnej do
powierzechni sSrodkowej ),

4°.rozpatrywana jest tylko taka klasa niejednorddnoéci,
dla ktérej znane zaXozenia upraszczajgce powodujg odchyXki
w granicach dopuszczalnych teorig Love a = Kirchheffs,

Wiszystkie rozwazania przeprowadzono dla dowolne] parame-
tryzacji powierzchni srodkowej powoki. Elementy algebry
Clifforda oparto na pracy RASZEWSKIego [161. Zapis tenso-
row1:siosowano korzystajgc z monografii GOL4BA [17) i GREE-
NA |20].



1. GEOMETRIA POWZOKI

W rozdziale tym przedstawione zostang niektdére pojecia
i oznaczenia geometryczne z ktérych korzystano w dalszym
tekécie pracy.

Powierzchnig érodkowa powZoki oznaczono symbolem
(w ogélnym przypadku jako dwuwymiarowg przestrzer R i e m-
anna) i parametryzowano jg wspéirze¢dnymi 7, (wskazniki
oznaczone literami alfabetu greckiego przebiegajg cigg 1, 2)i
Réwnanie tej powierzchni mozna przedstawié w postaci wekto=-
rowejs

r=r(y,v).

ZaXozono, ze W kazdym punkcie , jest okreslona podstawa
wektorowa

a tym samym sg okreslone skiadowe kowariantne pierwszego
tensora podstawowego powierzchni srodkowej powZoki

Ponadto zaXozono, ze det Qu5=0a # 0 + SkXadowe kontrawiariantne
pierwszego tensora podstawowego wynikajg ze znanych zalezno=-
aci



Skxadowe dwuwektora Ricciege W przestrzeni J, oznaczono przez

0 dla x=p
Co-\TE, 1 €= \I%Edﬁ" £ Vorm ‘“3335 (105)
1 A

gdzie L, i £ sq symbolami Riceisgo (por, [17], S.84 ).
Powierzchnie ) najezono ortogonalnie wektorami jednogtko=

wymi

»

S e o, Opad 0o i
Ug o Qv (T (166)

co wystarcza do okreélenia skadowych kowariantnych drugiego
i trzeciego tensora

bdﬁ -~ as'a“ aﬁ e _a‘,(' aﬁas (1 7}
®

Co(ﬁ ot B‘xas-aﬁC%.

Pozostate sktadowe tych tensordéw uzyskano podnoszgu wekazniki
za pomocg a*A.

Powierzchnia V, jest zanurzona w tréjwymiarowej, euklideso=
wej przestrzeni powoki R;. Oznaczajac przez 7 odlegtosé
dowolnego punktu powXoki od V;, okreslmy jego poXozenie
wektorem

R = r(p, )+ 7 a’. (109)

Oznaczajgc nastepnie g; ﬁﬂai/? (wskazniki oznaczone literami
alfabetu Zaciriskiego przebiegajg cigg 1, 2, 3). otrzymamy,
zgodnie z (1.7) i %1 .8), skxadowe kowariantne tensora metrycz=
nego ks ' .
2
Jug = Gx 9 = Gug — 273 bug * ()" Cup
Qs ™ Gz gy =0 (1.9)

gss = 93 9s = 1



Dla pow}:ok cienkich skZadowe kontrawariantne tego temnsora,
po roziozeniu w szereg i zatrzymaniu tylko trzech pierwszych
wyrazéw, przyjmg postaé (por. [19] 1lub [20] 8.377):

g*f = a*® + 29, i 3(73)20“” :
grie (1.10)

g33___ 7.

Znajgc sktadowe tensora metrycznego przestrzeni A, mozna
obliczyé symbole Christoffella drugiego rodzaju

; s :
{J-‘/(} =7 g”(@'gu + 095 - 01 gk) > (1.11)

a zgodnie z 51.9) i (1.10), kadgc »; =0, otrzymamy ich war-
togci na ¥, (por. [20], s.36):

1 & :

TN 6

bl =] = 0 ,

Gruboéé powkoki oznaczono przez 20§ 7= % d(y,y)sa wige
powierzchniami ograniczajgcymi powzoke.

Oprécz stosowanej w literaturze pochodnej kowariantnej
na ¥, (ktérg oznaczono przez '%) w pracy tej posiugiwano sig
réwniez pochodng kowariantng w K; dla 7,=0, oznaczajge Jja
symbolem V.

2. STAN ODKSZTAZCENIA
Niech u,ul.ai oznacza wektor przemieszczenia punktu lezge-

cego na k. Stan odksztakcenia infinitezymalnego w otoczeniu
tego punktu przedstawia znana relacja

V =y a+ Gudypla. (201)



Rozk¥adajgc afinor Vu; na czesé symetryczng (tensor od=
ksztaXcenia) i antysymetryczng (dwuwektor obrotu)

def.
En = V.o tur
i (L257) KZQZ)

1%

wl-J- V[i Uj]
nadamy zwigzkowi (2.1) postad

Stan odksztaXcenia powXoki rozpatrzmy, wprowadzajgc dwa

nastepujgce zaXozenia upraszczajgce:

1° Otoczenie l, odksztazca sie tak, Ze zachodzi

&3 =€y = 0. (204)

2° Cienkodd powkoki pozwala zastgpié relacje (2.3) zwigz=

kiem
V= + (63 + wi3)73+ (40 + Wi ) 7% (205)
Z pierwszego zaZozenia wynika, Ze
Vu + Gu =0, (206)
co sprowadza relacje -
(2;7)

W3 = zl(VaUé -%u,),

( okreslajgcg maty obrdét elementu |V, spoeza plaszczyzny stycz-
nej do %) do prostej postaci ‘

wdj L2 Voz Us. (298)



Kxadac w (2.4)i=3 otrzymamy
Zly= 0" ¢ G = u,. (2.9)

Korzystajac z drugiego zaozenia oraz z ( 2.4), otrzymamy dla
punktéw lezgcych na normalnej do V), zaleznosé

i =U, + W3 '7‘?. (2@10)

Uba powyisze zaXozenia sg typowe dla przyblizonej teorii
powXok cienkich (teorii Iove’a = Kirchhoffa) i pozwalajg na
wyrazenie skadowych tensora odksztaXcenia w dowolnym punk=-
cie powXoki s

e E Vi vy, (2011)
przez odksztaXcenia i obroty powierzchni $rodkowej powXokis

g
=Tty = Tully + T a5 7
Cus= Ve Vy = Wy =0 (2,12)
e = %l = Vuy = 0,

. 1
gy Vgwys = 7(% . us + L Vsuy) =Vy; 2 uwagi ma

przemiennog¢ rézniczkowania kowariantnego w A;. Zmiane geo-
metrii wewnetrznej ), charakteryzuje tensor

6“/; - V(xx U,G) . ZLUI@ e w‘,‘ﬂ; (2@13)

v

w rdwnaniu powyzszym dwuwektor

Weg = Vi lgy s (2014)
okresla obrdét elementu powierzchni ) w pZaszczyznie do niej
stycznej. ] : :

Zdefiniujemy w £, okreslony dla 7, =0, wektor y =p;a’
o skadowych

: ikt :
Y dgaij e’ wy ; (215)



umozliwia to napisanie réwnania (2.13) w postaci
S gl (2016)
Eug = Vlly = €up3 7"y €upz=6, dla p,=0 (2

Révmania (2.8), (2.14) i (2.16) nazwijmy réwnaniami odkszta=
cenia wewnetrznego powierzchni /. :

Celem uzyskania symetrii w budowie rdéwnayi stanu odksztat-
cenia wprowadZmy wielkosé zerowg v’ = (0 . Zmiane geometrii
zewngtrzne]j powlerzchni /, okreslimy afinorem

Xap = Ve Yo = €npz Vs (2017)
Czgsélé antysymetryczna tego afinora oznaczmy przez
S = Vi 767> (2”8)
oraz wprowadz‘m wielkosci
Sz F L ys. 219)

Réwnania (2.17), (2.18) i (2.19) nazwiemy réwnaniami od-
ksztaXcenia zewnetrznego. Poniewaz, zgodnie z (2,15) i (2.17)
zachodzi

G Wes = €3ua Vg ¥ = at? € un You » (2020)

- mozna napisaé pierwsze z réwnad (2.12) w postaci
<

edﬁ = 6“'8 + (l’t“/é";/ud Xﬁ,/ ‘73. \2021)

W wyprowadzonych réwnaniach odksztalcenia wewnetrznego i
zewngtrznego wystepuje pochodna kowariantna Y w A, okreslo=
na dla 73=0. Révmaniom tym mozna nadacé drugg postaé, posiugu=
jac sie pochodng ‘Z na ¥ (ten sposdéb zapisu jest na ogdk
stosowany w literaturze ), Poniewaz dla dowolnego wektora
X =X;a* zachodzi

Ve Al = Z:Xi "{dkj} Xk > (2022)

10



to zgodnie z (1.12), otrzymjomy réwnanie odksztaioenia
wewnetrznego w postaci ‘

Eng = 'l&. Ug = Oyg Ug = €xp 73 ;
et o (2023)
Wg = Gty + B ups

Analogiczng budowe posiadajg réwnania odksztazcenie ze=-
wnetrznego

Yug = Teds = Bp 75 — Cup 13
Sd = ’V[“;&I (2924)

Wiielkodel uy 1 p stanowig w tym ujeciu pola skalarowe na
¥, « Powysszy sposéb zapisu uiatwia poréwnanie wprowadzonych
wielkodei i réwnai z wielkosciami i réwnaniami znanymi w
literaturze przedmiotu. Tcnsor odksztaXcenia wewnetrznego
&5 zostak zdefiniowany tak jak tensor & W [21] oraz ten-
sor & W opracowaniach radzieckich (6], )[9], [22]; pierw-
sze z réwnai (2.23) jest analogiczne do réwnai w cytowanych
pracach. W podobny sposéb jak w tej pracy, okreélono afinor
odks ztaXcenia zownetrznego X, w [21] (gdzie pominigto 1}).
Afinor ten jest powigzany z afinorem zmiany krzywizny
stosowanym np, w [6], [9], [22], zwigzkami

.
/4‘,‘; = €“ a‘“ XVﬁ
el (2025)

x,"ﬁ' L "e.“lu a'a“/l“ﬁ

3. STAN NAPIECTA

Niech gk bedg skadowymi kontawiariantnymi tensora
naprezenia w dowolnym punkeie powkoki. Sktadowe stanu napic=

1"



cia w przekrojach poprzecznych powzoki (sih i momenty) wy-
niosg (por, np, [22]).

d
1% = [ (- g,85 o) & v,
-d 5
M*# = f%(r"‘ﬁ— % by ’E'“ﬁ)\/% d 7y (361)

-6
)
Zoc 3« \|9
r e / 4 \/; d737
-&
gdzie oznaczono

9 =9 Vs ;) = det Gupp * (302)

Oznaczmy przez X lﬁ sk¥adowe si% obeigzenia powierzchniowe=
go (przy¥ozonych do )s przez ), - skiadowe momentu tego
obcigzenia wzgledem osi stycznych do Y% .

Rézniczkowe warunki réwnowagi posiadaja znang postads
/ o 3
Gy TH bﬂ‘T/‘ = =X~
'V : o] T'w,b/“/ S
€upg TuM™ = €5 T = I
Cp TP + €58 M= 1.

(3;35

Stan napiecia powzoki bedziemy w dalszym ciggu okreslaé nie
afinorami o skZadowych kontrawariantnych, okreslonych przez
{3.1), lecz wielkosciami o skiadowych kowariantnych, ktére
sg powigzane z poprzednimi za pomocg relacji

Tocﬁ e aﬁvecc,u i‘:ay" t':m/ = -Guy €VﬁTo(-,6

g L 7 3
T =%l bus = ~Cpee T (304)
M - é.oc/teﬂ",‘;?'/“/’ f,,”/n, = €ux €yp M,

7

Korzystajac z (3:4) mozna nadaé warunkom réwnowagi (3.3) dru-
ga postac ~

e Gty = X,
e My i g (305)

eV bjmﬂ/"+ a/“/l/“,= 0

12



Przedstawmy teraz skladowe napigcia w postaci sum

~

ta(ﬁ - to‘p s t‘:ﬁ

~ *
mo(ﬁ = m“ﬂ + m“p

(346)

w ktérych Gy mi

sa dowolnymi caxkami szczegblnymi ukiadu:
e Tutys = Xg, e™by ty = X3, e qmi, =Y ;(3e7)
wielkosci t.5, m.s Spedniajg wtedy réwnania jednorodnes

e Gty =0 ,
€™ VU Muy + b3 =0 (3.8)

Pierwsze trzy z nich bedg speinione tozsamosciowo, gdy
przy jmiemy wektor x=xa' taki, ze

to = Vo Xi s (309)

bowiem w R, zachodzi przemiennogé rézniczkowania kowariant-
nego

e ' 7,0, x =0 (3010)

Podstawiajgc. do dalszych dwéch réwnard (3.8) zamiast M.
wyrazenie

Muo = Vi Yoo = €uas X3 (3.11)
oraz korzystajac z (3.9) otrzymemy ponownie tozsamosés
6”1/(‘7,“ Vv.‘/a = €Exy V.“ X?) > Voix.? ] €ﬂVVF VVyat = 07 (3012)

: 4
glyz €“" €u = ay = J,,c'u-

13



Podstawiajac prawe strony (3.9) i (3.11) do ostatniego z
réwnan réwnowagi (3.8) nadamy mu postad

W LA (3013)

ktéra okreéla zwigzek pomiedzy wektorami x i y. Zwigzek ten,
w ramech dokXadnosci teorii przyblizonej, mozna zastgapié za=
Yozeniem symetrii afinora M™ skad wynika symetria afinora
iyge % (3411) otrzymjemy (por. [9]) réwnanie

Vs Yy = € Xg» © (3014)
Ostatnim réwnaniem jest zaleznosé
X = g7 (3615)
== ¢ Vy‘?- 2o D

Wiprowadsmy (dla uzyskania symetrii w budowie réwnax)
wielkosé @’=0 . Réwnenia (3.9) napiszmy w postaci

tat,e.= Z‘X3 - Ga163 @j a‘:{ 16)
kacS = 1471 X3 3 e
Wyrazmy nastepnie wektor x za pqmoc:a dwuwektora V
Vici = €ocik % ,
:f 3l
X, = ag e*Y Vj 3 } \ .0 7
pozwala to na napisanie réwmard (3.14) i (3.15) jako
Vs = Vi Yar ] (3.18)
0 1S/
b3 = Ve Y3

Dogezajac do réwnan (3.11), (3.16) i (3.18) réwnanie (3.19)

kdﬁ s V[O( X,UJ’ (30193

14



otrzymemy grupe réwnan “statycznych". Korzystajge z ( 2.22),
réwnaniom tym mozna nadaé nieco inng postad, dzielgc je
jednoczednie na dwie grupy:

tdﬁ = Texg - b“ﬁ Xy =€ 0,
kg = T Xe (3020)
bes = TGeXs * b:"}u

Mg = % = bup s = €xp X
g = VeYa (3021)
Vosiis 'o:..‘/s i b,fy{u'

Sk¥adcwe wektoréw x i y peimig rolg funkeji naprezen.
Réznig sie one od funkcji naprezen znanych w literaturze
z powodu przyjecia nieco odmienne] postaci afinordéw stanu
napiecia, okreslonych w niniejszej pracy zwigzkami (3e4 ).

4., WPEYW TEMPERATURY

Wiptyw pola temperatury na stan odksztaXcenia i napregze-
nia powXoki uwzglednimy przez formalne okreslenie w #;
tzw. pola "odksztazcen poczgtkowych". Niech G4 bedg skia-
dowymi pierwszego tensora podstawowego powierzchni 7, =
= const po "odksztaiceniu poczgtkowym®, d§? = elementem
liniowym tej powierzchni oraz ds? = elementem liniowym po=
wierzchni 7); = const przed odksztalceniem. Przy tych
oznaczeniach

ds?

B A ] ,
: (401)

ds? = gug P~ dp”.



Powlerzchnie 7; = const. przed odksztaXceniem i te same po-
wierzchnie po odksztaXeeniu sg na siebie odwzorowane konfo~
remnie (por. [24], s.176):

5 = exp(2)ds, exp(2p) =1 + o¢,T. (462)

|

Symbolem o oznaczono wspdiczynnik rozszerzalnogei liniowej,
T jest polem temperatury. Z (4.1) i (4.2) otrzymamy

Tup A9 d9° = g4 dyp™ apP(1 +o4T)3, (403)
co daje w przyblizeniu dla niezbyt wielkich temperatur
i (1. Zd;T)yu,e. (404)

Sktadowe tensora "odksztaXcenia poczgtkowego™ w dowolnym
punkcie powZoki wynoszg ‘ >

*

bup = §(§dﬂ ey 9,,4,@) = ochgo(ﬁ- (405)

Pozostale skXadowe, zgodnie z (2.12), pomijamy.
Dla powZok cienkich rzeczywiste pole temperatury mozna
zastgpié¢ z wystarczajgcg dokiadnoscig polem

Fi=g(n,n)+ 773' (75 ) - (406)

Funkcje 7 i 7, (ktére mogs zalezed réwniez od czasu) spei-
niaé muszg na |, niejednorodne réwnania Helmholtza, analo-
gicznie jak w przypadku pXyty cienkiej (por. [14], s.48 i
$.89). Podstawiajac prawg strong (4.6) do (4.5) otrzymamy

é;,a =y C iy it 0‘:'£'9x,373; (4.7)

16



co po pordwnaniu z (2.21) daje

é‘“ﬁ = oct Tg aap (408)

Nasuwajac na obie strony (4.9) wielkoéé a,,e/” otrzymamy

*

Relacje (4.8) i (4.10) okreélajg pole odksztakcenia wewngtrz-
nego i zewnetrznego powierzchni V, wywoXane samym tylko wpiy=-
wem temperatury (tj. w stanie beznapre;éeniowym).

Oznaczajac przez Edﬁ i X skiadowe odksztacenia wywoza-
ne tylko wpiywami mechanicznymi, mozna napisacé relacje

*
~ * ~ (4011)
Xd_ﬁ = Xo(ﬂ + g = p 7 octté‘ﬁd;

odksztakcenie catkowite jest bowiem sumg odksztaXcenia "me=-
chanicznego" i "poczgtkowego".

Réwnania %4.11) okreilaja skiadowe calkowitego odksztaXcenia
éxp 1 Xdﬁ , oméwionego w rozdz, 2 te]j pracy.

5. WEASNOSCI WYPROWADZONYCH ROWNAN

Wiprowadzajgc nowg postac niektérych afinordéw okreslajg=
cych stan odksztakXcenia i napigcia powZoki, W ro ziatach
2, 3 i 4 tej pracy otrzymano ukiad (niezupeiny™) réwnani
teorii powok. Uk¥ad skada sig¢ z réwnari odksziaXcenia we-
wnetrznego (2.23), odksziakcenia zewngtrznego (2.24), dwéch
grup réwnan statycznych (3.20) i (3.21) oraz zwigzkéw (3.6)

» Tje. nie moggcy stanowié podstawy poprawnego sfomowania
-zagadnienia brzegowego.
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ki (4.11). Przytoczone réwnania posiadajg wkasnosé, ktéra nie
cechuje zapisu spotykanego w znanej autorowi literaturze
przedmiotu., Mianowicie, jezeli zachodzi zwigzek pomiedzy
wielkosciami nalezgcymi do jednej z kolumn ponizsze]j macierzy

<

& Mg Qw

by ~
é - St 1
* Cxp (295] %3 o (; 1 )
k 3 ) S0
Wi Vi i i
e Y% X; /i
% X3 5 %

to zachodzi analogiczny zwigzek pomiedzy wielkodciami nale~
zgcymi do pozostaXych trzech.

Oznacza to mozliwos$é wyodrebnienia z przedstawionych réwnad,
czterech grup o identycznej formie. Kazda grupa zawiera trzy
réwnania rézniczkowe (tensorowe) i jedno réwnanie algebra-
iczne. Te cztery rdéwnania mozna napisad przy uzyciu kolumn
macierzy otrzymanej przez transpozycje macierzy (5.1);
réwnania te opiewajag

Eup Ug Uz %
My g Ys Ys X3
bug X8 X3 6,
1 X % % v
Wi Ug
w | o | (503)
=, ;
ks Xg7
S Y]
Wy U3 U,u
¥ Y,
3 -7 Ys = 1}; /7 ( 5.4 )
3;(3 ?fa J;x
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tac,s ’t;./d E % (505)

€. &b -0ty Ty Uyy
n 'o(,B iﬁwﬁ mac,:i
Xx’ﬁ xacﬁ

“ot, TE.

Symetria budowy réwnan (5.2) - (5.5) jest uogélnieniem
znanej analogii statycznougeometrycznej,'Dotyczy ona nie
tylko zagadnienia jednorodnego (jak analogia statyczno-geo=
metryczna) lecz obejmuje réwniez wpyw obecigzenia powierz-
chniowego i temperatury. Nalezy zaznaczyé, ze symetrie tg
mo%ga zggg%gyé réwniez w zapisie nie tensorowym (por.LZ],
8,38 1 e

Elementy -kolumn w (5.2) 4 (5.4) nie sg niezaleznej za=
chodzg pomigdzy nimi zwigzki algebraiczne postaci

uv'3
% = [Id'u €' («UV‘?
; 3 uv3
(B L Al Wuy :
* e (546)
W = €xp3 I3
Wz = Ex3u 2""‘ ’
uv3d
Xt = aa[u, & V.‘,3
3 uv3
X3 = X = €‘ Vuv v
s (567)
Vg = €ExgsX
Vg = €x3u X;u .

Ponadto, elementy kolummy
Eus ‘
Vi
i (508)
tus

I

Xap

sg powigzane réwpaniami fizycznymi, przedstawionymi w na-
stepnym rozdziale.

8 SO : ’ .
5Gdz1e,aednakze na fakt ten nie zwrocono uwagl.
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2,. ZWIAZKI POMIEDZY SKZADOWYMI STANU NAPIECIA I ODKSZTAZCENIA

Niech pomiedzy skadowymi kontrawariantnymi tensora na-
prezenia 7*# a skXadowymi tensora odksztaicenia e{w w dowold-
nym punkcie powZoki beds dane zwigzki

L /_/a’ﬂ/ifejw. (601)

Afinor sprezystoici H, zgodnie z zaXozeniem jednowarstwowo-
sei a.m.zotropi:x. i jednorodnodci w kierunku a;, zalezy tylko
od 7 1 7, . Sktadowe odksztaXcenia g3 przyjeto (por. ro:jdze
aako réwne zeru. Podstawiajge do (6.1) zaleznosé (2. S

otrzymujemy

Ta(ﬁ = /'/“ﬁﬂygﬂl/ + H“’e/“/ a‘zp €ﬂ# ivg '73. (602)

Podstawiajgc prawe strony (6.2) do (3.1) i wykonugqc catko=
wanie, otrzymamy

o~

T w JEH 8y ~ gzd"ab;/‘/%e"“/a”g o X

e. J (603)

M = Z2g°HP g™ cq, Ty~ § 875 HIPH Euy

Wprowadzaaac wielkosci t i #m, zdefiniowane przez (3 4)
nadamy réwnaniom (6.3) postac .

bug = = 20057 €50 H* ¥ 8y + 54° G €sp by H7*'a gpeépfv? ] (604)
o

W Touv
Migg=%d eoweﬁ?H e -4$d7%, eﬂgb H7¢YE,, .«

Wprowadzajgc znane uproszczenia, pominiemy w (6.4 ) wyrazy
zawierajgce skiadowe drugiego tensora podstawowego powierze
chni U,.

)Anlzotropia wielowarstwowa powXok zostaia omdwiona m.in-
nymi w monografii AMBARCUMIANA [25].

xx )
*X ) zaleznodé ta przyjmuje w tym przypadku postacs

~

~ v & 3
Bs=Ep t 0 €0 Xy 7
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WprowadZmy oznaczenia

1
DAKY By e HOHY (645)
2
Dd K17 % e, n 09 H™% a’Vesq, (666)

w ktéryech D0=D(7,7,) jest polem skalarowym na I wyrazonym
w jednostkach )naprQZenia., d=d(y,7,) jest polem skalaréw bez-
wymiarowych.X’/ Uproszczone réwnania (6.4) przyjma teraz

postacd o
~ 1
£ g = 2800 K3 Bun e
B 20 PRV X :
s ™ 3 7 )
a odwracajgc powyzsze relacje, napiszemy
s ol d gy
ws =26 D Keas" "l (6.8)
VT e i B ;%".w’ = :
«8 = 28° D "« Y 9
przy czym
2 Jeuv poosto_
d? Kyt K% - aZaf (6+9)
dz /?n.ﬂt//"(g"ﬁ? T _Q a
ol ‘uy - oh a‘,‘ CIB. .

Dla ciak izotropowych afinor sprezystosci ma postadé

HoPHY = 7—_—% (a*f a** + va*#a®’), (6610)

x)Sls'.s}»lau::y D i d peilnig role statych materiaXowych przy
przejéciu do osrodka izotropowego, por. (6.15)
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a réwnania (6.4), po odrzuceniu wyrazéw zawierajgcych b
sprowadzg sie do

Lo = BR(-at e+ valet) Euy
A4 3 . . (54
mdﬁ“é?f-_y%j (—a: €ﬁ"+ Va‘,"ef) XM.

Literg £ oznaczono, jak zwykle, modux Y oun géa, lite-
rq 7V - wspbXezymnik P o i s s ona, Réwnania odwroine
do (6.11) majg ksztakt

(6011)

~ 1 = ; 3 b
e‘xﬁ i Z—ﬁ (Cl:: eﬂv # ¥ aﬁ"/ €dﬂ) Ila L
~ (6012)

3 . V) e
Xup = 255 (04 €7 + V5 ) Fiuv .

Poréwnujge (6.7) i (6.8) z (6.11) i (6.12) przyjmiemy

7 7 (6013)
(2734 - vV .. 7eeuv %
Kt m valtes + vagelfty ' B K Y

otrzymyjgc nastepnie z rdéwmai

d-tty, §-%, (6014)

nastepujace wartosci J i ¢ dla powkoki izotropowejs

g =y BB ﬁ (6015)

SkZadowe stanu odksztaXcenia wystepujgce w powyzszych rdéwna-
niach (oznaczajace je symbole zaopatrzone u géry tilds)
okreslajg tylko te czesé odksztaXcenia, ktdra jest wywolana
siZami lub momentami. Gdy pom:.n:x.emy dz:.alam.e na powoke
pola temperatury, zachodzi &3=&,, i Xd,, X, zgodnie

z (4.11). Gdy nie dziaXa obcigzenie powierzchniowe, takze

bg=lg 1 fliyg=TMys «
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7. OZNACZENIA I OPERACJE ALGEBRY C;

Yprowadzimy do rozwazan dwuwymiarows przestrzen euklide=
sowa R, 3 przestrzed te¢ wprowadzamy formalnie nie przypisu=-
jac jej zadnego znaczenia fizyklanego. Niech wektory ¢, 6,
tworzg w R bazg ortonormalns

€ €a)= Oue ; (701)

J.s jest symbolem Kroneckera., Oznaczmy przez &, prosty dwu=
wektor utworzony z € i & . Agregatem w przestrzeni R; na=
zwijmy za RASZEWSKIM zbidr skalara, pary wektordw i dwu=
wektora (pcr. [16]3 termin ten zostax po raz pierwszy wprowa=
dzony przez G.Cantora). Kazdy agregat A mozna przedstawic

w postaci sumy

A =+ pBe+ ye + be,. (7e2)

Wielkodéci oy B 49 o8 nazwiemy skiadnikami agregatu, oznacza-
jac go réwniez bardziej zwigziym symbolem (d;ﬂ $ 7% P

Okredlimy podstawowe dziaZania na agregatach. Sumg agre-
gatéw niech bedzie agregat otrzymany przez dodanie do siebie
odpowiednich sk¥adnikéw a mnozenie agregatu przez liczbe
okredlimy jako mnozenie przez tg liczbg wszystkich skXadni-
kéw agregatus

@‘I;ﬁl;%;d;)"‘(“2;/32)'72552)=(0‘,+d2;13,+ B
¥+ 7,56, + ) oraz. cla;f;y;d)=(cx; cB; C7; cé).

§

Mnozenie agregatu przez agregat wykonujemy zgodnie z tablicas

€6, = =86 = &, & v
- .
&ty = —€p6. = =€ g = (703)
- = 6'2 -]
€ply = —6€p = ~6, * 3l
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. Przy powyzszej definicji mnozenia, dla dowolnych agregatéw
A,B i C, zachodzi prawo lewej i prawej rozdzielnogci sumy
wzgledem iloczynu -

A(B+C) = AB + AC :
(7.4)
(B+C)A = BA + CA
oraz prawo ZXgcznosci
(AB)C = A(BC). (765)

Agregaty A; = («¢;; 5 759;) i Ay=(w;fyi3356,) 88 rowne (A=A,)
wtedy i tylko wtedy, gdy o, =o,, B=8, 2, =2 1 4, =4,.

Zbidr agregatdéw, przy powyzszym okresleniu dziaZar, jest
algebrg Clifforda C, (obszerne oméwienie tych algebr por. [1 6]).

Dla potrzeb tej pracy wprowadzmy dodatkowe pojecia i ozna=
czenia. Agregatem s towarzyszonyn z danym
agregatem A=(«;f;y;d) nazwiemy agregat

A - gAe, = (o; B; c; ~d). : (76)
Poniewaz ef’ =171 zachodzi tozsamogé

A_- - A 3 (707)

Sume i réisnicg agregatu danego i stowarzyszonego z nim ozna-
cZymy przez

(7.8)

I

Al ol
Al AR

sg to agregaty postaci (2«; 28; 0;0) i (0; 0; 2y; 24).

W dalszym tekscie pracy operacje okreslong przez (7.6) nazwae
no "kreskowaniem" agregatu; agregaty 4” i A nazwano kolej-

no "plusowym" i "minusowym". Pochodng agregatu jest agregat,

ktdérego sktadniki sg pochodnymi agregatu pierwotnego.
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8. ZAPIS AGREGATOWY WYPROWADZONYCH ROUNAN

Afinory bedgce elementami macierzy (5.1) sg okredlone
w przestrzeni R; dla 7,=0 tj. na ortogonalnie najezonej
przestrzeni V, , Utwérzmy iloczyn tej przestrzeni i prze-
strzeni euklidesowej A, (Wprowadzonej w poprzednim rozdzia-
le). Ha tym iloczynie zdefiniujemy kolumng agregatdw, ktd-
rych sktadnikami sg elementy macierzy (5.1) pomnozone przez
D 1lub d,3d, posiada wymiar diugosci. Grubosc¢ powXoki bgdzie-
my okreslaé funkejg 4(7,, 7,) =9, .

Niech réwnanie macierzowe

[ Bccﬂ 'Socﬁ mac/s [;c/s : xa(ﬂ
B;a(ﬂ ga.,e ;ﬁdﬁ tacﬁ Xdﬁ 2 6.20
BO‘,@ "“t To ao‘ﬁ m‘:ﬁ to:/; —leeow ‘[3 e
Aoc3 = Wyxs Vs kxs ‘ZLB : (L801 )
A w % k & bt
] 7 27 o7 7 2 5 £2,
A; u; ; X; . V3 ~o Y €
/1 (] yL i 22
K; 15 X3 2 %

: )
okredla kolumne agregatow afinorowychfc' Korzystajgc z (8.1)na-
danym réwnaniom (5.2) = (5.5) ponizszg postad

By = LAy ~ bighs — €us K (842)
AD(,G e lVDCA'e T bo(ﬁ Aj ‘ I\8"3)
Ay = A, + b2A, (804)
B =g B, (8,5)

T ’
x"Tj, agregatéw ktérych skadnikami sg skZadowe afinorow.
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Réwnania (8.2) = (8.4) napisano stosujge pochodng kowiarian-
tng na V3 wskaZnik "3" jest w powyzszych réwnaniach wskaini-
kiem martwym. Drugi, bardziej zwigzly, zapis tych réwnad moz-
na otrzymaé wprowadzajgc pochodng kowariantng w &

(da 7,=0):

Bug = LA - €05 K° (K*=K,) (846)
Ai = T A (8,7)

Spogrdéd trzech agregatdéw afinorowychs B4 Adﬁ i é;w , dwa
mozna wyeliminowad, zgodnie z (8.5) oraz z tozsamoscig

B, = Ay - €43 K. (8.8)

Okreslenie "agregat afinorowy" zastgpimy w dalszym ciggu
okresleniem "agregat".

Poniewaz pomiedzy elementami macierzy (8.1) istniejg
zwigzlkd (5.6) i ?5.7), agregaty A4, oraz A; i K; sg z sobg
powigzane., Zachodzi

A = o8 D s VG 3+ 04.0) i
AY = 24,(0; 0; g 9D ys)

mnozgc pierwsze z tych réwnay prawostronnie przez ¢, otrzy-
mjemy

Al €p = 2(0; 05 V3 v ; 262D wyg) , (8010)
co zgodnie z (5.6) i (5.7) daje

BAS = 6, e AL e,

5 . y (8011)
Jo‘p%] et —ﬁ€aﬂ3'4 €,y A'=Ag
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Analogicznie zachodzi

A,,‘Z = 226D we; Vs 0, 0)
5 (8012)
Ay = 20,(0; 0; X ; i $TOR) 5

pomnozenie prawostronne przez €, plerwszego z réwnayi daje

" W AME . L O T 262de3), (80,13)

«3 €1
a zgodnie z (5.6) i (5.7) otrzymamy

(-) V3 p(+)
K?—Aac g do Ao £ Av.a €12

5A% = B e qua® AT ey . o
Zachoq.zi réwniez zwigzek pomiedzy A, i K, . Poniewaz
AL = 26,(0; 0; x5 ngd'l];/) i)
K;ﬁ = 2(26%Dy;; V3ety;0;0),
zwigzek ten posiada postaé

§,K{"e, = 20Kye, = V3A', (8,16)

gdyz K =2Ks 1 Ky =0 =z uwagi na 0;=1;=0.

Ostatnig grupe réwnad wyjsciowych (obok réwmad réinicz-
xowych i zwiazkéw (8.5), (8.8), (8.11), (8.14) i (8,16)
stanowig réwnania fizyczne., Révmania tensorowe (6.8) przyjma
w zapisie agregatowym postad

= uf, 2 ~7 it 2 oy
2B = Adf[R#V+ k) B e+ (Kigt"-Kot")e, B, (8:17)
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gdyz

B:S'G) = 2(262050‘,3; V:S’_/T?dﬁ; a; 0)
ABL e, = 2(6T,y ; V—§_—d‘307’c",w ;0;0) (8,18)
4e,BE) = 2(8F. ; —V—§=J301,,,,,- 0;0).

Analogicznie dla rdéwnari (6.7) otrzymamy ponizszy zapis agre-=
gatowy

A (- e ‘z.. Vv L/ 5 '2‘.' e D (-
285, = Xdfik oy K f7) BD) ;- (R - K8 ) e, Bl . (8,19)

Wprowadzajgc oznaczenia

i P gt Rt o
2SEY al e HAYy IR R e K (8,20)
e e s DR
2557 = Kl Ky 2R KK, (8a21)
réwnaniom (8.17) i (8.19) nadamy postad

D) _ uv epV, B
B, = Ad(5.8" B, &, + R,;"e,B,,) } (6.2

) -1 euV ) 5oV B (+)
BY - X'dS, "B e - Ri"e BY).

Dla powkok izotropowych z (6.13), (8.20) i (8.21) otrzymamy

oV _ TepuV _ vV _-u
Sa(ﬂ _'5;(,8 i g €x } (8 ?3)
LXy78 4 peepdv VIR g oL
Rd =R =0 6
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Zgodnie z (6.15) mozemy réwnania fizyczne dla powoki izo-
tropowej napisaé w postaci

2 B+ 1 % p (=) w p e
V=95 B = Meta B verBoge,)

Ve B = Pleeyre, B + ver Bile).

(8024)
i .

Réwmania fizyczne w ujeciu (8.22) (1ub (8.24)) okreslajs
agregat "minusowy" przez "plusowy" i odwrotnie.

9. WARUNKI CAZKOWAINOSCI NA U

W tym rozdziale zostang podane warunki, ktdére muszg spex-
niaé agregaty B, i A, aby réwnania réiniczkowe (8.2) -
;8.4f byxy caXkowalne., Punktem wyjscia niech bedzie tozsamosé
(117], =.207).

=5 z
T TaAs = ~2Rpp™Ae 5 (91)

w ktdrej R,“;’ jest afinorem krzywiznowym przestrzeni I/
(tensorem Riemarma - Christoffela). Zgodnie z (9.1), warunek
catkowalnogei réwnania (8.2) ma postaé

' : e 4
T (Bgs + ugs As *+ €ugeMs) = ~7 Ryus® Ag - (902)

Korzystajgc z rdwnan Gaussa i Mainardi - Codazzi dla po-
wierzchni | zanurzonej w R, (por.[17], 5.276):

Ro(,@yd' i 'ad‘,u Rocp;# P b}’[d' Bl } (9 3)
o by = 0

mozna (9.2) napisaé w postaci

Ve Bugs ~ berVg As + €ap Vg Ks = by by A% (904)
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Warunek powyzszy przeksztalénwz wyrazaga,c agregaty A, oraz

K; za pomocg A, 3. Z réwnay (8.4) i (8.16) otrzymamy
Ty Ay = Apg- by, A* (905)
Ty = S VAT, = - b A )e,,  (9:6)
a korzystajgc nastepnie z (8.14)
SAT = €Az, , (9.7)
zwigzek (9.6) napiszemy w postaci
Ky = —2% At =g b e TR, (9.8)

Podstawiajgc prawe strony (9.5) i (9.8) do (9.4), po prze-
prowadzeniu redukcji, otrzymuijemy

IV[? Boc]ﬁ i bﬂ[«'x Ast £ %‘z 65[«'4 ;])3 € 7 % 6/3[“07]1' SWMJ(;; oY (9”9)
Poniewaz
~€at byry € ATs = bap Arys (9,10)
oraz
berhgs + Fhohsss = - Fhadgy, (911

révmanie (9.9) przyjmie postad
28,7, B35 + Ay (€jaV3 €, + bged,) = 0 (9412)

stanowigcg szukany warunek caXkowalnosci rdwnania rdzniczko-
wego (8.2). Warunkowi temu mozna nadaé inny ksztatt; w tym
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celu pommdzmy (9.12) ze strony lewej i prawej przez e, . Po-
niewaz dla dowolnego agregatu A zachodzi

o, A ke 2 AT T s o] i
) “ -) (9.13)
e, A e,e = -g A7ge, Ae,
w wyniku mnozenia otrzymamy
26, Ty BSa + Ay (€053 8,-bgpd;) = 0. (9614)

Odejmuijac i dodajac stronami (9.12) i (9.14), otrzymamy
zapis warunkéw cakowalnosci réwnania 8.2) przy pomocy
agregatéw "plusowych" i "minusowych"s

% ng)ﬁ 3 Af)a €76 Ve, =0
f (9415)

i { =) &) =3
Ty Bgs * Apyslae=0

Warunki catkowalnodci rdéwnania (8.3) wynikajg od razu
z (8.8) i drugiego z powyzszych rdéwnan:

AT o+ AL b

lr “ogs rys Yuin 0, (9,16)

gdyz K ;_) = 0.

Poniewaz pochodne kowariantne wystepujace w niniejszej
pracy sg okreélone przy pomocy symboli Christoffela (pocho-—
dna kowariantna wrodzona), afinor skre¢cenia jest rowny toz-

’

samosciowo zeru i zachodzi

Lo

‘G 'L Ay = 0. (9417)

Zwigzek ten pozwala na napisanie warunkéw caXkowalnosci
réwnania (8.4) w postaci

M
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Poniewaz z (8.2) wynika
/%Aﬂ = Bﬁ/, + bﬁ,u A, + Epu K, (9019)
oraz zachodzi
bg by = Cpay =0, (9020)
réwnanie (9.18) przyjmuje postad
T Ags + b[g (gl,ll//.ﬂ - €50 K3) = 0. (9021)

Podobnie jak w przypadku warunku (9.12), réwniez i po-
wyzszemu warunkowi nadamy drugg postad. W tym celu dokonamy
"kreskowania" agregatéw réwnania (9.21)

/T b[i(E//uﬁJ =~ €gu K3) = 0; (9.22)

odejmujgc i dodajgc nastepnie stromami (9.21) i (9.22) otrzy-
mamy

1 (+) (+)
B Ags + Y Bl — 264 €, K, e } (5
' = e °
Va3 * be Bug = 0.
Drugie z réwnai jest rdéwnowazne warunkowi
' - M) /
V[ﬁAogs + b Ay = 0. (9024)

Na zakoriczenie tego rozdziaiu przedstawmy znaczenie fizy-
kalne wyprowadzonych warunkdw catkowalnosci. Wyrazajgc agre-
gaty A, i A, przez agregaty Bacp i éo‘p a nastepnie przez
ich skadniki. Fatwo stwierdzié, ze (9.12) oraz (9.24) sg
wspdlnym ujeciem rézniczkowych niejedhorodnych warunkdw riwnowagi
oraz warunkow nierozdzielnosci odksztaicenia uwzgledniajgcych
wpiyw pola temperatury. Zastosowanie ujecia agregatowego
nadaxo tym réwnaniem bardzo zwigzis forme.
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10, WARUNKI CAZKOWAINOSCI W R,

W poprzednim rozdziale przedstawiono warunki cazkowal=
nosci réwnap rézniczkowych (8.2) = (8.4). Obecnie podane -
zestang warunki calkowalnosci réwnowaznych im réwnari (8.6)
lub (8.7). Poniewaz wystegpujgce w tych réwnaniach wielkosci
i pochodne kowariantne sg okreslone w A;, nie potrzeba
korzystadé z réwnai Gaussa i Mainardiego - Codazzi (9.3).

Z uwagi na zerowanie sie afinora krzywiznowego R;, zachodzi
przemiennos$é rdézniczkowania kowariantnego

Tp LA = 0. (10.1)

Umozliwia to napisania warunkéw caXkowalnosci (8.7) w pro-
ste]j postaci

VA = 0; (1002)
dla réwnania (8.6)'otrzymamy zgodnie z (808)
3
T Bugs * €aps Ty K = 0. (10,3)

Iatwo wykazaé, ze warunki (10.2) lub (10.3) sg réwnowazne
warunkom caXkowalnosci (9.12) i (9.21). Kradgc w (10.2)
i =0 , otrzymijemy

Doy = Do hos v M r = 0. (10.4)

Rugujac z (10,4) agregat Aus przy pomocy (8.8), poniewaz
dla 7;370 Jjest €xs = €ups s otrzymujemy od razu warunek catkowal-
nogci (9.21). 3

Eliminujgc z (10.3) pochodng A~ zgodnie z (9.8)

26, Vy B - eﬂ]w(ﬁA;’_J)3 €y + & yy € ot She 8 (10.5)
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oraz poniewaz

nyB«xJB i IV[;'Boc]ﬁ - by B (10°6)

v]3

otrzymujemy (poniewaz By = Ayg) warunek (9.9) z ktdrego wy-
nika bezposrednio (9.12).

Pordvmanie zapisu w ktdrym wielkodci sg okredlone w Ry
(dla z§==0) z formg zapisu posiugujgcg sie pochodng kowariant-
ng za W (stosowanego w znanych autorowi opracowaniach) wska=
zuje na wigkszg zwigzZoé¢ i operatywnosé pierwszego sposobu.
Drugie ujecie umozliwia natomiast Zatwiejsze przejscie do
okreslonej parametryzacji ) i wspdirzednych fizykalnych.

11. DODATKOWE ZWIAZKI ALGEBRAICZNE

Oprécz réwnar rézniczkowych podanych w rozdziale dSsmym,
réwnai fizycznych oraz warunkéw calkowalnosci, agregaty
speiniaé muszg dodatkowe zwigzki algebraiczne, wynikajgce
z uproszczenia nie rdézniczkowego warunku réwnowagi oraz
z przyjetej postaci rdéwnan fizycznych. Zwigzki te zostang
ponizej wyprowadzone.,

Dokonajmy uskoénienia wskaznikéw w réwnaniu (8.8)

Brgr = Apar = Qx,es/fj' (1141)

Poniewaz z (8.16) i (8.11) wynika

ﬁ =l 1 . uv 4(+) ¢
K3 g _2—0‘0_'43 ) S X e A[;v] ’ (11.2)
rugujgc K;z (11.1) otrzymujemy
1 400) _ p(-)
Brg = Aug = 2 Ak = Awmar - (11.3)
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.Dokonuja"c "kreskowania® réwnania (11.3) (por. (9.13))

B = ~ Asas (11.4)

a nastepnie dodajgc i odejmujgc stronami (11.3) i (11.4) do-
chodzimy do ponizszych zaleznosci

Biar =0 } (11.5)
- =)
Bf(oc)m =24 g -

: A el : i o+
Pierwsze z rdéwnan jest warunkiem symetrii agregatu Bd,é,

co jest zgodne z uprzednim z*akoieniem symetrii afinordw &
i mge. Przyjmujgc ponadto /g =0, otrzymamy

[gg] = 0 : (1106)

skad, z uwagi na (8.5), zachodzi takze
o
Bl = 0. (11.7)

Drugie z réwnani (11.5) okres$la znaczenie wprowadzonych w
tej pracy wielkosci £,i §, Jako

ke = Uy }

A (11.8)
Seg = Xpg-

Dokonajmy uskoénienia wskaznikéw « , 8 w réwnaniu fizycz-
nym (8.24). Z uwagi na (11.7) otrzymjemy

g, 65 B+ vei BSL 8, B0 (11.9)
co prowadzi do
-1 i
e B e \11.10)
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Réwnanie powyzsze wyraza symetrie agregatu e.” By, (1ub
agregatu ¢ B85 ). Otrzymjemy stad

~ ~ ~ ~

by + Ly = %y + Xy =0, (11611)
Przyjmujac €.’ {4, =0,  otrzymamy

e[o-‘v B/fl:jﬂj =0, ' (11.12)
'4
co z uwagi na (8.5) daje réwniez

€ By = 0. (11,13)

Zwigzek ( 11.11) prowadzi do symetrii stosowanych powszechnie
afinoréw 7°°4 Mxp 3 Symetria ta jest zaXozeniem stosowanym
w teorii przyblizonej powok i dotyczy réwniez powZok anizo=
tropowych.
Réwnania dodatkowe (11.5) - (11.7) oraz (11.10), (11.12)
i (11.13) mozna napisaé w postaci
( . (™
Bum * € Big =0
By + By =0 (11.14)
v A)
B/,u/,a] 0

*(f) «
Beag * €

Réwnania powyzsze redukujg ilosé niezaleznych skiadowych kaz-
dego z agregatéw B, B ,B do trzech. Poniewaz

Lol [ (11015)
otrzymamy warunek dla AS :

&t (11.16)
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12, ZESTAWIENLS I PODZIAE ROWNAN AGREGATOWICH

Podstawowe rdéwnania teorii powZok w ujeciu agregatowym
mozna podzielié na cztery grupy. Ponize] dokonamy klasyfi-
kacji i zestawienia uprzednio wyprowadzonych rdwnari.

1. Pierwszg grupe réwnani niech stanowig zwigzki pomiedzy
skiadowymi afinoréw stanu odksztaZcenia i napiecia z jednej
strony a skiadowymi wektordw przemieszczenia, malego obrotu
i funkcjami naprezen z drugiej strony.

Zwigzki te dane sg réwnaniami

BOC,3 5 ’VOCA'G —Dgc,aAg' ea,ng 3 (120101)
ALx/S o ,VxAﬁ 5 brxﬁAa (1301g2)
Az = T A + b;‘;A{‘ (124143)

Réwnania powyzsze, posiugujac sig pochodng kowariantng w ky
przedstawiono rdwniez w zwiezlej vostaci

2. Warunki calkowalnoéci réwnai résniczkowych (12.1) sg
réwnowazne warunkom réwnowagi i warunkom nierozdzielnogci
odksztatcenia. Przedstawiono je w postaci

28) Ty Bogg* Arys (egp13 0,5+ 030) =0 (124201)

Tphags * O (B g Ko) = 0, (1262:2)

lub, stosujgec agregaty "plusowe® i minusowe", jako

! (+) ik i
8y Ty By +AL)s yys By =0 \120203)
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I
Uiy B +A) 0,60 (120244)

! (+) (+) i
VigAaTs * b Bsla ~20b €47, Ky =0 (126205)
‘WBAags + bl B&Zﬁ] (124206)

Warunki cazkowalnogci rdéwnari (12.1.4) posiadajg prostg po-
stac

Vf’}’ Aoc]l =0 (120207)

z ktérej, jak wykazano, mozna uzyskaé (12.2.1) i (12.2.2).

3. Réwnania, "fizyczne" przyjeto zgodnie z uproszczeniami
teorii Love'’a - Kirchhoffa. W zapisie agregatowym posiadajg
one postaé

By - (s B e e R "eBE)  (12300)
B - wla(S; Ble, Ry e, B (123.2)

pozwalajgcg wyrazié agregat "plusowy" przez "minusowy" lub .
odwrotnie., Dla powZok izotropowych rdéwnania powyzsze sprowa=
dzajg sie do postaci

Y1-v2 EO(C"; - l(e/;”ezgo‘c“vﬂve;c*‘éﬁ)ez) (120303)

Vi-iP B = alee B e Bie)  (12:304)
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4, Ostatnig grupe réwman niech stanowig pozostale zwigz=
ki algebraiczne. Zaliczymy tu réwnania

4 ; .
B@I3= B(Iﬁ_BOCﬁ i120402)

X / ,
Agregat B, ujmuje wpiyw pdla temperatury i obcigzenia po-
wierzchniowego powoki. Dalsze réwnania nalezgce do tej gru-
py, to zwigzki pomigdzy A, A 1 K,

28,K,e,5 = 0,K5e,= VBAT (120443)
AL = 6,0, AV 80 (120404)
A - §,et° AE;)” e, (120445)

7aliczamy tutaj wreszcie réwnania wyrazajgce wiasnosci bu-
dowy agregatéw afinorowych B 1 B“p 1 Byp s ktdére napiszemy
w postaci

(650 (+) & _ _pe
sz 7 Bz1 ’ BH =B,

R+ _ p® R-) _ _pO
B12 =y 321 ) B" T 822 (120406)
- 1) AC_ _pe
sz i 821 ’ . Fing 322
7 réwnay agregatowych wyprovadzonych w tej pracy i zesta-
wionych w czterech powyzszych grupach, mozna utworzyé rézne

zupeine ukiady réwnari. Niektdére z nich przedstawiono w na=
stepnym rozdziale.
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13. ZUPEEINE UKZADY ROWNAN

Wérdd zupeinych ukaddw réwnaﬁx) teorii powXok, najcze=
$ciej mozna spotkadé w literaturze przedmiotu uk%ad dajgcy
rozwigzanie dla sit i momentéw oraz ukad w ktdrym niewia-
domymi sg przemieszczenia i funkcje naprezen (1)0::',[9])°
W rozdziale tym zostang przedstawione odpowiedniki tych uklae
aéw w sformuXowaniu agregatowym oraz takiez réwnanie dla po-
woki maXo wyniosej. P

Wyprowadimy na wstg¢pie uk¥ad zupeiny dla agregatu B.s
fykorzystamy w tym celu warunki calkowalnogci, rdwnania fi-
zyczne i zaleznosci (12.4.2).

Wyznaczmy naprzdéd z (12.2.3) agregat Af;)g s nasuwajgec na tc
réwnanie €”” i mnozac je prawostronnie przez €42

- d‘ o +
A = e B0 e Sl

Rugujac z (12.2.4) i (12.2.6) agregat A" przy pomocy (13.1),
/ 3 ?

@
otrzymamy

2y il
! =) %0 uvy (+) 2
Vi By = 2 € 0, Y bygg e = 0

8 uvig 1) & p(-)
-V%e V.'_-ﬂ Vl‘quan e,2+b[wB/éL/p]=0
: ~ 3
Podstawmy do {13.2) zamiast Bmﬂ réznice Baﬂ - Bocﬂ » 2godnie
z (12.4.2), Vprowadsmy oznaczenia
_'m RO _ 6 _uvip A
Sxpfy = Ve Bay —ip e TBygbyy e,
G- uvip 1w Ew &R
eocﬁ% =—V-3—€ V[ﬁ V/‘U. Bvloc]e12+b[zx B/‘u.//:)]'
*
Z {8.1) wynika, Ze agregat B;rp ma postad

(o4

3 )
B.p= - VB Omzya,,+ B3in,ge, *‘5‘02::/5 &~ hDatepep. (13.4)

X)Por. str. 17, odsyZacz,
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Podstawiajac (13,4) do (13.3), otrzymamy

ewﬁPy a 260[%“213-7'/ b IV#’;VBD/JJ')’] € ~
- 2 [y 'V@‘/D‘rt")*“v{x“m;’e'dwf'ul'ﬂtﬂ!’]t’d\ 5)
e‘c,apg = 26, [h‘[f:??"%_} '€(‘1WV[BIVIM('§1]V)]92 ] \ 1302
- 28, [Dtybfy g+ 7y Ty (D% %))

& *
Ale txp 1 Mgy S8 catkami szczegbélnymi ukiadu (3.6)s, Stosujac
w {3.6) pochodng kowariantng na Y% , otrzymamy

| *
Vs V[{Lt?’]x = 6),(“ X(x:

) ¥ & ; "
2/7[':' u“”vj— 6‘).(u X3 \1306)
e‘uwzf'r%)’fl= ch

Korzystajac z {13.6) mozna zwigzki (13.5) napisaé w postaci

aw%==%@;&;%gwy%+z%@ﬂ#%w%w-

€‘“”¢v{t”ﬁ]v’@1w'cf%)] e
So(eanXs =" Vp Yypes - 260[bf-;e/#,ﬁ] Do, +
* €‘U~v IV,,S_]’ V‘u. ( D‘xt‘ro)]

a v E’C

(13.7)

€ B

W tym przypadku, uprzednie wyznaczenie caXek szczegdlnych

o
* . . s a . 5 .
typ 1 r'ﬁap niejednorodnych warunkow rownowagl nie jest ko=
nieczne.

Réwnania (13.2) przyjmujg postac

g gl-) __éo_ Ly Iipp® £

o) R
B _v—':% i V[ﬁlvly B ogr

soa(-) (1308) :
+ 0 Blaigr = €xp P

Korzystajge z réwnai fizycznych (12.3.1) mozemy W (13.8)

~

o 3 A (+) (=) 3 1
wyrazic B.;ﬁ przez Bn:ﬁ . Po podstawieniu otrzymamy

~

O v [ e TR Xy - B s
0= Soer [ aaisy et B, e Ry eaBizg)] b =P

I
tr %™ 1349)
o) v Joe T R g . ) A i
- —T?Tf elu' ’V[ﬂ‘vl}l [Z/d(slvlﬂ% Bm.q 92 T= thhﬂ 92 BJE“)] f‘bﬁB (I[-L/ISJ —érﬂg
Uktad powyzszy jest zupeinym ukZadem trzech rovman dla

: 2 A =— A ]l 3 B ()
trzech agregatow B” B, , By 1 B, .
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Rugujac z réwnap (13.8:) Ea’z przy pomocy (12.3.2), otrzy-
mamy

(+ + (5‘ t;
Ty [ 270 (S50 B e , R e B3] - 7z B g eraPs ( )
13,10

uvi =f (+) B
v—oe Vi/s /«J pt A DL Mﬁ? B g R/y//aJ &2Bry)=€.p

co_stanowi zupeiny ukad réwnay dla agregatdw BH : Bm

i BY = BY) . gay pominiemy wpXyw temperatury i za..?cozymy, ze
pow?coka Jjest obc:.a‘aona tylko na brzegach, wtedy prawe strony
(13.9) i (13.10) sg réwne zeru.

Aby otrzymacé zupeiny ukiad réwnar, ktdéremu odpowlada OG-
w:.qzanle W przemieszczeniach i funkejach naprezer, wykorzy-
stamy rdéwnania (12 1‘ oraz réwnania fizyczne. Te ostatnie,
zgodnie z (12 4,2), napiszemy w postaci

Byp = Ad(S;47B,e, "oB)-Ry  (13.11)
w ktdre] Rocﬂ Jest znanym agregatems
Rog = Ad(S;5" B e, Rif"e, BS) - BY), (13,12)

Z réwad (12.1) wynikaja zwigzki

() (t) 3@
Bw/& = 7.A +€‘m3K A
B(-) il V A(—-) T
Poniewas z (12.4.4.) i (12.1.4) otrzymjemy
A() 50 ay, © #”V,;A(;)E’,g, (13414)

oraz z uwagi na ‘H —O(tJ Bw B;I;)), réwnania (13.13) mozna
napisacé w postac:L

B (+) (f)

B ("‘)

3 v3 )
1/’} =’7§—G,3‘u€ﬂ' VX'VVAB E,Q
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Podstawiajac (13.15) do (13.11) otrzymjemy zupeiny uk¥ad
trzech réwna.ri dla trzech skadowych agregatu A‘;’ :

+) 6(1 5 + = A 7
VA% ——’,37—.(80‘/'5“‘"ame“”33 A A e, + R“/g‘”’ezaﬂe'qs%%;dg)em)=Rocp (13.16)

dla powXok izotropowych posiada on postacs

VWCA([;;—_U/'H% (ezsé)‘E;éuVyV‘uAg)em - vV, V:cA(;)ef) =Ry (13017)

7 powyzszego ukZadu réwnar mozna wyrugowaé agregaty Aa.
jezeli wprowadzone zostang dodatkowe zaXozenia polegajgce
nas ;

10 pominigciu wptywu przemieslzczer’l stycznych na katy ob-
rotu Wy3

5= pominigciu wpiywu wielkogci VY, na Vyzo Oba powyzsze za=
Yozenia sg typowe dla tzw. w{echnicznej" teorii powkok.
W ujeciu przedstawionym w te] pracy sg one réwnoznaczne 2
wprovadzeniem réwnosci przyblizonej :

(+) + +) ~ * )
AS) =V AY heAD= TAD =T AT (13418)
czyli (gastqpieniem w R; pola wektorowego A({) polem wektoro-
wym AY i polem skalarowym AL
Celem otrzymania réwnanie dla A3 naswimy na (13.16) ope-
rator eeﬂem%Vw . Poniewaz
WP T 7,(V A+ [AY) =0 (13419)

{ rézniczkowanie kowariantne w R; jest przemienne ), otrzymamy

e PeT Mo, 55,5 LA+ Rig e T TpAG iz )] =8 (13:20)

Siosujac te samg operacjg do (13.17), wobec

P VT AL =0 (1302%)
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réwnanie niejednorodnej powXoki izotropowej przyjmie postad
a*8 g™ %m%%%gﬁ# S (13.22)

W réwnaniach (13.20) i (13.22) oznaczono
S=eBec™IER 0. (13.23)

{yjasnimy budowg prawej strony rdéwnania (1 3.22). Agregat
R~ Rip) ma zgodnie z (13.7) oraz (13.4), ponizej przedsta-
wiong postad
*
Rug = 2065 T,, +veEy,) + Va3 Dat Ty, 5] -

- 2[8(1+%) Daypay + VBTV i | (13.24)

Nasuwajgc na (13.24) operator Awﬁ=€e/3€9m;‘72;{r wystepujacy po
prawej stronie (13.23), otrzymamy (dla powZok izotropowych )s
S = ezvge‘?ﬁemVQVMR@ﬂ e =—2V§{A[(1+1’)O'D<rt't] +
¢ BRI )| - 268 {49[6 &%, eve )] +(13.25)
+ A[ V3TV 0 rtfvo]}
gdzie A=aaﬁA“/3=ae” VoVy Jest operatorem Laplaca w R;. Dla

powZok jednorodnych wyrazenie powyzsze z uwagi na warunki
(13.6) przyjmie postad
- ZVS{[(M 1) 8D x dv + V3(1-v2) (e T, - X, )] * )
Zaiag by (13.26
+[l‘3(1—v2) Do, Aty + 8(1+v) a™¥ VH,X‘,;]}

okresflong przez skladowe obciazenia i pole temperatury.
Na zakoniczenie rozdziaXu wyprowadzone zostanie réwnanie

teorii powxok maXo wyniosych, Oprécz zaXozenia (13.18),

zakZadamy euklidesowosé powierzchni srodkowej powXoki

Vo= R, (13.27)
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skad wynike przemiennosé rézniczkowania kowariantnego
"a'Vg) =0 o Punktem wyjdcia niech bedzie réwnanie (13.16),
ktére napiszemy w postaci

BTG + g AT ) Sde (58" LA &+

2 2 (13.28)
i Rap‘uvez'[{u VQA(&)GQ) - Rocﬁ 4
Nasuwajgc na (13.28) operator 'A“ﬁ-e“"e”a've% , wobec
€0m€JﬁIVe:V9[1V(mA(;’) =0 (13029)

otrzymamy roévnanie
p%P [dds;,‘? (. ;ﬁ‘”%‘VQA‘;’ e R;'ﬁ‘“’ez'%’%A‘j’e,z )+ V3 A%B( bapA(;)j‘ -6,5¢,, (13630)

tére dla powkoki izotropowe]j sprowadza sig do

' é 1 + N b ¢
& Ay 44T )e, - VB 8°P(b,, AT)=-6,8e, (13.31)

Symbol 'A-==ag,,5'A°"’5~=c‘[‘"3 '7,)Vs jest operatorem Laplaca na V(Rp)
Dla powZXoki jednorodnej oraz nie poddanej wpzywowi tempe-
ratury latwo zauwazyé analogiq pomiedzy powyzszym réwnaniem
o znanym réwnaniem powoki maXo wyniosiej w postaci zespolo-
nej. Kxadac w (13.20) V.=V, 1lub w (13.30) DOgp=0 otrzymu
jemy réwnania niejednorodnej, anizotropowej piyty i tarczy.

14. ZWIAZEK POMIDDZY UJECIEM AGREGATOWYM I ZESPOLONYHM
\

Algebra Clifforda CZJ’ jest izomorficzna z algebrg afinordw
M,s ustalajgc taki izomorfizm otrzymujemy reprezentacjg spi-
norows tej algebry w przestrzeni spinorowej S, (por.[16]).
Wa tej drodze mozna od razu okreslié zwigzek zachodzgcy po-
miedzy agregatowym i zespolonym sformuzowaniem réwnani teorii
powoke
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Oznaczmy symbolem K ponizszg kolumne agregatdéw:

B“ﬁ
Eocﬁ :
| - | B (18.1)
Ao:i
A;
3 Ky
Zgodnie z (8.1) mozemy jg przedstawié w postaci sumy kolumn
4] = [o <[] e « [ el ere [ ol
w ktdre]
Eacﬁ Taﬁ
€ap TOCB
~0.%.a m,,
il =0 [5%er]  Jig]-8 | T2} (1403)
u; Yi
75 X
Eoc,s %ap
faﬁ xa‘B
Ty 20, TEL
"K2 " =4 ké IIKQH"SD ts ,ﬁ (1403)
atl ot
Xi ¢
8, %

Kolumnie ||K ||odpowiada macierz afinoréw“aﬂ w dwuwymiarowe j
przestrzeni spinorowej S, o0 postaci (por.[16]) |

| Kol + i Ikl , 15,1 - il Kol
|| a || = (1404)

IK1 “ +i || Kz" ’ IKoll —i||K,2"
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Reprezentacja (14,4) przyporzadkowywuje kazdemu 2z agregatow
wystepujacych w kolumnie | K| macierz kwadratowg utworzong

z afinoréw bedgcych elementami kolumn (14.3). Elementami
tej macierzy sg wielkosci zespolone.

UWAGT KONCOWE

SformuYowanie agregatowe réwnar teorii powXok cienkoscien-
nych mozna uznaé za uogdélnienie tzw. "zespolonego" przedsta-
wienia tej teorii, zaproponowanego zwiaszcza przez NowoziXowa.
Zbidr wielkosci zespolonych (nazywanych "sitami zespolonymi"
Nowoziowa ) tworzy bowiem algebrg Clifforda pierwszego rzedu,
natomiast zbidr agregatéw wprowadzonych w tej pracy - alge-
bre Clifforda rze¢du drugiego. Agregaty, podobnie zresztg
jak i "sity zespolone", zostaxy wprowadzone formalnie, nie
posiadajgc zadnego znaczenia fizykalnego. Formalizacja taka
prowadzi jednak do zwigzosci zapisu, niespotykanej w nota=
cjach stosowanych w bogatej literaturze przedmiotu. Wypiywa
to z wykorzystania pewnych prawidXowosci zachodzgcych w bu=
dowie réwman teorii, prawidiowosci by¢ moze zauwazanych nie-
kiedy, lecz ktdérym dotychczas = o ile autorowi wiadomo = nie
nadano matematycznego wyrazu.

Praca niniejsza, mig¢dzy imnnymi, miaza na celu wprowadze=
nie do teorii powZok nowego zapisu; w zapisie agregatowym
przedstawiono tak poszczegdlne rdéwnania jak i ich ukZady.
Pominieto natomiast problematyke zwigzang z formuXowaniem i
rozwigzywaniem zagadnien brzegowych, nie omawiano wigc réw=
niez konsekwencji stosowania nowego zapisu w technice obli=
czeniowej. Wynika to z faktu, ze formuZowanie agregatowe
{podobnie zresztg jek i zespolone ) zagadniend brzegowych nie
w kazdym przypadku szczegdlnym jest mozliwe lub chociazby
celowe; zalezy to od ksztaxiu powZoki, warunkéw brzegowych
itp. Autor liczy sig tu z koniecznoscig przeprowadzenia
dalszych studidéw w tym kierunku, niemniej jednak, z uwagi
na podobierstwo ujgcia agregatowego i zespolonego, korzysci
bedg tego samego rodzaju jak omdéwione przez NowoziZowa w je
go monografii [11] (str.76-77).
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Streszczenie

W pracy przedstawiono w nowym ujeciu ogdlne zagadnienie
liniowej teorii powZok cienkoéciennych. Analizujgc stan na-
piecia i odlksztaZcenia powoki, uzyskano ukZad rdéwnad rdz-
niczkowych zXozony z czterech podukaddw o identycznej for-
mie. UmozliwiXo to przyjecie jako nowych niewiadomych, agre-
gatéw utworzonych z afinordéw opisujgeych stan ngpigcia, od-
ksztaXcenia i przemieszczenia powzoki. DziaXania na agrega-
tach okresflono tak, by ich zbidr byx algebrsg Clifforda dru-
giego rzedu. Podstawowe rdéwnania teorii przedstawiono w for-
mie agregatowej wraz z warunkami ich caikowalnosci. Cechg
tego ujecia jest zwiegzoélé niespotykana w notacjach znanych
w literaturze przedmlotu. SformuZowano rdéwniez kilka warian-
téw zupeinych ukZaddéw rdwnan agregatowych. Ckreclono zwigzek
zachodzgey pomigdzy ujgciem agregatowym a zespolong posta-
cig réwnard teorii powzok, gdzie mamy do czynienia z algebrg
Clifforda rzg¢du pierwszego. Korzyici wypiywajgce ze stosowa
nia ujecia agregatowego, zdaniem autora, to mozliwcgé dal-
szego rozszerzenia uproszczeil wynikajgcych z przedstawienia
“zespolonego", podanego przez llowoziowa.
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