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MODEL PROCESU ODNOWY O ' SKOŚCZONYli CZASIE ODNOWY 
GÓRNICZYCH MASZYN WYCIĄGOWYCH

W referacie zaprezentowano model procesu odnowy o skończonym cza
sie odnowy górniczych maszyn wyciągowych. Na podstawie trzyletnich 
badań niezawodnościowych określono klasę rozkładów czasów trwania sta
nów i na tej podstawie wyznaczono wskaźniki i charakterystyki nieza
wodnościowe omawianej klasy obiektów technicznych. Podano także wyni
ki badań empirycznych.

1. Wstęp
Proces eksploatacji górniczych maszyn wyciągowych jest procesem 

o wielostanowym repertuarze eksploatacyjnym, gdzie jako stany można 
wyróżnić: pracę, postój użytkowy, awarię i postój koncesyjny [6],
Jak wykazano w [2], czas trwania postoju użytkowego nie ma wpływu na 
niezawodność maszyn wyciągowych; ma wpływ czas' trwania postoju konce
syjnego oraz czas trwania stanu pracy. Ponieważ czas postoju koncesyj
nego jest wielkością zdeterminowaną /jest bowiem określony a priori 
dla każdej maszyny z osobna/, dlatego też istotne zmiany własności ma
szyn wyciągowych do spełniania stawianych przed nimi wymagań zachodzą 
w sposób losowy, w procesie dwustanowym: praca - awaria. Proces ten na 
ogół określa się jako proces odnowy o skończonym czasie odnowy.
2. Wskaźniki i charakterystyki niezawodnościowe górniczych maszyn 

wyciągowych
Przypomnijmy określenie procesu odnowy o skończonym czasie odnowy.
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Klech tp1, oznaczają czasy trwania stanu pracy Oraz niech
ta1, ta2»•• • oznaczają czasy trwania stanu awarii.
Chwile Z' = Z3 t . + t , n = 1,2,... nazywa się chwilami awarii, n  ̂ pi ai- 1

natomiast chwile Z£ = 2^ + t&a nazywa się chwilami odnowy. Zakłada się, 
że zmienne losowe tpi, tai; i = 1,2,... są niezależne oraz, że czasy 
trwania stanu pracy mają jednakowy rozkład P {tpi< t}= ?{t/ o skończo
nej średniej i wariancji, a czasy trwania stanu awarii mają jednakowy 
rozkład < t } G(t) również o Bkończonej średniej i wariancji.

Proces odnowy o skończonym czasie odnowy•definiuje się jako:

f 1, dla t € (Z", Z ^ -] ,
¥ (t) H  , , - (1)(.0. dla t e  Z£+13 , n = 0,1,...;

gdzie: -j ^ g odpowiednio^stan pracy i awarii.
Wydaje się celowe wyjaśnienie, iż powyższe założenia: o możliwości 

opisania jednym rozkładem prawdopodobieństwa czasów trwania stanu pracy 
i jednym rozkładem prawdopodobieństwa czasów trwania stanu awarii oraz 
o niezależności czasów trwania stanów są, dla znakomitej większości ma
szyn wyciągowych, spełnione /patrz C2j/. Wyjątek stanowić mogą jedynie 
niektóre procesy odnowy maszyn w początkowym okresie ich eksploatacji 
/proces może okazać się niestacjonarny o wzrastającym średnim czasie 
trwania stanu pracy/, bądź też procesy odnowy maszyn, dla których uległ 
Istotnej zmianie sposób ich eksploatacji.

Proces odnowy jest w pełni określony przez rozkłady prawdopodobień
stwa czasów trwania stanów.

Ha podstawie trzyletnich badań niezawodnościowych kilkudziesięciu 
maszyn wyciągowych można stwierdzić, iż rozkłady czasów trwania stanów 
można na ogół z wystarczającą dla praktyki dokładnością opisać rozkła
dami klasy gamma.

Rozważmy zatem jak przedstawiają się wskaźniki i charakterystyki 
niezawodnościowe górniczych maszyn wyoiągowych.

Funkcję gęstości czasów trwania stanów można przedstawić jako:
.  ,

f (t) “ T O  t e ̂  | b,q > 0, dla stanu pracy,
a 12}

git) = T JS ) * e 5 a,w  ̂ 15161 stanu awarii .

Funkcje dystrybuanty odpowiednio ,

? It) , -rfyg,*.> , G t  13)

gdzie, p(x,y) - niekompletna funkcja gamma. Dla praktycznych obliczeń 
można korzystać z tablic j/tOl lub tablic "wycinkowych”
C?].

\
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Jeżeli b *3t oraz a «"ii , gdzie: Jf l  - zbiór liczb naturalnych, to

Fit) = 1 - e"qt5 2  . G(t) = 1 - e-wt (4)
i=0 i=0

Wartości oczekiwane i wariancje czasów trwania etanów określają
wzory:

Funkcja gęstości i dystrybuanta sumy n zmiennych losowych tpi oraz 
sumy n zmiennych losowych t^, mają postać t|

 ̂ |J.̂  abn ^nb-1 _-qt IT /+-, +na-1 -wt l f ,
n ^  ” r(n b f e » « t e W - p ^ t  e I6I

■n ,j.i ^(nb.at) n rj.t P(na.wt)
n '  ̂ “ rTab) • Gn Łt)----- p (na) * !7)

Jeżeli btli i afil , to
nb-1 , na-i i

Fn (t) = i  -  • - » *  - i a | f  , On (t) = 4 -  e -w t5 2  i ! T h  (8 >
i»0 i=0

Funkcja gęstości sumy n par czasów trwania stanów tpi + łai

o
Powyższa całka jest analitycznie nierozwiązalna, dlatego korzystając 

ze wzoru Simpsona na przybliżoną wartość całki możemy napisać, iż:

(t)“ lqV S>P e_qt tn{bł-a)_1 (2r)g~p (a+bl T n ' “ P (nh)p (na) e t 3r (2r-k2)nb-1 k2oa-1.
k2

k_t h1t
2r 'W"q)+ 2 Z  (2r - k.}^-1 k “ -1 e 2r ^  

k 1

(9)

gózi©! k«| ® 1,3»•••» 2r-1 $ kg s 2>4» • • •» 2r—2 t
2r i- '31 - -Coi; liczba, na którą dzielimy przedział całkowania
I0,t! określona założoną dokładnością obliczenia całki Ce]:

U  T i ^ ~ ~ — 4“ ® x i lCW"u I ;r 46080 r4 e4 »Sł 7
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gdzieś A r - założony błąd oszacowania całki,
(IV)1 u - pochodna IV rzędu funkcji podcałkowej.

Jeżeli b tłl i a «'9! , to

*.">• £ ' 1 . ^ n s i { r (“ *« -i_0 <■

i+an-1 \
\Ct (w-q'5]i+an"1 + (na+i-1) ... (na+i-k) ^ (w-q)jna+i-1"k) \ (10

Jk=1

Funkcja dystrybuanty w tym przypadku
bn-1 , i

9^*) = Gn(ł|- frT55)e_qt ]>_ fr f i  V i L P {rfc>+D- e _ t  i w ~ q ;

1=0 jió ^

l+an-1 ,
¡8: 6»-qQi+an 1 + (na+i-1! ... (na+i-k) jt (w-q)3i+an"’1~lc) f (11)

k=1 i ■

Prawdopodobieństwo bezawaryjnej pracy maszyny na odcinku (t, i+ x )

t °®
p(t,t) = --b-~ (ffb,qt)+ 5 Cl-Plt+T-l)]J2 f n i3t)d3c • t12>

O n=1
Jeżeli b eil i a € ̂  , to

i=o j=o ¿^T 1 .

bn-1 .

1*0

nja+bj+j-2
(jt (w-qi]n'a+b!+3-2+ N  (nb+na+J-2)... (nb+na+j-1-s)jt tw-q)]n!a+b'+3_2_B} L 

•s =1 J

l+an-1
- (w-qiL"3-nb (na+l-H . . .  (na+l-k)[r(nb+na+j-k-D - e_t(w_q)(¡tiw-qf -k“2+ 

k=1
n(a+b| +j-k-2

+ (na+nb+j-k-21... (pa+nb+j-k-1-łjft (w-qf]n (a+bJ+J-k-2-ł)]
ł=0 -J

(13)
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Jeżeli b ̂  'SI i a^'H , to całka we wzorze ¿12) Jest analitycznie niewy- 
znaczalna. Można wówczas skorzystać ze wzoru (13), z tym, że dla b= V(fc) 
i a= <3 (a) gdzieś 9 (x) oznacza całkowitą liczbę z, otrzymujemy dolne 
oszacowanie p(t,t) , natomiast dla b = 7(b) + 1 i a = 7(a)+ 1 otrzymujemy 
górne oszacowanie funkcji p ft,t) .

Asymptotyczna postaó funkcji prawdopodobieństwa bezawaryjnej pracy 
maszyny .p (t,tr) = p Cl) dla b i'Yl ma postaós

-  ^ 5 5  • " , ’i  t  y  ■ o * iL - T - V
1=0

Jeżeli b , wówczas można postąpić analogicznie Jak w poprzednim 
przypadku. Łatwo zauważyć, że różnica pomiędzy górnym i dolnym oszaco
waniem Jest w postaci Jednego tylko członu pierwszej sumy wzoru (14).

Oznaczmy przez (t! liczbę przejść ze stanu i do stanu J; i,J=0,1} 
w przedziale (0,t), przy czym przejście ze stanu i do stanu i rozumieć 
będziemy Jako przejście w dwóch krokach: i J 4 i ->i. Określmy:

H±j (t\ = (t)i orajs h ^  (t) = (t) . (15)

Jeżeli b t D  i aifl , to transformaty Laplace a - Stieltjesa funkcji 
h ^  (t) określone są wzorami:

h11<8)“ * 0 0 « -  1 3  a^1 7
- ¿ 1 ( 5 ) ^  eb- i+ a - 3- 1
i=0 J-0

* 0 % > - " T P T  4 ^ ---------------------- 7 <16>

i-0 J=0

h10 <s >

i-0 J-0

Ponieważ powyższe transformaty są funkcjami wymiernymi, łatwolwięc, do
konując ich rozkładu na ułamki proste, odgadnąć rzeczywiste postaci 
funkcji hi;j (t) . Jeżeli b 4 A  i a ̂  , wówczas można postąpić tak samo,
Jak w przypadku oszacowania funkcji p(t,T).

Znając funkcje (t) ;można wyznaczyć prawdopodobieństwa przejścia 
Pi3 (t| zgodnie ze wzorami:

1 T a-1
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P10 W “

» „ W -  t - ?10tk)

r01»)' H01^>- Hoo^> ° V

poo(t>c 1 “ P01 &  .

Warto odnotować, iż ($)* P-{V (t! = 1̂ j = Kglt) i Jest to współczynnik 
gotowości górniczych maszyn wyciągowych, i
Oszacowania asymptotyczne funkcji wartośoi oczekiwanych liczhy przejść 
stanów oraz prawdopodobieństw tych przejść mają postać:

' H1 0 ^ “ 2(E<t^ E<tâ  ( )

H00 ... - ...
(-t,= H1lit)= + 2(E^tpi+ E<tâ  + 0 <1>

(18)
t - E{t \ »2{ 0  + D2<t3 + (E{t W  E .'t V)2

H01 W  “ E<tp)+ E<tab + 2 (E^tpj + E ^ I  + °C1)

E-(t \
P0 0 ^ “ p10(*>" E m r i + 0 (1)cP 3

p01(t̂ = E<tpi+PE<taH+ 0 1̂i= Kg = bw+^5 ' i19)

Ostatni wzór jest znaną graniczną wartością współczynnika gotowości. 
Wartość oczekiwana procesu odnowy o skończonym czasie odnowy

E-(vftft- Kg (t) . (20)

Wariancja procesu odnowy

D2< Y(tl}= Kg (t) [i - Kg (t)] • (21)
1

Sumaryczny czas przebywania maszyny wyciągowej w stanie pracy w czasie 
(0,t) ma rozkład

CO

A (tkx5 “ 2 Z  pn+1 ( * ) [Gn M > -  Gn+1 x ? < 22 >
n=0

gdzie: G0(x)= 1 dla x>0,
t 

A(t)- ^ Y (xjdx.
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Wartość oczekiwana i wariancja sumarycznego czasu przebywania maszyny 
wyciągowej w stanie pracy w czasie są określone wzorami £3}s

t
e {a $ E{y(z>'jdx 123)

0
t y  ,t

D2{A(t)i= 2 U  5 E{Y(y-z)^E|V(z|dx)dy E{V(j$dx)2 , (24)
0 * 0  'o 1

Wzór (22 ) jest niewygodny do obliczeń, dlatego korzystne jest okreś
lenie rozkładu

H<t,x)

0 dla z < 0
F (t) dla z s 0
Fltł + [l - F It)] B (t,x) ' dla 0< x< 1 f (25)
1 dla x > 1

gdzieś B(t,x) = p/jĄ(t)/t]^x!A (t)>o]y , co po przyjęciu założenia, że ma
szyna wyciągowa jest zdatna w momencie rozpoczęcia pracy^ jest równoznacz
ne z warunkową dystrybuantą

B (t,x)= P^Ct)/ t]*x| t>o}.
Rozkład B(t,x) można dość dobrze aproksymować rozkładem beta

, B “ T W P ^  * °< *< 1? <»P> 0 1 W

przy czym
*Ł = E<A (t)/t^E{A tt)/t)[l-E<A(t) /t}]D_2{A(t)/t} - i}

f 1^ 1 *

* < * < * « > - JĄ & W ]  1271

e4  <ł|/t]2W  E/A,ttJ>
C J t [l-F (t)]

Sumaryczny czas przebywania maszyny wyciągowej w stanie awarii w cza
sie {0,t) ma rozkład 

»0

P< L ( t k x 3  = Y L  Gn ^ , r? n f't- X) -  r « 1  (t“x)] » * > x 7  i 28»
n-0

gdzieś F0 (x\« 1 dla  x > 0

L ( t ) -  £  [1 -  dx.
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Wartość oczekiwaną i wariancję sumarycznego czasu przebywania maszy
ny wyciągowej w stanie awarii w czasie (0,t) można wyznaczyć ze wzorów:

E { i  (t)} = t - S{A (t)}

D^Lft)}- D2/A(ti). |29)

Również wzór (28) jest niewygodny do obliczeń, dlatego postępując podob
nie jak w przypadku sumarycznego czasu przebywania maszyny w stanie pra
cy w czasie (0,t), definiujemy dystrybuantę

{0 dla x < 0
1-F(t) dla x = 0

1-F(t) jj-K (t,x)] dla 0 < I 4 1 l (30)
1 dla x > 1

gdzie. u(-fc,x) jest dystrybuantą warunkową określoną wzorem

K (t, x) = P^, It) /tl^t (t) > o},

przy czym warunek L(t)>0 oznacza, że co najmniej jedna awaria pojawiła 
się w czasie (0,t)•
> Rozkład ten można przybliżyć rozkładem beta (26)̂  gdzie tym razem:

^ = E j L j t i / t )  r EA  {t) / t\ _
D2<L(tl/t)L t2 P{t)

B = 1 - E-Tł ft) /t3l U 
r e^£ tt)/t i *

B2/L (t) /t\= D2-fŁitjU Z2h ( t ) )  _ e2-/l ft i J
^ t2 P(t) t2 F2 (t)

Rozkład sumarycznego czasu przebywania maszyny wyciągowej w stanie 
pracy jest asymptotycznie normalny ze średnią K t i wariancją

O

2 _ D2^ aSE2|t^
"  (E<tpi+

l
natomiast rozkład sumarycznego czasu przebywania maszyny wyciągowej 
w stanie awarii jest również asymptotycznie normalny ze średnią (1-K )t 
i tą samą wariancją G 2> S

Zauważmy, że jeżeli t-»<* , to P(t|-»1 i wówczas K (t,x)-» J ( t , x ) .
Tak więc dystrybuanta K (t,x) jest asymptotycznie normalna dla dużych 
wartości t.

(31)
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Transformata Laplace'a funkcji kowariancyjnej procesu odnowy maszyn

3* Pwagl praktyczne

a. W zaprezentowanych wskaźnikach i charakterystykach niezawodnościowych 
górniczych maszyn wyciągowych występuje czas t. Jest to czas pracy ma
szyn. Wiadomo, te w ciągu doby maszyna jest w sumie tylko przez pewien 
czas w tym stanie /ściślej - jest wiele razy, lecz na ogół przez stosun
kowo krótkie okresy czasu/. Dlatego, jeżeli chcemy przeliczyć dany czas 
t na czas kalendarzowy, np. liczbę dni, to niezbędne jest posiadanie 
informacji o przeciętnym sumarycznym czasie trwania stanu pracy 
w ciągu doby [4]. Liczbę dni k określa wówczas prosta zależność

b. YJ wielu wzorach występują sumy, w których liczba składników jest za
leżna od wartości parametrów kształtu b i a. Warto więc odnotować fakt, 
że wartości tych parametrów praktycznie nie przekraczają '3, co znacznie 
ułatwia obliczenia.
Na ogół oceny parametrów kształtu są bliskie 1, co pozwala na wysunięcie 
hipotezy, iż rozkłady czasów trwania stanów mogą być opisane rozkładami 
wykładniczymi. Postaci analityczne wskaźników i charakterystyk nieza
wodnościowych są wówczas dość proste i były już prezentowane w wielu 
pracach /patrz np.C9!/•
Do wyznaczenia charakterystyk (10), (11) i (13)̂  góy b i a / 1, niezbędne 
jest dysponowanie maszyną matematyczną.
c. Wyznaczając oceny parametrów z równań największej wiarygodności 
/albowiem tylko te są godne stosowania dla uzyskiwania ocen parametrów 
rozkładów klasy gamma/ otrzymuje się b i a ¿<41 » Jednakże, jeżeli świa
domie^ przybliżyć rzeczywiste oceny parametrów kształtu do najbliższych 
liczb naturalnych, to jak się okazuje, dość często test zgodności 
Kołmogorowa nie daje podstaw do odrzucenia hipotezy głoszącej, iż dane 
empiryczne można z wystarczającą dla praktyki dokładnością /poziom 
istotności jC - 0,05/ przybliżyć rozkładami Erlanga. Ma to duże znaczenie 
praktyczne, albowiem pozwala na stosunkowo proste wyznaczenie orienta
cyjnych wskaźników i charakterystyk niezawodnościowych maszyn wyciągo
wych.
d. Jeżeli a lub b jest istotnie mniejsze od Jedności, to można wysunąć 
hipotezę, że strumień awarii lub - odpowiednio - odnawiania Jest złożo
nym strumieniem Poisaona z losowym parametrem; zwykle przyjmuje się, iż

wyciągowych ma postać 1

(s+q I*5 (s+w) a_qbwa (.30 )

(33)
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parametr ma rozkład gamma.
e. Wiadomo, że jedną z najważniejszych charakterystyk niezawodnościowych 
obiektów technicznych, których proces eksploatacji z niezawodnościowego 
punktu widzenia-, można przybliżyó procesem odnowy o skończonym czasie 
odnowy, jest współczynnik gotowości.' Wartość asymptotyczna współczynnika 
dla wszystkich klas obiektów technicznych jest taka sama /jeżeli tylko 
zmienne losowe czasy trwania stanów mają skończoną wartość oczekiwaną/. 
Warto więc odnotować, że w przypadku górniczych maszyn wyciągowych po
stać analityczna współczynnika totowości jest na ogół następująca

Z t
Kg (ti = Kg + Z  "•* 6 1 7 (34)

i=1 '

gdzieś û , - pewne stałej vŁ< 0.

Drugi składnik prawej strony wzoru (34) jest miernikiem szybkości zbli
żania się współczynnika gotowości Kg (t) do wartości asymptotycznej.
f. Tabela 1 podaje wyniki oszacowań parametrów rozkładów czasów trwania 
stanów: pracy i awarii dla 25 maszyn wyciągowych /czas podany jest w go
dzinach/ .

Tabela 1

Typ maszyny P A H A S E T R Y
b g a w *P Ta

41-4250/2x1900 1,36 7,7 .10"3 1,17 1 , 3 6 176,6 0,86
21-6000/1600 0,70 1.54-10-3 0,70 0 , 5 6 454,3 1 , 2 6
41-4250/2x2400 0,56 2,4 -10"3 2,69 5,60 233,6 0,48
41-4250/2x2400 1,26 1,1 -10"2 0,64 0,93 114,5 0,69
41-4250/2x2400 1,39 9,2 -10“3 0,55 0,50 151,2 1,09
K-6500/2400 0,56 1,1 -10"3 1,45 1 , 1 6 509,9 1,23
41-4000/3000 0,84 1,6 .10"3 1,31 1,01 523,7 1,29
41-4000/3000 1,32 2,28•1O-3 0,80 0,41 578,9 1,94
41-3400/2400 0,85 2,11* 10*"3 1,94 3,08 403,8 0 , 6 3
41-4000/2900 0,81 1.28.10“3 0,76 0,87 63,5 0,87
K-6000/1600 0,88 2,8 -10~3 0,83 0,78 313,9 1,06
21-5000/1100 1 , 1 8 2,33*10-3 1,18 0,94 506 1,26
41-5000/2x2900 0,40 1,22.1O”3 0,41 0,19 329,18 2,11
K-6000/1600 1,03 1.59.10“3 0,98 0 , 6 4 647,2 1,53
21-5000/2000 1,08 2,67.10“3 1,29 1,52 404,9 0,85
21-3400/630 1,06 2,26*10~3 1,21 1,29 468,4 0,94
21-5000/2000 1,26 2,1 ,10"3 1,27 1,36 599,6 0,93
K-5000/1100 1,20 6,1 .10-3 1,52 1,49 197,9 1,02
41-4000/3000 0,87 1.79.10-3 1,09 0,97 487 1,12
41-4000/3000 0,82 1.71-10”3 0,94 0,66 473,3 1,43
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c.d. Tabeli 1

Typ maszyny P A R A M E T R Yb E a w
. . .  TP . *a

K-6000/1000 0,65 1.72-10-3 0,39 0,33 376,9 1,18
4L-4000/3000 0,58 1,39-10“3 0,37 0,34 417,1 1,09
K-6000/1000 1,10 1.99-10“3 0,79 0,33 551,9 2,36
K-6000/1000 1,41 3.86.10“3 0,76 0,93 365,7 0,83
K-6500/2400 0,88 1.84.10“3 1,11 1,29 479,3 0,86
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liOBMB nPOIiECCA PEaOHTMFOBAHlIH POPHHX IIO fli&lHlIX 
HMIHH nra 3AK0H1EHH0M BP3IEHM PEiOHTHPOBAHIIfl 

P e3m e;

B CTaTte npGacTaBaena MoaejiB npouecca peiiOHTEpoBaHKH ropnax 
nosBeMHHX uaiHHH npn aaKOHHCHHou BpSMeHii pewoHTiipoBaHiiH,
Onpeaejieno raacc pacnpeaeaeHKH BpeueHH nposojisxTenBHOCTH coctohbhh 

Ha ocHOBe TpsxssTHEX HaaesHHX HccxeaoBaHKfl, oSoaHagsHO aaaes-me 
noKaaaTejui a xapaKTepy.cTKKii o6cyicaaci.:cro iraacca lexHimecKHX 

ofiseKTOB. JaHK pesyjiBiaiH aunnpEqecKHX HccaeaoBaHKii.

f

A MODEL OF RENEWAL PROCESS WITH FINITE RENEWAL TIME 
FOR WINDERS

Summary.
Biis report presents a method of renewal process with finite time for win
ders.. Based on the three year reliability tests, a class of time distribu
tion of states has been determined. Due to it reliability indexes and cha
racteristics have been worked out. Results of empiric investigations are 
also included.


