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NIEZAWODNOSC SYSTEMOW O LOSOWYM OBCIAZENIU ELEMENTOW

W pracy rozwazamy niezawodnos¢ elementéw o zmieniajacej sie losowo
intensywnosci awarii oraz systemy ztozone z takich elementéw. Sadzimy,
ze jest to probahilistyczny model elementu lub systemu majacego pewien;
repertuar zadan lub pracujgcych w losowym Srodowisku .przy czym zadania-
lub warunki S$Srodowiska zmieniaja sie losowo niejednakowo obcigzajac
elementy. Zaktadamy, ze intensywnosc¢ awarii elementu Jest procesem
potmarkowskim i przy tym zatozeniu znajdujemy funkcje niezawodnosci
elementu i1 jej whkasnosSci graniczne. Rozwazajac systemy elementéw
0 zmieniajacej sie losowo intensywnosci awarii elementéw dowodzimy, ze
jezeli intensywnos¢ awarii elementéw zalezy od losowego otoczenia, to
czasy pracy elementéw sa dodatnio zalezne przez mieszanie, natomiast .
Jezeli intensywnos¢ awarii elementéw zalezy od liczby sprawnych ele-
mentéw w systemie, to czasy pracy elementédw sag stowarzyszonymi zmien-
nymi losowymi. Te whkasnosci pozwalajg oszacowa¢ niezawodnos$¢ systemu
przy uzyoiu niezawodnosci pojedynczych elementéw.

1. Niezawodno$¢ elementu. Wezmy pod uwage element pewnego systemu
1 zal6ézmy, ze jego obcigzenie zmienia sie w zaleznosci na przykdtad odi
zadania wykonywanego przez system, stanu sprawnosci pozostatych ele-
mentéw systemu lub warunkéw otoczenia. Scislej biorac przyjmijmy, ze
intensywnos¢ awarii elementu jest pewnym procesem losowym, przedmio-
tem naszych rozwazan bedzie funkcja niezawodnosci elementu oraz jej
whasnosci graniczne. tatwo podac¢ przykdtady rozwazanych systemow (zob.
[31), moga to byés silnik statku rybackiego wykorzystywany do poru-
szania statku w drodze, manewrowania w porcie, napedu przetwdrni pok-
+adowych; takze kombajn zbozowy przeznaczany do zniwa 1 omdotu, omio-
tu na postoju et al.
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Niech A(t), txyO0, oznacza proces poétmarkowski na skoriczonym zbiorze
stanow A= (2%, %27 eee* * zdefiniowany w sensie Pyke CsD przez
chwile regeneracji t0=0, t*, t2, ... oraz jednorodny 4ancuch Markowa
Ag =Ait™, n=0,1, ... . Proces ten jest opisany przez pare (Fj,
(Pij)), gdzie oznacza rozkdtad prawdopodobienstwa zmiennej losowej
tn~tn_” pod warunkiem An-1 = oraz (P-ij) oznacza macierz prawdo-
podobienstw przejscia tancucha Markowa Agqg, n=0,i, ... . Na ogét be-
dziemy zaktadali, Ze Istnieje Srednia w rozktadzie prawdopodobien-
stwa F* a takze graniczny rozkdad prawdopodobienstwa ffj, i=i,2, ...,m
wartosci +ancucha Markowa An, n=0,i, ... . Przy tym zatozeniu prawdo-
podobienstwa graniczne spedniaja ukdad rownan = 6N, J=1,2, ...
m, z warunkiem zupednosci prawdopodobienstwa 21(F=* 1, natomiast gra-
niczne prawdopodobienstwa wartosol procesu A(t), t>0, sa postaci
A NENENT] 5% 1=12> eee» “* Tutaj 1 w przyszdosci, gdy sumuje-
my po zbiorze J = {i,2, ..., aj - granice sumowania pomijamy.

Przypusémy, zeA(t), t~0. Jest procesem intensywnosci awarii pew-
nego elementu i niech Z oznacza czas Jego pracy. Funkcja niezawodnos$-
ci elementu, pod warunkiem, ze AQ = ~ “ma wéwczas postac

@ P+t(X) - Pr(Z>x IA,, = *4) «

mE (exp(—of A(u)du)] A0 = 2,), 1=1,2 m.

Twierdzenie 1. Jezeli intensywnos$¢ awarii elementu jest procesem
pédmarkowakIm A(t), t~0, to funkcje niezawodnosci Pt, i=1,2, ..., m
spedniajg uktad réwnan
@) Pt(x) = exp(- a”Hi-F~"k)) +
[ ] eipC-skJdFrik), i=1,2........ otrzymujemy

Wniosek 1. Funkcje P~Cs), i=i,2, ..., m, spekniaja ukkad réwnan li-
niowych
©) ZXIU - pijfr(n:+ v )Pj(a) + A 1=1,2,
gdzie Jest delta Kroneckera.

Przyktad 1. Wezmy pod uwage m elementéw o niezaleznych czasach pra-
cy i jednakowym rozktadzie prawdopodobienstwa wykdadniczym z paramet-
rem A. Niech m(t), t>/0, oznacza liczbe sprawnych elementéw w chwili
t oraz Pr*y danym ciagu 20, ..., An . Traktujac proces
A(t), t>,0, jako proces intensywnosci awarii pewnego elementu”mamy

EiQO) = i - exp(- 11x),

Pl m Aij-
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Zatem, korzystajac z twierdzenia 1, dla funkcji niezawodnosci Pj X
rozwazanego elementu, pod warunkiem, ze m(0) = i, otrzymujemy uk#ad

rownan

X
Pj(x) exp(-(Aj+iA> x) + jexpC- (Aj+iA)u)iA Pj_j(x-u)du,
oraz ponadto

PO(X) = expC- AQX).

Funkcje Pm(x) mozemy znalez¢ przez m-krotne catkowanie funkcji
wyk*adniczej. Nietrudno sprawdzi¢, ze jezeli Aj = A, to PjCx) =
exp (-Ax), 1=0,1, m.

Przechodzac w C3) do granicy przy s-*0 otrzymujemy zwigzki dla war-
tosci oczekiwanych czasu pracy elementu.

Wniosek 2. Wartosci oczekiwane j = E(Z I = A, 1-1,2, m,
spedniaja uktad roéwnan liniowych

— - i - (A

(0 SESTLY = ~j > 1=1,2, ...

Twierdzenie 2. Jezeli intensywnos¢ awarii elementu Jest procesem

podmarkowskim A(t), t 7/0, rozkkad graniczny {6j } +ancucha przy
n-too istnieje 1 nie zalezy od warunku poczgatkowego AQ = Aj, oraz
Aj = <A, J-1,2, m, A-»0, to
lim P. (x/A) = exp (-ii), 1=1,2, u,
A-*0 1
gdzie

Lcij fj Vv Z>j V
Dow6éd twierdzenia 1. Niech Y oznacza zmienna losowg o rozktadzie
wykdadniczym z parametrem Aj nie zalezng od tj. Aby znalezé¢ niezawod-
nos¢ Pr(Z>x |Ag = Aj) rozpatrujemy dwa zdarzenia: pierwsze polegajace
na tym, ze tj>x i Y>x i drugie polegajace na tym, ze O<tj4x, "
oraz, ze element nie uszkodzi sie w przedziale (tj,x], Mamy wieo

Pr(z>x 1A0 = Aj) =Pr(tj>x, Y>x | AQ = -Aj) +

+ J INr(>VL)Fr(Ai = Aj 1A0 = Aj) Prfz >x-u I AQ*Aj)dFj(u).

Po podstawieniu oznaczen mamy twierdzenie 1.
Dowéd twierdzenia 2. Niech A(t) » A(t)/A . Niezaleznie od warunku
poczatkowego A(o) mamy (por. Li3)

| JA@du -* e, T-*00,

z prawdopodobienstwem i. Zatem, korzystajac z ciagtosci funkojiwyk-

+adniczej, mamy /i
/1
lim P. (/A) = lim EiexpC- ] A(u)du) 1 An » A. ]
A-*0 1( ) A-*0 P o) (uyduw) o) i]
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m lim E[ezp(-t 4 J A(Wdu) 1 A(0) =<.1=
51-*0
* exp(-t lim 4 ( A(u)du TA(0O> m a ) = exp(-<*t).
T —e0 0
2. Szczeg6lny przypadek. Przypusémy, ze A(t), t~0 Jest procesem

Markowa o intensywnosci przejscia (j), gdzie Nz, ,
1*1,2, m. Traktujgc prooes markowski Jako podmarkowski przyjmuje-
my FjCx) = 1 - exp(- *x), pir = dla ijij, P~0. 1i,J=1,2,

..., M. Z twierdzenia 1 otrzymujemy wiec

o) PJ(X) = expC-iMl+ *Mx) + J ~ Nlexp(-iai+ £7Mu)

PiJFj (x-wdu, 1=1,2, m.
Zatem
® PL(O) * exp(- i7x) +J ~  exp(- (x-u)du,
gdzie
(@) dla 1*J, + 50, 1.J-1,2.__.. m.

Wezmy pod uwage proces Markowa A*(t), t>,0, okreslony na m+l sta-
nach 0,1, m, ze stanem pochtaniajacym 0. Przyjmujac macierz
intensywnosci przejscia (7) z uzupednieniem

® = 3, =0, =0, 1=1,2, ..., m,

i oznaczajac przez P*~ (t) prawdopodobienstwa przejscia dla procesu
A*(t>, t~0 z (5) otrzymujemy (por. Brodi i Pogosjan [23),
Wniosek 3. Jezeli T jest czasem pochtoniecia procesu A(t), t"O, to

Pt(x) = Pr(z>x1A0 = = Pr(T>x IAM) = )=
=1"PiOn = pij<x>*

3. Uog6lnienie. Zat6ézmy, ze A(t), t>,0 jest procesem przedziatami
Markowa okreslonym na zbiorze A= (™, &,, ---, am), opisanym przez
trojke (F~, (P, ("ij ¥)) » Sdzie (zob, L6), [73) oznaczamy przez: F~ -
rozktad prawdopodobienstwa ddugosci segmentu markowskiego przy warunku
poczatkowym A (0) = 5l., (p..) - macierz prawdopodobienstw przejscia
w chwili regeneracji procesu, ’1\_19 ") - macierz intensywnosci przejscia
procesu na segmencie markowskim przy warunku poczatkowym A(o) = 37,
Niech i#. oznacza $rednig w rozktadzie prawdopodobienstwa F, ,

(P_](J (©)) - macierz prawdopodobieristw przejscia procesu Markowa o in-
tensywno Sciach przej Scia . Wéwczas \=A (tn), n=0,l, ..., jest
whozonym +ancuchem Markowa o macierzy prawdopodobienstw przejscia

(Pi})., gdzie (ulp”™jdFjCuj, i,j=i,2, ..., m. Granicz-
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ne prawdopodobienstwa wartosci wkozonego *ancucha Markowa , o ile
istniejg i nie zaleza od stanu poczatkowego #ancuoha, spedniaja ukdad
réwnan 5. = 21S P .- Z warunkiem zupednosci prawdopodobienstwa,
natomiasthraniczne prawdopodobienstwa wartosci procesu Alt), t~0, sa
postaci

© =t &Kk "pAuKIl - FkQu))du /7 £, ktkek, J=i.2. .... @.

Przypusémy, ze A(t), t~.0 Jest intensywnoscig awarii elementu oraz
Z Jest czasem jego pracy. Przy oznaczeniach (i) analogicznie do twier-
dzeh 112 mamy

Twierdzenie 3. Jezeli intensywnos¢ awarii elementu Jest procesem
przedziatami markowskim A(t), t~.0, te funkcje P®, 1=1,2, ..., m,
spedniajg uktad réwnan

gdzie G+(x) = ZLP1J Jes* okreslone we wniosku 3 przy zatozeniu
macierzy Intensywnosci przejsola M.

Twierdzenie 4. Jezeli rozktad prawdopodobienstwa {<h} procesu A(D,
t >0, istnieje i nie zalezy od warunku poczatkowego A(0)=
?2i-»0, to

lim P, Cx/*> = exp(-«Xx),

?2i»0 1
gdzie <=ZLC¢j -
4. Systemy o zmiennym obciazeniu elementéw. Zakdézmy, ze czas pracy

elementu zalezy od jego obciagzenia. Laboratoryjnie mozna znalezé roz-
k#ady wirtualnego czasu pracy elementu przy statym obcigzeniu lub,
przy odpowiednio rozbudowanym eksperymencie, mozna znalezé¢ rodziny
rozktadéw czasu pracy elementu przy zmienianym w okreslony sposéb
obcigzeniu. Wezmy pod uwage system elementéw i zatdézmy, ze intensyw-
nos¢ awarii elementéw zalezy od obcigzenia. Przeanalizujemy teraz
rozktad czasu pracy elementéw systemu pracujacego w zmiennym $Srodo-
wisku 1 systemu, w ktérym obciazenie elementdéw zalezy od liozby spraw-
nych elementéw w systemie.

4.1. Niech A(t), t~0, bedzie procesem pétmarkowsklm zdefiniowanym
w paragrafie 1 charakteryzujacym losowe $Srodowisko. Oznaczmy przez
ACt> m (AMM(CAMD), Ag(A(E))----- Am (A(t))) wektor intensywnosci awarii
oraz przez Z = ( , 22, ..., Zm) wektor czasu pracy elementéw systemu.
Rozk+ad prawdopodobienstwa wektora Z mozna wyrazi¢ Jawnym wzorem ale
trudno znalezé¢ praktycznie uzyteczng posta¢ tego wzoru. Zauwazmy nhato-
miast, ze Jest to rozktad prawdopodobienstwa dodatnio zaleznych przez
mieszanie zmiennych losowych (ang. positive dependent by mixture,
zob. Shaked 193). Rzeczywiscie, Jezeli Aft,w), t)»0. Jest reallzao-
Ja procesu A(t), t O, przy ustalonym & e .0, to skktadowe wektora Z m



162 I. Kopoclnska, B. Kopocinski

=7Z @« (Zn0o)), 22(W), Zn (W)) sa niezaleznymi zmiennymi losowymi
o rozktadach brzegowych
z.
Pi(zi,0)) = Pr(ZA(W>)>Sj) = exp(-J AjJ(A (t, w))Hdo<
1x1,2, ..., m,
oraz m

Pr(Zz>z)= j fi P.Cz*.ui) df-M,
n1=1

gdzie t= jest pewng miarag probabilistyczng na fi ,

Udowodniona wkasnos¢ rozktadu wektora Z moze by¢ wykorzystana przy
szacowaniu niezawodnosci systemu (Shaked [93).

4.2. Zat6zmy, ze obciazenie elementéw systemu zalezy od liczby ele-
mentéw sprawnych. Czas pracy poszczegélnych elementédw w systemie mozna
opisa¢ w nastepujacy sposéb. W chwili poczatkowej wirtualne czasy pra-
cy elementéow Xit Xg, -.., X*, gdzie m jest liczbg elementéw w systemie,
sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkkadzie. W chwili
Xim = 1811 Xi- X2* ***e Xm ule®a uszkodzeniu pewien element a pozos-
tate pracuja pod zmienionym obcigzeniem. Mozemy przy tym dopuscié¢ moz-
liwos¢ odnowy pewnych [ale nie wszystkich elementéw). Zatem resztowe,
wirtualne czasy pracy elementdéw po chwili Xi B ulegaja pewnej trans-
formacji T{l>. Symbolicznie "

NI N\ * _ - (/N1 N\ ) % —_ — *
Ll />-§1 Xi,m fc)il » X2X1,m )g:ll' Xm %i,m’w)((mn*

przy czym X£1>>, 0 oraz istnieje j takie, ze Xén) = 0 jezeli XJ—X]f“:O.
W(S?wili uszkodzenia sie drugiego elementu nastepuje transformacja

T resztowych wirtualnych czaséw pracy itd.j az do chwili uszkodzenia
sie ostatniego sprawnego elementu w systemie.

Gdy dane sa rozktady wirtualnych czaséw pracy elementéw w chwili
poczatkowej pracy systemu i posta¢ transformacji , J=1,2, ...,
wowczas mozna znalez¢ dgczny rozktad czasu pracy elementéw w systemie
ale to zadanie moze prowadzi¢ do zkozonych rachunkéw. Interesujace
moze by¢ oszacowanie niezawodnosci systemu przy niepednej znajomosci
wspomnianego rozktadu prawdopodobienstwa,

_5. Systemy elementéw stowarzyszonych. Méwimy, ze elementy systemu
sa stowarzyszone (ang. associated, zob. Esary, Prosehan, Walkup [5))*
jezeli czasy pracy (X*, Xg, XN) = X elementéw w systemie sg sto-
warzyszonymi zmiennymi losowymi. Oznacza to, ze dla dowolnych funkcji
f i g, m zmiennych, monofonicznych wzgledem kazdej zmiennej”~zmienne
losowe F(X) 1 g(X) sa nieujemnie skorelowane. Wiadomo, ze zmienne lo-
sowe stowarzyszone sa dodatnio zalezne (ang. positively orthant depen-

dent), to znaczy dla dowolnego rozbicia zbioru J = {i, 2, m} na
roztaczne podzbiory Jj, J2, ..., Jr zachodzi nieréwnosc¢
Pr(X1>x1, X2>x2, ..., Xm>x”" n Pr(Xj>Xj, JEJj.).

Ta wkasnos¢ rozktadu prawdopodobienstwa czasu pracy elementéw pozwala
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oszacowaé¢ niezawodno$¢ systeméw o uktadzie réwnolegtym z rezerwatprzy
uzyciu rozk#adoéw brzegowych (zob. Esary, Proschan [43).

Pokazemy teraz, ze w pewnej klasie systeméw o zmiennym obcigzeniu
elementéw czasy pracy elementéw sg dodatnio zalezne.

TW|erdzen|e 5. Niech X = (X i X g9 XA bedzie wektorem zmien—
, ~ m beda statysty-

nych losowych stowarzyszonych, ~ X,, M
kami pozycyjnymi w tym ciagu oraz , k=i,2, m, cal,2
beda zmiennymi losowymi niezaleznymi od X i miedzy soba.
Rozwazmy funkcje T(x,y) monetonlczng dla x~0, y>/0, nieujemng
oraz taka, ze x+T(a-X,y) jest monotoniezng dla x e[0.ag, a >0.
GXowczas d%e)kazdego k=i,2, a zmienne losowe T (X) = (X,i
) X~)okreslone nastepujaco

(i) Xjk - Xj.~M + 17~ >x N T%j-xjgcm” Yj,k™* J=1»2» eee™ m»

gdzie IA jest indykatorem A, sa stowarzyszonymi zmiennymi losowymi.

Twierdzenie 5 wynika z monoton!oznoscl statystyk pozycyjnych oraz
funkcji (A1) w zaleznosci od sktadowych wektora X. Szczeg6ty dowodu
pomijamy.

Podamy teraz przyktady funkcji T mogacych by6é uzyte w typowych
sytuacjach praktycznych i mechanizmy niszczenia elementéw uzasadnia-
jace ich uzycie.

Przyktad 1. (@) Uszkodzenie elementu powoduje wkgczenie szeregowe
dla elementéw pozostatych przy pracy dodatkowych mechanizméw znisz-
czenia

T(X,y) = min (X,y],
(b) Uszkodzenie elementu powoduje whkaczenie réownolegte dla elementéw
pozostatych przy pracy dodatkowych zabezpieczen

T(X,y) = max (X,y)-
(©) Chwila uszkodzenia elementu Jest chwilg regeneracji sprawnych ele-
mentéw

TX.¥) -
Przyktad 2. Przypusémy, ze
T(X,y) = ax, O<a< 1.

Ta funkcja ma naturalng interpretaoje przy zatozeniu statej wirtualnej
intensywnosci awarii. Przypusémy, ze wirtualna niezawodnos¢ elementu
jest rowna P(x) = exp(-Ax) 1 xQ jest chwilg uszkodzenia sie pewnego
elementu w systemie. Przyjmujao X ~ = a(X-xQ) jako wirtualny czas
praoy elementu po chwili x0 mamy
Pr(@(X - xQ>x I1X>xQ) = exp(-x A/a),

a wiec intensywnos¢ awarii elementu po chwili Xq jest réwna A/a,
0<a<l1.

Wniosek 4. Rozwazmy system o intensywnosci awarii elementéw zalez-
nej od liczby elementéw sprawnych w systemie. Niech m(t) oznacza licz-
be elementéw uszkodzonych oraz bedzie intensywnoscia uszkodzen
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elementu. Jezeli zatozymy, ze X < ...4”, to oza3y pracy elemen-
tow w sytemle sg zmiennymi losowymi stowarzyszonymi .

Rzeczywiscie, niech X = (x*Xg, ..., Xm) beda niezaleznymi zmien-
nymi losowymi o rozktadzie wykdadniczym z parametrem Z przyk#adu
2 wynika, ze X<B>= ... TU, (X), przy czym operacje TII), i=
1,2, ..., m, sa zdefiniowane przez (11) przy T ()(X,y) “(C1_V
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Haxexaocib CHCTeMH co cayuaSHoft 3arpy3Ko8 ejieMeHXOB

Pe3jQvie-

B paSoxe paccMaxpHBaeM Ha”exHOCTb aaeMeaxoB co CJiyaafiHoS HHieHCHBHO-
cthd 0iKa30B, a TaKze cHcxeuu nocxpoeasue iskhmh ezeueHxaMH. Ilpexnoxa-
raeu, axo HHieHCHBHOciB otKa30B eJieMeHXOB axo noJiyMapKOBCKHU npouecc
a npa exon npexnoJiozeHaa nojiyaaesi Hai,exHocTb sjieweHTOB a eé& npexejibnue
CBOficiBa. PaccMaxpHBaa cacieiiH eaeueaxos co CliyaaftHoS hhteHCHBHOCTbio
oxKasoB uh AOKasuBaeu, axo ecza HHxeHCHBaocxb oxicaaoB exeueaxoB 3aBH-
cht ox cJiyvafiHoro cpeaciBa, xo Bpeua paCoxu sjieueaxoB - aeoxpauaxejibao
saBHczuue no nepeuemaBaHHio, a ecaa sxa aaxeHCHBaocib oxxa30B 3aBHcax
ox aacjia pafioxaiogax ajieaeHxoB b cacxeMe, X0 speus paSoiH aaeueHioB -
coeflHHHOHHHe oayaafiHue Béaavaau.
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On system reliability under random load of elements

aur.iaiy

In this note the reliability functions of elements with random
failure rate function and the systems consisting of these elements
are considered. Assuming that the failure rate function of elements”
is a semi-Markov process the reliability function is found and its
limiting properties are investigated. Considering systems of ele-
ments with random failure rate function it is proved that if the
failure rate function depends upon the random environment then the
working times of elements of the system are positively dependent
by mixture and if the above failure rate function depend upon the
number of working elements in the system, then the working times
of elements are associated random variables.



