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NIEZAWODNOŚĆ SYSTEMÓW O LOSOWYM OBCIĄŻENIU ELEMENTÓW

W pracy rozważamy niezawodność elementów o zmieniającej się losowo 
intensywności awarii oraz systemy złożone z takich elementów. Sądzimy, 
że jest to probahilistyczny model elementu lub systemu mającego pewien; 
repertuar zadań lub pracujących w losowym środowisku .przy czym zadania- 
lub warunki środowiska zmieniają się losowo niejednakowo obciążając 
elementy. Zakładamy, że intensywność awarii elementu Jest procesem 
półmarkowskim i przy tym założeniu znajdujemy funkcję niezawodności 
elementu i jej własności graniczne. Rozważając systemy elementów
0 zmieniającej się losowo intensywności awarii elementów dowodzimy, że 
jeżeli intensywność awarii elementów zależy od losowego otoczenia, to 
czasy pracy elementów są dodatnio zależne przez mieszanie, natomiast . 
Jeżeli intensywność awarii elementów zależy od liczby sprawnych ele­
mentów w systemie, to czasy pracy elementów są stowarzyszonymi zmien­
nymi losowymi. Te własności pozwalają oszacować niezawodność systemu 
prźy użyoiu niezawodności pojedynczych elementów.

1. Niezawodność elementu. Weźmy pod uwagę element pewnego systemu
1 załóżmy, że jego obciążenie zmienia się w zależności na przykład odi 
zadania wykonywanego przez system, stanu sprawności pozostałych ele­
mentów systemu lub warunków otoczenia. Ściślej biorąc przyjmijmy, że 
intensywność awarii elementu jest pewnym procesem losowym, przedmio­
tem naszych rozważań będzie funkcja niezawodności elementu oraz jej 
własności graniczne. Łatwo podać przykłady rozważanych systemów (zob.
[3]), mogą to byćs silnik statku rybackiego wykorzystywany do poru­
szania statku w drodze, manewrowania w porcie, napędu przetwórni pok­
ładowych; także kombajn zbożowy przeznaczany do żniwa 1 omłotu, omło- 
tu na postoju et al.
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Niech A(t), t >y0, oznacza proces półmarkowski na skończonym zbiorze 
stanów A= (2±, %2’ •••* * zdefiniowany w sensie Pyke CsD przez
chwile regeneracji t0=0, t^, t2, ... oraz jednorodny łańcuch Markowa 
A q = Ait^, n=0,l, ... . Proces ten jest opisany przez parę (Fj, 
(Pij)), gdzie oznacza rozkład prawdopodobieństwa zmiennej losowej 
tn~tn_^ pod warunkiem A n-1 = oraz (P-jj) oznacza macierz prawdo­
podobieństw przejścia łańcucha Markowa Aq, n=0,i, ... . Na ogół bę­
dziemy zakładali, Ze Istnieje średnia w rozkładzie prawdopodobień­
stwa F^ a także graniczny rozkład prawdopodobieństwa ffj, i=i,2, ...,m 
wartości łańcucha Markowa A n, n=0,i, ... . Przy tym założeniu prawdo­
podobieństwa graniczne spełniają układ równań = 6^, J=l,2, ...
m, z warunkiem zupełności prawdopodobieństwa 21(5̂ =* 1, natomiast gra­
niczne prawdopodobieństwa wartośol procesu A(t), t >, 0, są postaci 
^i “ ^i ̂ i ^ f j  5 j* i=1»2> •••» “ * Tutaj i w przyszłości, gdy sumuje­
my po zbiorze J = {i,2, ..., aj - granice sumowania pomijamy.

Przypuśćmy, żeA(t), t ̂ -0. Jest procesem intensywności awarii pew­
nego elementu i niech Z oznacza czas Jego pracy. Funkcja niezawodnoś­
ci elementu, pod warunkiem, że A Q = ^  'ma wówczas postać
(1) P±(x) - Pr(Z > x I A„ = *4 ) «

■ E (exp(- f A(u)du)| A 0 = 2,), 1=1,2 m.0
Twierdzenie 1. Jeżeli intensywność awarii elementu jest procesem 

półmarkowaklm A(t), t ̂ 0, to funkcje niezawodności Pt, i=l,2, ..., m 
spełniają układ równań
(2) Pt(x) = exp(- a ^ H i - F ^ k ) )  +

■ eipC-skJdF^ik), i =1,2........   otrzymujemy
Wniosek 1. Funkcje P^Cs), i=i,2, ..., m, spełniają układ równań li­

niowych
(3)

gdzie Jest deltą Kroneckera.
Przykład 1. Weźmy pod uwagę m elementów o niezależnych czasach pra­

cy i jednakowym rozkładzie prawdopodobieństwa wykładniczym z paramet­
rem A. Niech m(t), t >/0, oznacza liczbę sprawnych elementów w chwili 
t oraz Pr*y danym ciągu 20, ..., An . Traktując proces
A(t), t>,0, jako proces intensywności awarii pewnego elementu^mamy

Ej(x) = i - exp(- llx),
Pj,j m ^ij—

Zxiu - Pijf*(n;+ V )Pj(a) + A, 1=1,2,
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Zatem, korzystając z twierdzenia 1, dla funkcji niezawodności Pj (x) 
rozważanego elementu, pod warunkiem, że m(O) = i, otrzymujemy układ
równań

x
Pj(x) = exp(-(Aj+iA> x) + j expC- ( Aj+iA)u)iA Pj_j(x-u)du,

i=i,2, ...!,
oraz ponadto

P0 (x) = exp C- AQx).
Funkcję Pm (x) możemy znaleźć przez m-krotne całkowanie funkcji 

wykładniczej. Nietrudno sprawdzić, że jeżeli Aj = A, to PjCx) = 
exp (-Ax), 1=0,1, m.

Przechodząc w C3) do granicy przy s-*0 otrzymujemy związki dla war­
tości oczekiwanych czasu pracy elementu.

Wniosek 2. Wartości oczekiwane v>j = E(Z I = Aj) , 1=1,2, m,
spełniają układ równań liniowych

__ . i - f * ( A .)
( O  “ ^ij^i = ^ j > 1=1,2, ..., m.

Twierdzenie 2. Jeżeli intensywność awarii elementu Jest procesem 
półmarkowskim A(t), t 7/0, rozkład graniczny {6j } łańcucha przy
n-too istnieje 1 nie zależy od warunku początkowego A Q = Aj, oraz 
Aj = <*jA, J-1,2, m, A-»O, to

lim P. (x/A) = exp (-ii), 1=1,2, U,
A-*0 1

gdzie
Lcij f-j V  Z > j  V

Dowód twierdzenia 1. Niech Y oznacza zmienną losową o rozkładzie 
wykładniczym z parametrem Aj nie zależną od tj. Aby znaleźć niezawod­
ność Pr(Z>x |Ag = Aj) rozpatrujemy dwa zdarzenia: pierwsze polegające 
na tym, że t j > x  i Y > x  i drugie polegające na tym, że 0<tj4x, ^ 
oraz, że element nie uszkodzi się w przedziale (tj,x], Mamy więo

P r  (Z >  x  I A0 = A j )  = P r ( t j > x ,  Y > x  I AQ = -Aj) +

+ J  J^¥r(j>VL)Fr(Ai = Aj I A 0 = Aj) PrfZ >x-u I AQ * Aj)dFj(u).

Po podstawieniu oznaczeń mamy twierdzenie 1.
Dowód twierdzenia 2. Niech A(t) » A(t)/A . Niezależnie od warunku 

początkowego A(o) mamy (por. Li3)

| J A (u) du -* *■ <* , T-*oo,

z prawdopodobieństwem i. Zatem, korzystając z ciągłości funkoji wyk­
ładniczej, mamy t/i

lim P. (t/A) • lim EiexpC- J A(u)du) I A n » A. ] ■A-*0 1 A —*0 o o i



160 I. Kopocińska, B. Kopociński

m lim E[ezp(-t 4 J A(u)du) I A(o) = •*. 1 =
5 l - * 0  1  0

T
* exp(-t lim 4 ( A(u)du I A(0> ■ a ) = exp(-<*t).

T —♦ 0 0
2 . Szczególny przypadek. Przypuśćmy, że A(t), t ̂ 0 Jest procesem 

Markowa o intensywności przejścia (^j), gdzie ^  = >, ,

1*1,2, m. Traktując prooes markowski Jako półmarkowski przyjmuje­
my FjCx) = 1 - exp(- ^x), pi  ̂ = dla ijij, P ^ O .  i,J=i,2,
..., m. Z twierdzenia 1 otrzymujemy więc

(5) Pj(x) = exp C-i^1+ *^)x) + J ^  ^ 1exp(-iai+ Ł^lu)

PjjFj (x-u)du, 1=1,2, m.

P1(x) * exp(- i^x) + J  ^  exp(- (x-u)du,
Zatem
(6)

gdzie
(7) dla i*J, + 5^, i.J-1,2..... m.

Weźmy pod uwagę proces Markowa A*(t), t >,0, określony na m+1 sta­
nach 0,1, m, ze stanem pochłaniającym 0. Przyjmując macierz
intensywności przejścia (7) z uzupełnieniem
(8) = 3̂ , = 0, = 0, 1=1,2, ..., m,
i oznaczając przez P* ̂ (t) prawdopodobieństwa przejścia dla procesu 
A*(t>, t ̂ 0 z (5) otrzymujemy (por. Brodi i Pogosjan [23),

Wniosek 3. Jeżeli T jest czasem pochłonięcia procesu A(t), t̂ O, to
Pt(x) = Pr(z>xlA0 = = Pr(T>x lA^o) = i) =

= 1 " Pi 0 ^  = pij<x>*

3. Uogólnienie. Załóżmy, że A(t), t>,0 jest procesem przedziałami
Markowa określonym na zbiorze A =  (>^, a,,, ..., a m), opisanym przez
trójkę (F^, (P^j), (̂ 'ij *)) » Sdzie (zob, L6), [73) oznaczamy przez: F^ -
rozkład prawdopodobieństwa długości segmentu markowskiego przy warunku
początkowym A (0) = 51., (p . .) - macierz prawdopodobieństw przejścia ̂0(ki\w chwili regeneracji procesu, 11/'^ ) - macierz intensywności przejścia 
procesu na segmencie markowskim przy warunku początkowym A(o) = 3^.
Niech ił. oznacza średnią w rozkładzie prawdopodobieństwa F, ,/ (ki , ^(Pjj (t)) - macierz prawdopodobieństw przejścia procesu Markowa o in­
tensywno ściach przej ścia . Wówczas \ = A ( t n), n=0,l, ..., jest
włożonym łańcuchem Markowa o macierzy prawdopodobieństw przejścia 
(Pjj), gdzie (ulp^jdFjCuj, i,j=i,2, ..., m. Granicz-
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ne prawdopodobieństwa wartości włożonego łańcucha Markowa , o ile
istnieją i nie zależą od stanu początkowego łańcuoha, spełniają układ 
równań 5. = 21S .P . , z warunkiem zupełności prawdopodobieństwa,J “ / Alnatomiast graniczne prawdopodobieństwa wartości procesu Alt), t^O, są
postaci

(9) = Ł & k " p ^ u K I  - Fk(u))du / Ł,kt-k e'k, J=i.2. .... ®.
Przypuśćmy, że A(t), t^.0 Jest intensywnością awarii elementu oraz 

Z Jest czasem jego pracy. Przy oznaczeniach (i) analogicznie do twier­
dzeń 1 1 2  mamy

Twierdzenie 3. Jeżeli intensywność awarii elementu Jest procesem 
przedziałami markowskim A(t), t ̂ .0, te funkcje P^, 1=1,2, ..., m, 
spełniają układ równań

gdzie Gł(x ) = ZLP1J Jes* określone we wniosku 3 przy założeniu 
macierzy Intensywności przejśola )̂ .

Twierdzenie 4. Jeżeli rozkład prawdopodobieństwa {<łj} procesu A(t), 
t >0, istnieje i nie zależy od warunku początkowego A(0)=
?i-»0, to

lim P, Cx/*> = exp(-«x),
?i-»0 1

gdzie <* = Z L ć j  •
4. Systemy o zmiennym obciążeniu elementów. Załóżmy, że czas pracy 

elementu zależy od jego obciążenia. Laboratoryjnie można znaleźć roz­
kłady wirtualnego czasu pracy elementu przy stałym obciążeniu lub, 
przy odpowiednio rozbudowanym eksperymencie, można znaleźć rodziny 
rozkładów czasu pracy elementu przy zmienianym w określony sposób 
obciążeniu. Weźmy pod uwagę system elementów i załóżmy, że intensyw­
ność awarii elementów zależy od obciążenia. Przeanalizujemy teraz 
rozkład czasu pracy elementów systemu pracującego w zmiennym środo­
wisku 1 systemu, w którym obciążenie elementów zależy od liozby spraw­
nych elementów w systemie.

4.1. Niech A(t), t^O, będzie procesem półmarkowsklm zdefiniowanym 
w paragrafie 1 charakteryzującym losowe środowisko. Oznaczmy przez
A(t> ■ ( A^( A(t)), A g ( A(t))..... A m (A(t))) wektor intensywności awarii
oraz przez Z = ( ,  Z2, ..., Zm) wektor czasu pracy elementów systemu. 
Rozkład prawdopodobieństwa wektora Z można wyrazić Jawnym wzorem ale 
trudno znaleźć praktycznie użyteczną postać tego wzoru. Zauważmy nato­
miast, że Jest to rozkład prawdopodobieństwa dodatnio zależnych przez 
mieszanie zmiennych losowych (ang. positive dependent by mixture, 
zob. Shaked l93). Rzeczywiście, Jeżeli Aft,w), t)»0. Jest reallzao- 
Ją procesu A(t), t 0, przy ustalonym &> e .O , to składowe wektora Z m
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= z (<n) « ( Z^oj), Z2(u>), Zn (w)) są niezależnymi zmiennymi losowymi
o rozkładach brzegowych z.

Pi(zi,oj) = Pr (ZA (u>)> Sj) = exp(- J Aj( A  (t, w) )dt)<
1x1,2, ..., m,

oraz m
Pr(Z > z ) = j fi P.Cz^.ui) df-M,

_n 1=1

gdzie t*- jest pewną miarą probabilistyczną na fi ,
Udowodniona własność rozkładu wektora Z może być wykorzystana przy 

szacowaniu niezawodności systemu (Shaked [93).
4.2. Załóżmy, że obciążenie elementów systemu zależy od liczby ele­

mentów sprawnych. Czas pracy poszczególnych elementów w systemie można 
opisać w następujący sposób. W chwili początkowej wirtualne czasy pra­
cy elementów Xit Xg, ..., X^, gdzie m jest liczbą elementów w systemie, 
są niezależnymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkładzie. W chwili 
Xi m = 15111 Xi- X2* ***• Xm ule®a uszkodzeniu pewien element a pozos­
tałe pracują pod zmienionym obciążeniem. Możemy przy tym dopuścić moż­
liwość odnowy pewnych [ale nie wszystkich elementów). Zatem resztowe, 
wirtualne czasy pracy elementów po chwili Xi B ulegają pewnej trans­
formacji T {1>. Symbolicznie '

T^1  ̂* X —X -fcX̂ 1  ̂ X —X -*XC11 X —X -^X*11• A1 i,m 1 » 2 1, m 2 ' m xi,m^xm *
przy czym X.C1>>, 0 oraz istnieje j takie, że X,C1) = 0 jeżeli X.-X. =0. ̂ J J lf“W chwili uszkodzenia się drugiego elementu następuje transformacja

(2 )T resztowych wirtualnych czasów pracy itd.j aż do chwili uszkodzenia 
się ostatniego sprawnego elementu w systemie.

Gdy dane są rozkłady wirtualnych czasów pracy elementów w chwili 
początkowej pracy systemu i postać transformacji , j=i,2, ..., 
wówczas można znaleźć łączny rozkład czasu pracy elementów w systemie 
ale to zadanie może prowadzić do złożonych rachunków. Interesujące 
może być oszacowanie niezawodności systemu przy niepełnej znajomości 
wspomnianego rozkładu prawdopodobieństwa,

_5. Systemy elementów stowarzyszonych. Mówimy, że elementy systemu 
są stowarzyszone (ang. associated, zob. Esary, Prosehan, Walkup [5))^ 
jeżeli czasy pracy (X^, Xg, X^) = X elementów w systemie są sto­
warzyszonymi zmiennymi losowymi. Oznacza to, że dla dowolnych funkcji 
f i g, m zmiennych, monofonicznych względem każdej zmiennej^zmienne 
losowe f(X) i g(X) są nieujemnie skorelowane. Wiadomo, że zmienne lo­
sowe stowarzyszone są dodatnio zależne (ang. positively orthant depen­
dent), to znaczy dla dowolnego rozbicia zbioru J = {i, 2, m} na
rozłączne podzbiory Jj, J2, ..., Jr zachodzi nierówność

Pr(X1 > x 1, X2 > x2, ..., Xm > x ^  n  Pr(Xj>Xj, J£Jj.).

Ta własność rozkładu prawdopodobieństwa czasu pracy elementów pozwala
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oszacować niezawodność systemów o układzie równoległym z rezerwątprzy 
użyciu rozkładów brzegowych (zob. Esary, Proschan [43).

Pokażemy teraz, że w pewnej klasie systemów o zmiennym obciążeniu 
elementów czasy pracy elementów są dodatnio zależne.

Twierdzenie 5. Niech X = (X,, X_, X I  będzie wektorem zmien—.i..-......  “■ jl £» m
nych losowych stowarzyszonych, ^  X,, m , ^  m będą statysty­
kami pozycyjnymi w tym ciągu oraz , k=i,2, m, cal,2,
będą zmiennymi losowymi niezależnymi od X i między sobą.

Rozważmy funkcję T(x,y) monetonlczną dla x^0, y>/0, nieujemną 
oraz taką, że x+T(a-x,y) jest monotoniezną dla x e [O.aj, a >0.r la ą /Wówczas dla każdego k=i,2, a zmienne losowe T (X) = (X, ,(kA (V) iXg , X^)określone następująco
(ii) Xjk - Xj.^ + 1 ^  > x ^  T x̂j-xjc|m ’ Yj,k'* J=1»2» •••* ■»
gdzie IA jest indykatorem A, są stowarzyszonymi zmiennymi losowymi.

Twierdzenie 5 wynika z monoton!oznoścl statystyk pozycyjnych oraz 
funkcji (11) w zależności od składowych wektora X. Szczegóły dowodu 
pomijamy.

Podamy teraz przykłady funkcji T mogących byó użyte w typowych 
sytuacjach praktycznych i mechanizmy niszczenia elementów uzasadnia­
jące ich użycie.

Przykład 1. (a) Uszkodzenie elementu powoduje włączenie szeregowe 
dla elementów pozostałych przy pracy dodatkowych mechanizmów znisz­
czenia

T(x,y) = min (x,yj,
(b) Uszkodzenie elementu powoduje włączenie równoległe dla elementów 
pozostałych przy pracy dodatkowych zabezpieczeń

T(x,y) = max (x,y).
(c) Chwila uszkodzenia elementu Jest chwilą regeneracji sprawnych ele­
mentów

T(x,y) = y.
Przykład 2. Przypuśćmy, że 

T(x,y) = ax, 0 < a <  i.
Ta funkcja ma naturalną interpretaoję przy założeniu stałej wirtualnej 
intensywności awarii. Przypuśćmy, że wirtualna niezawodność elementu 
jest równa P(x) = exp(-Ax) 1 xQ jest chwilą uszkodzenia się pewnego 
elementu w systemie. Przyjmująo X ^  = a(X-xQ) jako wirtualny czas 
praoy elementu po chwili x0 mamy

Pr (a (X - xQ)> x I X > xQ) = exp(-x A/a), 
a więc intensywność awarii elementu po chwili X q jest równa A/a,
0 <a < 1.

Wniosek 4. Rozważmy system o intensywności awarii elementów zależ­
nej od liczby elementów sprawnych w systemie. Niech m(t) oznacza licz­
bę elementów uszkodzonych oraz będzie intensywnością uszkodzeń
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elementu. Jeżeli założymy, że x< < ...4^ ,  to oza3y pracy elemen­
tów w sytemle są zmiennymi losowymi stowarzyszonymi.

Rzeczywiście, niech X = (x^Xg, ..., Xm ) będą niezależnymi zmien­
nymi losowymi o rozkładzie wykładniczym z parametrem Z przykładu 
2 wynika, że X <B>= ... TU , (X), przy czym operacje T ll), i=
1,2, ..., m, są zdefiniowane przez (11) przy T (i)(x,y) “ (''1_1/
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Haxexaocib CHCTeMH co cayuaSHoft 3arpy3Ko8 ejieMeHXOB
Pe3jQMe-

B paSoxe paccMaxpHBaeM Ha^exHOCTb aaeMeaxoB co CJiyaafiHoS HHieHCHBHO- 
ctbd 0iKa30B, a TaKze cHcxeuu nocxpoeasue iskhmh ezeueHxaMH. Ilpexnoxa- 
raeu, axo HHieHCHBHOciB otKa30B eJieMeHXOB axo noJiyMapKOBCKHü npouecc 
a npa exon npexnoJiozeHaa nojiyaaesi Hai,exHocTb sjieweHTOB a eë npexejibnue 
CBOficiBa. PaccMaxpHBaa cacieiiH eaeueaxos co CJiyaaftHoS hht eHCHBHOCTbio 
oxKasoB uh AOKasuBaeu, axo ecza HHxeHCHBaocxb oxicaaoB exeueaxoB 3aBH- 
cht ox cJiyvafiHoro cpeaciBa, xo Bpeua paCoxu sjieueaxoB - aeoxpauaxejibao 
saBHczuue no nepeuemaBaHHio, a ecaa sxa aaxeHCHBaocib oxxa30B 3aBHcax 
ox aacjia pafioxaioqax ajieaeHxoB b  cacxeMe, xo speus paSoiH aaeueHioB - 
coeflHHHOHHHe oayaafiHue Bëaavaau.
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On system reliability under random load of elements
tiunr.iax’v

In this note the reliability functions of elements with random 
failure rate function and the systems consisting of these elements 
are considered. Assuming that the failure rate function of elements' 
is a semi-Markov process the reliability function is found and its 
limiting properties are investigated. Considering systems of ele­
ments with random failure rate function it is proved that if the 
failure rate function depends upon the random environment then the 
working times of elements of the system are positively dependent 
by mixture and if the above failure rate function depend upon the 
number of working elements in the system, then the working times 
of elements are associated random variables.


