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ODWROTNE ZMODYFIKOWANE PRZEKSZTALCENIE Z

Streszczenie. W artykule podano metody wyznaczania odwrotnego
zmodyfikowanego przeksztatcenia Z za pomoca catki okreznej i meto-
de szeregd6w potegowych. Obie te metody zilustrowano na przyktadzie.

Ciggta funkcje czasu fF(t)jt=(n_i+m)t" bdd9ce odwrotnym zmodyfikowanym
przeksztatceniem Z, mozna wyznaczy¢ na podstawie znajomos$ci zmodyfikowa-
nej transformaty Z, oznaczanej F(z,m), przy pomocy procesu zwanego od-
wrotnym zmodyfikowanym przeksztatceniem Z, to Jest:

)1l=(n-1+m)z = = ZiX [f(z,9)]

Czas t jest tutaj zwigzany z parametrami n, m nastepujaca zalezno-
Scig t = (n-1+m)T. n przyjmuje wartosci catkowite nieujsmne, a m zmie-
nia sie w spos6b ciggty od zera do Jednosci.

Zupednie tak jak w przypadku zwykiego przeksztatcenia Z. mozna przejsc¢
do funkcji czasu za pomocag catki okreznej, Jak tez przy pomocy szeregow
potegowych.

1. Metoda catki okreznej

Ze wzoru Cauchy’ego na wsp6dczynniki szeregu Laurenta mamy:

P

n =0, 1,2 jeffen Oat# <1

przy czym P jest konturem zamknietym, obejmujacym wszystkie punkty osobli-
we funkcji podcatkowej. Wzor catkowy daje funkcje czasu F(t) w postaci
zamknietej.

Podczas catkowania m mozna traktowaé¢ jako wartos$¢ statg,poniewaz cat-
kowanie zachodzi tylko w ptaszczyznie z. Dla odwrotnego zmodyfikowanego
przeksztatcenia Z mozna wiec uzywa¢ tablic dla zwyktego przeksztatce-
nia Z.
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Wartosci czasu t sa okreslone wzorem, t=(n-1+m)T, gdzie m i n sa
parametrami. Przy tym n przyjmuje wartosci catkowite nieujemne,a_m zmie-
nia sie ciegle od zera do jednosci, okre$lajec w przedziatach punkty cig-
gtego procesu.

Dzieki zastosowaniu zmodyfikowanego przeksztaktcenia Z otrzymujemy war-
tosSci wielkosci wyjsciowej w dowolnym momencie czasu.

Aby otrzyma¢ proces w momentach wkeczania, nalezy przejs¢ od zmodyfi-
kowanego przeksztatcenia Z do zwyktego i dlatego w wyrazeniu t=(n-1+m)T
nalezy zatozy¢ m- 1.

Dla nieciegtej impulsowej cha-
rakterystyki (rys. 1) otrzymamy
wtedy wartosci lewostronne w
punktach nieciegtosci, to jest
wartosci w momentach 0%, T~,
2T ... .

Aby otrzymaé¢ wartos$ci proce-
su w momentach 0+, T+, 2T+ ,...,
czyli wartosci procesu uzyski-
wane za pomocg zwyktego prze-
ksztatcenia Z, zaktadamy m=0,
a n nastepna liczba catkowita
wieksza od tej, ktorej byto roéw-
ne n w roéwnaniu t=(n-1+m)T,
gdy m = 1. Stosujac te metode,
mozemy otrzymaé¢ zaréwno prawo-
stronne i lewostronne wartos$ci
reakcji w punktach nieciggtosci
jak 1 wartosci miedzy chwilami
wkgczania.

2. Metoda szeregéw potegowych

Zmodyfikowane przeksztatcenie Z funkcji f(t) okreslamy:

Y
F(z,m) = fljn-1+m)Tj z“n
n=0
n=20, 1, 2,..«, C a<l.
Oezeli przeksztatcenie Z funkcji f(t), czyli z[f(t)] = F(z), to
Z (F(t-nTH)u(t-nT)] = z-nF(z), gdzie u(t) - Ffunkcja skoku jednostkowego

dla n =0, 1, 2,...
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Sted mamy:

F(z.,m) = z"1 f [(n+m)T] z“n,
n=20, 1, 2..... 0< m<1,

albo:

zF(z,m) = fQ(m)z”° + FfjCmiz"1 +

+ fn(m)z-n + ... |z|>R, O<m<1.

Czas t mozna teraz wyrazi¢ w postaci t = (n+m)T.

Przy zatozeniu analitycznos$ci funkcji F(z,m) dla |JzI> R (@ dla z =
= 00 ) otrzymamy rozwinigecie zF(z,m) na szereg potegowy (szereg Taylora)
wzgledem z-1.

Metoda szeregéw potegowych prowadzi do stopniowego wyznaczania Tfunkcji
ciegtej, pojmowanej tutaj jako przeciwstawienie funkcji dyskretnej. War-
tosci  fQ(m), fy(m),... ,fn(m),..., gdzie fn(m) = F@n+tm)TJ] przy ciegtej
zmianie m od zera do jednosci okre$laje proces w dowolnym momencie cza-
su od momentu czasu nT do (n+1)T. fQ(m) dla 0ssm<, 1l przedstawia cig-
gte funkcje czasu w pierwszym przedziale proébkowania, fjim) dla 0sE m<1
przedstawia te same funkcje w drugim przedziale proébkowania itd.

Funkcja czasu zwigzana Jest z fn(m) zaleznoScie :

f(t) = F@n+m)e] = FR(M).
2 réwnania
,zF(z,m) = fQ(m) z-0 + fjfm) z-1 + Ffg(m) z-2 +
+ AN) z7n + eee

wynika, ze

f (m) = limzF(z,m),
— 00

z
fjMm) = - -y  Lim —j22 ~ jzF(z,mj]I- ,
f2m) =Y\ _Lim 2z2 /7 iz2
Q) N (7 i .
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Dezeli zF(z .ii) Jest funkcje wymierng z-1, to moze by¢ zapisana

zF(z,m) =

PQ(M) + PAm)*1 + P2(m)z-2 + ... + Pn(m)z-n

g0 + “i2"1 + q2z"2 + eee + Qqnz'n

Dla qgQ = 1 bedzie:

zF(z,m) =
PQ(M) + PANOz-1 + P2(m)z=% + ... + Pn(m)z"
1+ qjz- + gq2z" + ... + gnz"

Wtedy mozna ~n(™) obliczy¢ przez podzielenie licznika przez mianownik.
Mamy

fo("0 - pO(m)
fjCn0 = PjMm)- PQ(m)ql = Pjim) -q1f0o(m),

2 (m)

P2 (m)- qjfjfm) - q2fo (m),

B(m = Pj(m)- qjfgfm) - qgfjCm) - q3fo ()

1=1

fp (m) mozna zapisaé¢ w postaci wyznacznika

po (m)
1 0 «o» Pj~fm)

o 1.0 ... P2 (m)

n fm) dla n> 1

% ono] eee "2 A1 PC)

1 F.(m ¥ p (@).



Odwrotne zmodyfikowane przeksztatcenie Z 73

0g6+ wartosci w momentach odbioru danych stanowi czes$¢ procesu og6lne-
go, odpowiadajaca m = 0.

Wartosci f jém) przy ciagtej zmianie m od zera do jednos$ci przed-
stawiaja ciagta funkcje czasu f(t) w przedziale prébkowania od momentu cza-
su (n-1)T do momentu czasu nT.

Wartosci przy ciagtej zmianie m od zera do Jednosci przedsta-
wiajag te samg ciagta funkcje czasu f(t) w przedziale prébkowania od mo-
mentu czasu nT do momentu czasu (n+1)T. Dlatego dla uktadéw, ktérych
charakterystyka nie zawiera przerw przy sprawdzaniu prawiddowos$ci obliczen,
korzystamy z zaleznos$ci:

Limfn_1(m) = limfn(m).
\" m m-»-0

Rozwazmy teraz przypadek nieciagtych charakterystyk. Przy skokowych
zmianach wartosci dla okreslenia lewostronnych wartosci procesu w “punk-

tach nieciagtosci bierzemy granice

Limf~fm),
«l*1

a dla okreslenia prawostronnych wartosci procesu granice
Limfn(m).

m*0

3. Przyktad

Ooprowadzmy do wejscia ukdadu impulsowego skok jednostkowy.Niech trans-
mitancja tego uktadu

S(P) » p-hf.

Wyrazenie dla obrazu wielkos$ci wyjsciowej bedzie:

FGzonf = k -a? - €73

a wyrazenie dla oryginatu wielkosci wyjsciowej
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Podczas catkowania m jest wartos$cia stata. Wobec tego

t/ .M 1 ,IéamT | zndz
t=(n-1+m)T JTJ J (z_1} (z_e-aT}

Funkcja podcatkowa ma bieguny w punktach 2z~ =1, z2 = e al

Wartos¢ wyjsciowej wielkosci jest réwna sumie residuéw funkcji.

2§ (z-1) (z-e-aT) * 2zj - (l+e-8T) ,,_ 1-e 2
.-anT
(z-1) (z-e-aT) 2z,, - (l+e”aT) _,__-al 1 - eam
.-afT z2=e
Otrzymujemy:

fAlt=(n-1+m)T = Ka-amT7 7 ~ T

Proces jest nieciggty w momentach zateczania. Aby otrzyma¢ jego warto-
sci w momencie O+ zaktadamy m-»0, n-»l, a w momencie O- zakktadamy m>»-I,
n-=-0. Wartos$ci reakcji w momentach T , T+ itd. uzyskujemy w analogiczny
sposo6b.

Zastosujemy druge metode do poprzedniego przyktadu.

Mamy :

2 -amT
zF(z,m) = K - e -
(z-1) (z-e-aT)

f (m) = limzF(z.m),
Z-»00
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0 (n>) limKe-amT -----——- - =- = Ke_amT,
(2-1) (z-e“aT)

/) - _ fr ot 26! em1}

r.2 3 K z2 e"amT
L * "N)y7z-e-) _

limz2Ke-amT -
(z-1)2 (z-e"aT)2

Ke-amT(l+e_aT),

f20ad) = i Hnz2 ~ {z2 ~ [zF(z,m)]1]j
z-"00 » J
f2(m) = limz* j~bm - (1+b) z4 + 2 b z3

(z-1)2 (z-b)2

gdzie b = e-aT
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fri+h)2 - ¢1 z4 - 3 b (1+b) z3 + 3 b2 22
(z-1)3 (2-1)S e -

f_(m) = Kbmlimz2 d~b.b2} z4 - 3b (i+b) z3 + 3b2z2
2 z-<*> (Z-1)3 (z-b)3

= Kbm (1+b+b2)

f2(0) = Ke~aml [I + 2e"aT + (e-87)2] -

W metodzie szeregéw potegowych wzoér:

=}

fn(m) = Pn(m) " qi fn-i(m)
i=l

jest wygodny dla rekurencyjnego obliczania wartosci | fQ ,f,_fg...,nie stwa-
rza jednak mozliwos$ci wyznaczenia ogdélnego wyrazu cigagu {fn}. Waznag zale-
ta tej metody, istotng zwkaszcza przy rozwazaniu uktadéw regulacji wyz-
szych rzedéw, jest to, ze nie trzeba okresla¢ biegunéw funkcji F(z,m)zn-1.

W metodzie catki okreznej w przypadku ztozonych przeksztatcen oblicze-
nia residuéw funkcji F(z,m) zn-1 moga by¢ trudne i diugotrwate. Metoda
ta daje zamkniety wz6r na wartosci funkcji czasu f(t).
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irPOTHBONOJIOEHOE MOfIH"HUJiPOBAHHOE I1PEOEPA30BAHHE "3"

Pe3Bme

B oiaite npHBefleHO Meiofl onpe#ejieHHH npoTHBonojioxHoro MOFIHifimHpoBaHHoro
npeo6pa30BaHHH "3, Meio” npa noMomn iiHpKyjwmHH u MeTOfl cieneHHoro pH,na.
06a Metoda hjijibctpupoBaHO Ha npHMepe.

MODIFIED INVERSE TRANFORMATION Z

Summary

This paper deals with the methods of estimating the modified inverse
transformation Z, i.e. a method by the aid of contour integral of closed
circulation and a method of exponential series. Examples illustrating both
emethods are included.



