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ODWROTNE ZMODYFIKOWANE PRZEKSZTAŁCENIE Z

Streszczenie. W artykule podano metody wyznaczania odwrotnego 
zmodyfikowanego przekształcenia Z za pomocą całki okrężnej i meto
dę szeregów potęgowych. Obie te metody zilustrowano na przykładzie.

Ciągłą funkcję czasu f(t )jt = (n_i+m)t' bdd9cę odwrotnym zmodyfikowanym 
przekształceniem Z, można wyznaczyć na podstawie znajomości zmodyfikowa
nej transformaty Z, oznaczanej F(z,m), przy pomocy procesu zwanego od
wrotnym zmodyfikowanym przekształceniem Z, to Jest:

Czas t jest tutaj związany z parametrami n, m następującą zależno
ścią t = (n-l+m)T. n przyjmuje wartości całkowite nieujsmne, a m zmie
nia się w sposób ciągły od zera do Jedności.

Zupełnie tak jak w przypadku zwykłego przekształcenia Z. można przejść 
do funkcji czasu za pomocą całki okrężnej, Jak też przy pomocy szeregów 
potęgowych.

1. Metoda całki okrężnej

Ze wzoru Cauchy’ego na współczynniki szeregu Laurenta mamy:

przy czym P  jest konturem zamkniętym, obejmującym wszystkie punkty osobli
we funkcji podcałkowej. Wzór całkowy daje funkcję czasu f(t) w postaci 
zamkniętej.

Podczas całkowania m można traktować jako wartość stałą,ponieważ cał
kowanie zachodzi tylko w płaszczyźnie z. Dla odwrotnego zmodyfikowanego 
przekształcenia Z można więc używać tablic dla zwykłego przekształce
nia Z.

) 11= (n-l+m)z = = Z¡X [f(z,«)]

P
n = 0, 1 , 2 i • # • » O a t #  < 1
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Wartości czasu t są określone wzorem, t=(n-l+m)T, gdzie m i n są 
parametrami. Przy tym n przyjmuje wartości całkowite nieujemne,a_m zmie
nia się cięgle od zera do jedności, określajęc w przedziałach punkty cią- 
głego procesu.

Dzięki zastosowaniu zmodyfikowanego przekształcenia Z otrzymujemy war
tości wielkości wyjściowej w dowolnym momencie czasu.

Aby otrzymać proces w momentach włęczania, należy przejść od zmodyfi
kowanego przekształcenia Z do zwykłego i dlatego w wyrażeniu t=(n-l+m)T 
należy założyć m —  1.

Dla niecięgłej impulsowej cha
rakterystyki (rys. 1) otrzymamy 
wtedy wartości lewostronne w 
punktach niecięgłości, to jest 
wartości w momentach 0“ , T~, 
2T ,... .

Aby otrzymać wartości proce
su w momentach 0+ , T+ , 2T+ ,..., 
czyli wartości procesu uzyski
wane za pomocą zwykłego prze
kształcenia Z, zakładamy m = 0 ,  
a n następna liczba całkowita 
większa od tej, której było rów
ne n w równaniu t=(n-l+m)T, 
gdy m = 1. Stosując tę metodę, 
możemy otrzymać zarówno prawo
stronne i lewostronne wartości 
reakcji w punktach nieciągłości 
jak i wartości między chwilami 
włączania.

2. Metoda szeregów potęgowych

Zmodyfikowane przekształcenie Z funkcji f(t) określamy:

y

F(z,m) = f|jn-l+m)Tj z“n 
n=0

n = 0, 1, 2,..«, C a < l .

Oeżeli przekształcenie Z funkcji f(t), czyli z[f(t)j = F(z), to 
Z (f (t-nT)u(t-nT)] = z-nF(z), gdzie u(t) - funkcja skoku jednostkowego 
dla n = 0, 1, 2,... .
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Stęd mamy:

oo

F (z , m ) = z"1 f [(n+m)T] z“n , 
n=0

n = 0, 1, 2 ..... 0 <  m < 1 ,

albo:

zF(z,m ) = fQ (m)z”° + fjCmiz"1 + ...

... + fn (m)z-n + ... |z|>R, 0 < m < l .

Czas t można teraz wyrazić w postaci t = (n+m)T.
Przy założeniu analityczności funkcji F(z,m) dla |zl>  R (i dla z =

= oo ) otrzymamy rozwinięcie zF(z,m) na szereg potęgowy (szereg Taylora) 
względem z-1.

Metoda szeregów potęgowych prowadzi do stopniowego wyznaczania funkcji 
cięgłej, pojmowanej tutaj jako przeciwstawienie funkcji dyskretnej. War
tości fQ (m), fj (m),... , fn (m),..., gdzie fn (m) = f (jn+m)Tj przy cięgłej 
zmianie m od zera do jedności określaję proces w dowolnym momencie cza
su od momentu czasu nT do (n+l)T. fQ (m) dla 0 ss m <, 1 przedstawia cię- 
głę funkcję czasu w pierwszym przedziale próbkowania, fjim) dla 0 s£ m < 1  
przedstawia tę sarnę funkcję w drugim przedziale próbkowania itd.

Funkcja czasu zwięzana Jest z fn (m) zależnościę :

f(t) = f (7n+m)t ] = fR (m).

2 równania

, zF(z,m) = fQ (m) z-0 + fjfm) z-1 + fg(m) z-2 + ...

... + ^n (m ) z”n + •••

wynika, że

f (m) = limzF(z,m), 
z— oo

fj^fm) = - j-y lim -jz2 ^  jzF(z,mj]J- ,

f2 (m) = Y\ lim z2 ¿7 iz2
2-̂ 00 ^ *
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Deżeli z F(z .ii) Jest funkcję wymierną z- 1 , to może być zapisana

zF(z,m ) =

PQ (m) + P ^ m )*-1 + P2 (m)z-2 + ... + Pn (m)z-n

q0 + ‘’i2"1 + q2z"2 + ••• + qnz"n

Dla qQ = 1 będzie:

zF(z,m ) =

PQ (m ) + P ^ n O z -1 + P2 (m)z~^ + ... + Pn (m)z'

1 + qjZ- + q2z" + ... + qnz"

-2

Wtedy można ^n (™) obliczyć przez podzielenie licznika przez mianownik. 
Mamy

fo ("0 - p0 (m )<

fjCnO = Pj^fm) - PQ (m)q1 = Pjim) - q1f0 (m),

f2 (m) = P2 (m) - qjfjfm) - q2 fo (m),

f3 (m) = Pj(m) - qjfgfm) - qgfjCm) - q3fo (ra)

1=1

fp (m) można zapisać w postaci wyznacznika

fn fm)

1 0 0 . . « p0 (m)

1 0 « • » Pj^fm)

^2 1 0 ... P2 (m)

% ‘’n-l ••• ^2 ^1

:

p ‘(.)

i 1F„(m) 1* p„(®).

dla n >  1
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Ogół wartości w momentach odbioru danych stanowi część procesu ogólne
go, odpowiadającą m = 0.

Wartości f jćm) przy ciągłej zmianie m od zera do jedności przed
stawiają ciągłą funkcję czasu f(t) w przedziale próbkowania od momentu cza
su (n-l)T do momentu czasu nT.

Wartości przy ciągłej zmianie m od zera do Jedności przedsta
wiają tę samą ciągłą funkcję czasu f(t) w przedziale próbkowania od mo
mentu czasu nT do momentu czasu (n+l)T. Dlatego dla układów, których 
charakterystyka nie zawiera przerw przy sprawdzaniu prawidłowości obliczeń, 
korzystamy z zależności:

limfn_1 (m) = limfn (m). 
v m m-»-0

Rozważmy teraz przypadek nieciągłych charakterystyk. Przy skokowych 
zmianach wartości dla określenia lewostronnych wartości procesu w ‘punk
tach nieciągłości bierzemy granicę

l i m f ^ f m ) ,

«1*1

a dla określenia prawostronnych wartości procesu granicę

limf n (m). 
m * 0

3. Przykład

□oprowadźmy do wejścia układu impulsowego skok jednostkowy.Niech trans- 
mitancja tego układu

S(P) » p- hf .

Wyrażenie dla obrazu wielkości wyjściowej będzie:

' X .. Z e~amTF(z,m) = K -■ -   ZST>

a wyrażenie dla oryginału wielkości wyjściowej
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Podczas całkowania m jest wartością stała. Wobec tego

t/.M 1 „_-amT | zndz
t=(n-l+m)T J T J  Ke J (z_ 1} (z_e- a T }

-aTFunkcja podcałkowa ma bieguny w punktach z^ = 1, z2 = e

Wartość wyjściowej wielkości jest równa sumie residuów funkcji.

2 j (z-1) (z-e-a T) “ 2Zj -  (l+e-8 T ) *1=1 1 - e -aT

(z-1) (z-e-aT)
.-aT

2z„ - (l+e”a T )

.-anT

z2=e -aT 1 - e-aT

Otrzymujemy:

f^ | t = ( n - l +m)T = Ka-a m T 7 7 ^ T

Proces jest nieciągły w momentach załęczania. Aby otrzymać jego warto
ści w momencie 0+ zakładamy m-»0, n-»l, a w momencie O- zakładamy m-»-l, 
n-=-0. Wartości reakcji w momentach T , T+ itd. uzyskujemy w analogiczny 
sposób.

Zastosujemy drugę metodę do poprzedniego przykładu.
Mamy:

2 -amT
zF (z, m ) = K  - e —

(z-1) (z-e-aT)

f (m) = limzF(z.m),
Z-»oo
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f 0 (n>)

fj/tn)

f2 (ra) = 

f2 (m) =

limKe-amT -------—  =- = Ke_amT,
(2-1) (z-e‘a T )

= - fr f 2 ćl (*•■)]}
■3t-.no

r.2 3 K z2 e'amT
: :  L *  ^ ) 7 z - e - ) _

limz2Ke-amT -
(z-1)2 (z-e'a T )2

Ke-amT(l+e_a T),

li H n z 2 ^  {z2 ^  [zF(z,m)] j 
z-^oo »• J

limz* j^bm - (1+b) z4 ł 2 b z3
(z-1)2 (z-b)2

gdzie b = e-aT
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frl+b)2 - ¿1 z4 - 3 b (1+b) z3 + 3 b2 z2

 (z-l)3 (z-i)S --------------- '

f_(m) = Kbmlimz2 d ^ b . b 2 } z4 - 3b (i+b) z3 + 3b2z2 .
2 z-<*> (Z-1)3 (z-b)3

= Kbm (l+b+b2 ) 

f2 (ro) = Ke~am1 [l + 2e"aT + (e-87)2] .

!
W metodzie szeregów potęgowych wzór:

n

fn (m) = P n(m) " qi fn-i(m)
i=l

jest wygodny dla rekurencyjnego obliczania wartości I fQ ,f,.fg...,nie stwa
rza jednak możliwości wyznaczenia ogólnego wyrazu ciągu {fn}. Ważną zale
tą tej metody, istotną zwłaszcza przy rozważaniu układów regulacji wyż
szych rzędów, jest to, że nie trzeba określać biegunów funkcji F(z,m)zn-1.

W metodzie całki okrężnej w przypadku złożonych przekształceń oblicze

nia residuów funkcji F(z,m) zn-1 mogą być trudne i długotrwałe. Metoda 
ta daje zamknięty wzór na wartości funkcji czasu f(t).

LITERATURA

OJ Bury E.3. : Przekształcenie Z i jego zastosowania, WNT,Warszawa 1970, 
s. 327.

DO Taft W.A. : Elektriczeskije ciepi 8 pieriemiennymi paramietrami. Izda- 
tielstwo "Energija", Moskwa 1968, s. 328.

Przyjęto do druku w czerwcu 1977 r.



Odwrotne zmodyfikowane przekształcenie Z 77

irPOTHBOnOJIOEHOE MOflH^HUJiPOBAHHOE I1PEOEPA3OBAHHE " 3 "

P  e 3 B m e
B oiaiŁe npHBefleHO Meiofl onpe#ejieHHH npoTHBonojioxHoro MOflHifimHpoBaHHoro 

npeo6pa30BaHHH "3", Meio^ npa noMomn iiHpKyjwmHH u MeTOfl cieneHHoro pH,na.
06a Metoda hjijibctpupoBaHO Ha npHMepe.

MODIFIED INVERSE TRANFORMATION Z 

S u m m a r y

This paper deals with the methods of estimating the modified inverse 
transformation Z, i.e. a method by the aid of contour integral of closed 
circulation and a method of exponential series. Examples illustrating both 

•methods are included.


