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Leszek LISOWSKI

MODEL MATEMATYCZNY INDUKCYONEGO PRZETWORNIKA LINIOWEGO

Streszczenie. Tres¢ arktykutu omawia tok postepowania w okresle-
niu modelu matematycznego indukcyjnego ptaskiego przetowrnika linio-

wego. Model ten umozliwia analize wpiywu efektéw podtuznych i po-
przecznych, podtaczen czotowych i ruchu biezni wzgledem induktora na
trojwymiarowy rozktad pola elektromagnetycznego w szczelinie powie-
trznej i biezni. Model matematyczny stanowi zespét formud matematycz-
nych opisujacych elektromechaniczng przemiane energii w przetworni-
ku liniowym.

1. Uwagi wstepne

Pierwszym etapem syntezy ukdadéw automatycznego sterowania, obok okre-
Slenia algorytmu sterowania oraz struktury realizujacej ten algorytm,jest
identyfikacja uktadu. W przypadku elektromechanicznego uktadu zawierajace-
go indukcyjny (asynchroniczny) przetwornik liniowy (silnik liniowy) celem
identyfikacji jest ustalenie modelu matematycznego, tzn. zestawu formut
matematycznych opisujacych proces elektromechanicznej przemiany energii na
podstawie obserwacji eksperymentalnych. Oczywiste jest, ze zasadnicza cze-
Scig modelu Jest matematyczny opis przetwornika liniowego, ktéry uzupe#-
niony roéwnaniami mechanicznymi stanowi pedny model matematyczny uktadu.

Oedng z metod okreslenia modelu matematycznego przetwornika [liniowego
jest analityczny opis (wykorzystujacy podstawowe prawa obwodéw magnetycz-
nych i analizy matematycznej) przyjetej struktury elektromechanicznej prze-
twornika.

Rysunek i ilustruje konfiguracje ptaskiego silnika liniowego oraz o-
rientacje nieruchomego wzgledem induktora ukd#adu wspétrzednych jak row-
niez okresla podstawowe wymiary silnika.

Przyjeto wersje jednostronng indukcyjnego silnika liniowego z litg biez-
nig ferromagnetyczna (stalowa) z naktadka nieferromagnetyczng (Al, Cu, Br
itp. ). Badanie tak przyjetej wersji obejmuje réwniez wykonanie dwustronne
ptaskie. W przypadku silnika dwustronnego ptaskiego z biegunami réznoimien-
nymi naprzeciwlegdtymi odmienne bedag warunki brzegowe ukdadu roéwnan pola
elektromagnetycznego (patrz réwnanie 18).

Czyni sie nastepujace zatozenia:

1. Induktor wykonany Jest z materiatu ferromagnetycznego o przenikalno-
Sci magnetycznej ¢JN =00 , konduktywnosci = 0.
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Rys. 1. Uktad przestrzenny jednostronnego, liniowego przetwornika induk-
cyjnego (uktad wspétrzednych xyz nieruchomy wzgledem Induktora)

53-2-2 (~-J32Z-H 55-2-2
-H3+4-2-2H-3-322 H3.3-221<-3?>22

X

Rys. 2. Przyktad poteczen uzwojenia jednej fazy induktora. Uzwojenie dwu-
warstwowe, pétpetne ztobki krancowe, cieciwowe, czterobiegunowe z dwoma
zezwojami na biegun

2. Induktor zawiera tréjfazowe, symetrycznie przestrzennie umieszczo-
ne uzwojenie z poOtpednymi ztobkami krancowymi. Schemat poteczen uzwojenia
jednej fazy ilustruje rysunek 2.

3. Bieznia wykonana jest z materiatdéw izotopowych o statej konduktyw-
nosci i statej wzglednej przenikalnosci magnetycznej roéwnej wzglednej prze-

nikalnosci na powierzchni.

4. Rozktad przeptywu magnetycznego (SMM) uzwojen induktora w Kkierunku
osi z jest okresowy o okresie 2L (rys. 3).

5. Rozktad przeptywu magnetycznego (SMM) uzwojen induktora w kierunku
osi x jest okresowy o okresie 1.
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Rys. 4. Rozk#ad przeptywu Induktora wzdduz osi X

Zatozenia 415 wymagaja szerszego oméwienia.

W wyniku obserwacji rozktadu pola elektromagnetycznego stwierdzono ist-
nienie tzw. efektow podtuznych i poprzecznych (koncowych i brzegowych,
Longs - Breitenendeffekt, longitudinal and transverse edge effect), wyni-
kajacych ze skonczonych wymiaréw induktora i inercyjnosci zjawisk elektro-
magnetycznych, zachodzgcych w poruszajacej sie wzgledem induktora biezni.
Fakt istnienia efektu podtuznego (skonczona d#ugos$¢ induktora) zasadniczo
zmienia postepowanie w ustaleniu modelu matematycznego przetwornikéw li-
niowych w stosunku do maszyn wirujacych.

Przyjecie okreslonego w zatozeniach 4 i 5 okresowego rozkdtadu przepty-
wu induktora wzdduz osi z i Xx upraszcza opis modelu matematycznego
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przetwornika liniowego, gdyz umozliwia zastosowanie analizy Fouriera. Po-
stepowanie takie znane Jest w elektrodynamice technicznej (badania rozkta-
du p6l statych]l Jako metoda odbi¢ zwierciadlanych.

Na podstawie badan [I] rozktadu pola elektromagnetycznego w szczelinie
eilnika liniowego stwierdzono réwniez, ze przyjecie sinusoidalnego opada-
nia przeptywu na szerokosci poteczen czotowych (wymiar h) wzdduz osi z
z dobrym przyblizeniem odpowiada przebiegowi pola rozproszenia. Dek wi-
da¢, przyjety do dalszej analizy okresowy, przestrzenny rozktad przeptywu
induktora zostat zdeterminowany badaniami i obserwacjami ekspe-ymentalny-
ml. Fakt ten uzasadnia zastosowanie terminu identyfikacji przetwornikow
liniowych.

Model matematyczny przetwornika okreslany na tak przyjetym rozktadzie
przestrzennym przeptywu bedzie uwzgledniat efekt podtuzny 1 poprzeczny
rozktadu pola, wptyw ruchu biezni wzgledem induktora oraz wptyw poteczen
czotowych uzwojenia.

Nalezy zaznaczy¢, ze wstepne zatozenia oraz przyjety przestrzenny roz-
ktad przeptywu bede prowadzity w wyniku dalszej analizy do modelu matema-
tycznego przetwornika liniowego na pewno mniej og6lnego niz w przypadku
teorii relatywistycznej elektrodynamiki. Jednakze model ten umozliwi okre-
Slenie parametréw elektromechanicznych przetwornika liniowego na podsta-
wie parametréw konstrukcyjnych. Model ten Jest wiec bardzo przydatny do
analizy Jak réwniez w pracach konstrukcyjnych.

Rozktadajac przeptyw pierwszego zezwoju, pierwszej fazy, pierwszej gru-
py na szereg harmonicznych, otrzymujemy nastepujece wyrazenie okreslaja-
ce - te harmoniczne :

= i11(t+tQ1l) z1 8in(i? ot) cosfx

(1)
= 1,2,3,4...

Rys. 5. Rozk#ad przeptywu pierwszego zezwoju, pierwszej grupy, pierwszej
fazy wzdtuz osi X
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Harmoniczna dla dowolnego zezwoju pierwszej fazy ma postac-.

9 = qift+toi” 21 $3r 8in(® of) c o s Jm?<»]
@
gdzie:
1.2 ...3i... g - numer zezwoju w grupie,
1.2 _..9 ...2p - numer grupy w fazie.
Sumujec przeptyw dla nieparzystych numeréw grup otrzymujemy:
q 2p-1 sln v W
A= 2Z1 701,K,9 = M t+t01* Z1 5? *in(i? g2~ O Ax
ae=i 3" 1,2... 810 2
X sin*v>mgct * coa L”x * (p-1)*"q«] (©))
Dla parzystych numeréw grup
q 2p sina-
X = Sr~we .9 = - ilit+tOl)2i b ainC”™iS~L or) - *
3t=1 9=2,4. _. 31n
* = C08& X - P7I»goQ. @)
A\
Catkowity przeptyw pierwszej fazy jest roéwny:
00
8X = :0J +787) = )z, y\ kg sin[i»x-v’mgq«(p-£)-i?crfg-1)J,
i>=1,2,3...
®

gdzie:

1 »a -i -\  q2 sinDT?mgoF
W- 2————<F) - e zTnyS"t
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Catkowite przeptywy pozostatych dwéch faz wyrazajag sie nastepujacymi
zaleznos$Sciami:

02 = -i2(t+t02)z2 ~jkg sinE?x -i?mqof(p-j) -VQFf(g-1) - )

03 = i3(t+t03)z3 Z : < sin j™ -i?mqct(p-i) -i**(qg-1) -2vgc*J (@)

Wprowadzajac przesuniecie uktadu wspodrzednych (nieruchomegowzgledem
induktora)

xt = x - mgoc(p-i) -of(g-1) )

otrzymujemy catkowity przeptyw uzwojenia stojana w postaci:
00 <

0 = X: 11"t+t017z1 ks Bin(xi) - i272t+t02” z2 ks +

+ i13(t+tQ3) z3 sin(i?x1*2v'qor) . (9)

Rozktad przeptywu wzdduz osi z (na podstawie rys. 3) prowadzi do na-
stepujacej postaci catkowitego przeptywu induktora:

e - S S knkiF1/Mt+t0l ) isin(Pxi) - i2(t+t02)aln(v'x1->?qaf)z2
n i?

+ 13 (t+t03)z3sin(Vxi-2>"qer)J cos(n 2t 2)

gdzie:

.n _...-T *h 2h  JTncl,”
ls”é’*“i— 2-——- [?/Ihln:r e S 10
@K} “n
W przypadku zasilania symetrycznym ukdadem pradéw, tzni- Xk = ~ ~  exp
Jl«t - (k-1) gdzie 1 ... k ... m - numer fazy oraz gdy =z2 =23 *

= z, woéwcza$ catkowity przeptyw pzwojenia induktora ma postac:
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O(x,y=tS,z) = E E ks ks XIW 2 cos”t—+T fn"g -§)<* + J cos(n N 2),
r
(11)

gdzie:

oW e UIFW) |

sin 5 (i>mgQf-X)

- \IX:F*
il f _int suti.«, ZI'|€*“-H
n |

- sin ~(vmgof- 2)

Dednostke parametréw £,0f oraz wymiaru x jest radian. Zamiane jed-
nostek dokonujemy przy pomocy zaleznos$ci:

x [mm] = s [rad] . . (12)

Z-towe sktadowe oktadu pradowego induktora obliczamy z zaleznosci:

Aol T
00 00
£ Z, ks ks'?T'&I"t+t01"2l cos™ xI NY)-i 2it+02"z2cos” xI - vgof AT
+ 13 (t+t03)z3sin[Px1 - 2V>qofEyJ (13)

Znajomos¢ uktadu pradowego zezwala na wyznaczenie rozkiadu sktadowych
wektoréw pola elektromagnetycznego w szczelinie powietrznej i biezni.

Rozktad sktadowych wektora natezenia pola magnetycznego przy zatozeniu
zerowych predéw przesuniecia jak roéwniez zerowej wartosci predoéw konwek-
cyjnych okreslony jest nastepujacymi uktadami réwnan czastkowych:

szczelina powietrza
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w poszczeg6lnych warstwach biezni 1 (2)

32".(2)«2 35<2>*2 3"i(@.2

~TA " 3y2 * 3?2« * -»<2)"«2) “ QT
% - *

n % * % N - W u a R N

Uktad réwnan (15) opisany jest w uktadzie wspdéirzednych (x2, y, z) nie-
ruchomym wzgledem ruchomej biezni, dlatego tez

= x2 +$ t (16)

Réwnania falowe (14), (15) w funkcji wielu zmiennych najwygodniej jest
rozwiezywa¢ metode rozdzielenia zmiennych Fouriera. Metoda ta polega na
zastepieniu funkcji wielu zmiennych N Nx2,y,z,t) przez iloczyn funk-
cji zaleznych tylko od jednej zmiennej :

H1(2)"x2" y*" z* N = X™~&2© z(z>T(O0.

Ostateczne rozwiezanie uktadéw réwnan (14) (15) wymaga uwzglednienia
nastepujecych warunkéw brzegowych. Ferromagnetyk potraktowano jako po6+-
przestrzen. Zatozenie takie mozna poczyni¢ ze wzgledu na stosunek gteboko-
Sci wnikania pola do ferromagnetyka do grubosci df

y =0 hsx2 - hix2
H& = Hlz
an
% “P IHly
y = - dl HIx2 "™ H2x2
HIz = H2z

ATHIYy =72H2y
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W przypadku silnika liniowego dwustronnego z réznoimiennymi, przeciw-
legtymi biegunami bieznie stanowi lita szyna nieferromagnetyczna (Al, Cu,
Br), wéwczas warunki brzegowe maje postac:

Rozktad sktadowych wektoréw natezenia pola elektrycznego £, indukcji
magnetycznej B oraz gestosci pradu elektrycznego 3 w poszczeg6lnych
warstwach obliczamy na podstawie réwnan Maxwells.

Efektem przeprowadzonej dotychczas analizy jest pedny rozkiad sktado-
wych wektorow pola elektromagnetycznego w szczelinie powietrznej i biezni
ktéry jest zdeterminowany parametrami konstrukcyjnymi przetwornika i pa-
rametrami zasilania uzwojen induktora.

Przez rozktad sktadowej wektora rozumie sie funkcje okreslajece war-
tos¢ danej sktadowej w chwili t w punkcie przestrzeni (X, y, z),rp.
= fCxj.yzt) oznacza rozktad sktadowej y-owej indukcji magnetycznej w szcze
linie powietrznej.

Znajomos$¢ pednego rozktadtOwektordédw pola elektromagnetycznego przetwor
nika liniowego daje szerokie mozliwosci analizowania, konstruowania i syn
tezy. W przeswiadczeniu autora znajomo$¢ rozktadu pola elektromagnetycz
nego w szczelinie powietrznej 1 biezni stanowi fundamentalny warunek pro
wadzenia badan przetwornikéw liniowych, poniewaz rozktad ten okresla wa-
runki przetwarzania energii. Dlatego tez wszelkie problemy optymalizujace
prace przetwornika wymagajg opracowania algorytmu sterowania pradami u-
zwojen induktora realizujacego rozkdtad pola najbardziej zblizony do op-
tymalnego, okreslony wedtug zatozonego kryteriu. Silnikéw liniowych nie nj
lezy traktowa¢ jako szczegbélnego przypadku maszyn wirujacych, lecz jako
osobny typ maszyny elektrycznej. Wszelkie adaptacje metod analizy stoso-
wanych w przypadkach maszyn wirujacych sa dopuszczalne jedynie dla waskie
go zakresu pracy przetwornika.

Ograniczone rozmiary artykudu nie pozwalajg na zacytowanie rozwigzan
uktadow roéwnan (14), (15). Mozna Jedynie naszkicowa¢ mozliwosci dslszego
postepowania. Zamieszczone powyzej uwagi, odnoszace sie do podkres$lania
bezwzglednej waznosci faktu znajomosSci rozktadu wektoréw skdadowych pola
elektromagnetycznego (opartego na parametrach konstrukcyjnych i1 zasila-
nia), potwierdzone sg mozliwoSciami okreSlenia:

strumienia fazy

L/2 [(mg-£)T

f B<Sy(y=0& dx 19)
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y= (9-1.) mgof + (k-1) caf + (@1 )f

9 r2p-1 2p

vk = zLj ~*,9,k v § Ax 9.k
1|_9—|35 . Q=2,4,6...

sita elektromotorycznej rotacji

~k

Ek = - 2k W (20)

napiecia zasilania uzwojenia

Uk = RK ik + Lsk TT + Ek

mocy pola elektromagnetycznego (na podstawie znajomos$ci predu 'k °raz Ek}

pls® 81ty P°ci9gowej Fx
1 L/2

FX iﬁ"d)‘l ( SyS dz

0 -L/2
(21)
Sys = fﬂggy,, B& 1> y = 0
sity normalnej
1 L/2
(22)

Fv - /7 d>* / sw df
0 -L/2

Syg = F(Bcy" BOz" BeXI5 dI® Y = 0

strat mocy w biezni

Pgff = Pig<“ FxfF

jak rowniez inpedancji biezni, co umozliwia okreslenie schematu zastepcze-
ilosciowo odmiennego od maszyny asynchronicznej wi-

go fazy (Jakosciowo i.
rujacej).
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Szczegblnie ostatnia mozliwo$¢, tzn, okreslenie schematu zastepczego
fazy jest godna podkreslenia, gdyz umozliwia analize przetwornika, operu-
jac nieliniowymi elementami skupionymi.

Zesp6+ réwnan (10, 14, 15, 17, 18, 21, 22) stanowi pe#ny model matema-
tyczny indukcyjnego przetwornika liniowego, uwzgledniajacy efekt podtuzny
i poprzeczny, wp4yw ruchu biezni wzgledem induktora oraz potgczen czodo-
wych uzwojen induktora na parametry elektromechaniczne przetwornika linio-
wego (silnika liniowego).

SPIS O0ZNACZEN

L.c,Lg,h,dj,d2 - wymiary geometryczne przetwornika

q - liczba zezwojoéw w grupie (numer zezwoju w grupie)
c* - podziatka ztobkowa

£ -skrot zezwoju

m -ilos¢ faz (k - numer fazy)

T - podziatka biegunowa

- numer harmonicznej przestrzennego rozk#tadu wzdduz osi x,

y=1,2,3,4

n - numer harmonicznej przestrzennego rozktadu wzd#uz osi z,
n-1,3,5

p - liczba par biegunéw (9 - numer grupy uzwojenia)

i, ] - wartosci chwilowe pradéw zasilania poszczegélnych uzwo-
jen

zz22z3 - ilos¢ zwojow zezwoju poszczegdlnych faz

kg kg -wspétczynniki przeliczeniowe (patrz réwnanie 5, 10)

Xyz - uktad wspotrzednych nieruchomy wzgledem induktora.Poczg-

tek uktadu na powierzchni biezni i w $rodku pierwszego ze-
zwoju pierwszej fazy (rys. li 5)

xlyz - uktad wspo6trzednych nieruchomy wzgledem induktora prze-
suniety wzdduz kierunku x (réwnanie 8)

x2yz - uktad wspétrzednych nieruchomy wzgledem biezni (réwna-
nie 16)
- -strumien ae-tego zezwoju,9- tej grupy, k-tego uzwojenia
Isk - indukcyjnosé rozproszenia k-tego uzwojenia induktora
Rk -rezystancja k-tego uzwojenia

-moc strat w biezni
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- moc pola elektromagnetycznego

P1S
- predko$¢ ruchu biezni
8 - wektor indukcji magnetycznej
H - wektor natezenia pola magnetycznego
E - wektor natezenia pola elektrycznego
5 - wektor gestosci predu elektrycznego
X,Y,Z - indeks okreslajacy sktadowag
b - indeks okreslajacy szczeline powietrzng
1. - indeks okres$lajacy pierwszg warstwe (grubos¢ di1 Al,Cu,Br)
2. - indeks okres$lajacy druga warstwe (grubos¢ d2 Fe)
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“‘Przyjeto do druku w czerwcu 1977 r.

MATEMATHLtffiCKAS MOftEJIB HHflyK(ijfOHHOrO (ACKKXPOHHOTro0)
JIHHEHHOrO nPEOEPA30BATEIJIfI

Pe3®0Ome

B ciaite npescxaBjieHO ypaBHeHKH MaTeiiaTHaecKOH Mo”ejiH acraxpoHHOro jih-
HeAHHoro npeodpasoBaiexa. 3ia Mo”eatk yamuBaeT nposojiBHiJo h ronepe”JHHH s®eKt,
HaMarHH"HBaioinHe awiep - bhtkh aodoBoit tocth odmotkh, a Tansce ABHxeHHe bto-
pHNiHOja gacTH npeo6pa30BaTeaa. MaTeMaiKaecKaa uop,exh 310 coctsb MaTeMaTnaec-
khx (Jopuyji H3oepajKaiomHx sjieKTpoMexaHH"iecKoe npeo6pa30BaHne sHepraa b aoHH-
xpoHHOM jiHHe&HHOM npeo6pa30Baielie.
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MATHEMATICAL MODEL OF LINEAR INDUCTION TRANSFORMER

Summary

A mathematical model is given which takes into account the longitudio-
nal and transvers edge effect, the end-winding field and the movement of
secondary. A mathematical model here is a sum of mathematical formulae for
the determination of the electromechanical energy transformation in [li-
near induction transformers. The equation necessary for the determination
of the magnetic fields, fluxes, voltages, eddy currents,losses, traction-
and vertical forces and electrical power are deduced.



