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Streszczenie. Wykorzystując model matematyczny silnika indukcyj
ne go- tTT»Tr7iTlar"głębokożłobkowym, przydatny do analizy stanów elek
trodynamicznych, wykonano obliczenia rozruchu i ponownego załącze
nia dla silników o prostokątnych i trapezowych żłobkach winnika.Po
równano obliczone przebiegi czasowe wielkości elektromechanicznych, 
uzyskane na podstawie różnych mcdeli aproksymujących silnik głęboko- 
żłobkowy. Wyniki uzyskane dla silnika o trapezowych żłobkach wirni
ka porównano z odpowiednimi wynikami pomiarów oecylograficznych.

1. Model matematyczny silnika głebokożłobkowego

ścisły model matematyczny silnika głębokożłobkowego winien stanowić u- 
kład równań różniczkowych cząstkowych zmiennej przestrzennej oraz czasu. 
Zmienną przestrzenną jest odległość x mierzona od podstawy żłobka wir

nika. Układ taki jest trudny do sformułowania i analizy.
Poprzez dyskretyzację zmiennej przestrzennej x uzyskuje się układ rów

nań różniczkowych, złożony ze skończonej ilości równań o pochodnych zwy
czajnych. Fizykalnie oznacza to podział żłobka na skończoną liczbę (v) ele

mentów. Tą drogą uzyskuje się fikcyjny silnik wieloklatkowy. Oeśli liczba 
klatek jest dostatecznie duża, można pominąć strumienie indywidualnych roz

proszeń poszczególnych fragmentów pręta umieszczonego w żłobku wirnika.

Zakłada się liniowość obwodu magnetycznego, symetrię oraz sinusoidal
ny rozkład przepływów stojana i wirnika, pomija się straty w żelazie.

Po transformacji dwuosiowej równań fazowych zastępczego silnika wielo- 
kletktowego oraz po sprowadzeniu parametrów uzwojeń wirnika na stronę sto

jana uzyskuje się układ równań różniczkowych (1).
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Układ równań (1) opisujący stany dynamiczne żastępczej maszyny dwufa

zowej, wieloklatkowej można zapisać w formie skrótowej.

[H] " Ht [* ]  + ' ^ t 1] - ^ l KV P I  + ([R f] + [R r] 5 [I]'

pb Re
O dtu
"pF * ćTt -  M ( o j )  .

W równaniach (1) oznaczono:

... - rezystancję uzwojenia atojana oraz sprowadzone rezystan

cje poszczególnych klatek wirnika,

- sprowadzoną rezystancję fragmentów uzwojenia wirnika .wspól

ną dla wszystkich klatek (pierścienie zwierające i części 
prętów znajdujące Się poza pakietem blach wirnika) [l].

Komplekeory UŁ , sto.Jana oznaczone ogólnie przez powiązane

są z odpowiednimi wielkościami fazowymi stojana

-\fT (Wal + SlW bl + af W c l }

-j(oot+v; ) 
J x lao

h  ¿1

Układ napędowy traktuje się Jako ciało sztywne, o wypadkowym momencie bez
władności D, statyczna charakterystyka obciążenia podana Jest w postaci 

analitycznej przez Mm (co).
Do dalszej analizy przyjmuje się model, w którym zmiennymi stanu są: 

wektor prądów oraz elektryczna prędkość kątowa oo . Po transformacji

dwuosiowej, dla zastępczej maszyny dwufazowej, obowiązuje zależność

[ J M * - ]  Li]-
(2 )

g d z i e :

D-ri- L>*

M  • [4 0 * [Lr] * M

O .

[ Lr]
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D-e-l

Lsl 0 . 0

0 *"S21 *-¿21

• m *-¿22 * • ‘ LS22
• • • •
• • . •
0 LS21

i*
S22

1*
l52v

L ¡j. - indukcyjność magnesująca,

L' - sprowadzona indukcyjność elementów uzwojenia wirnika, ws olnych
dla wszystkich klatek zastępczych (rozproszenia),

L*21 - sprowadzone indukcyjności rozproszeń wielokrotnych pomiędzy po-

sl

szczególnymi uzwojeniami zastępczego wirnika, 

indukcyjnośń rozproszenia uzwojenia stojana.

Po wykorzystaniu zależności (2) układ równań różniczkowych (1) przyj- 
muje postać

[ h ]  -  i t  ( [ l j  [ i i 5 +  -  H k j > m c ł m > ] [ ł I -

M = p, Re e b ^ l i i i 1 i 
1=1

*

“ 1 Ir

(3)

gdzie:

[R] “ [Rf] + [Rrl

Układ ten opisuje ściśle przebiegi dynamiczne w silniku indukcyjnym głę- 
bokożłobkowym, gdy liczba elementów, na które podzielono pręty wirnika 
v — • oo

Uwzględnienie nieekończonej.ilości równań w układzie (3) Jeat praktycz
nie niemożliwe. Stąd też dąży się do sformułowania takiego modelu aproksy- 
mujęcego silnik głębokeżłobkowy, który Już przy niewielkiej liczbie rów
nań będzie opisywał procesy nieustalone silnika z wystarczęjęcę dokładno
ścią. W'praktyce oznacza to redukcję wymiaru macierzy [1^ do (v + i) = 3,

4 lub 5. Redukcji wymiaru macierzy można dokonać, posługując się schema
tem zastępczym w formie operatorowej, wyprowadzonym z układu równań (3) 
przy założeniu oj = o j , o j = const (rys. i), w którym wprowadzono formal

nie parametr

"e2i *-¿2(1+1) ~ & 2 (i ) (i = 1,2

I
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Rys. 1. Operatorowy schemat zastępczy silnika wieloklatkowego 
(klatki zastąpiono równoważnymi nitkami prądowymi)

W granicznym przypadku, gdy liczba elementów pręta v— ► <x> dwójnik przy
łączony do zacieków (a,a) schematu reprezentujący fragmenty uzwojeń wirni

ka, w których zachodzi wypieranie prądu staje się linią długą o impedan- 
cji Z (p). Można go aproksymować dwójnikiem zastępczym o impedancji Z^(p). 
Pożądane jest, aby dwójnik zastępczy o odpowiednio dobranych parametrach, 
posiadał niewielką liczbę gałęzi. Obwody odpowiadające tym gałęziom nazy

wane są zastępczymi obwodami wirnika. Przy skończonej ilości obwodów za
stępczych nie jest możliwa równość 2^(p) = 2^(p) lub Zp(j“0 = Zp (ju>). 
Ogólnie impedancję Zp(p) można aproksymować za pomocą impedancji dwćj- 
nika złożonego ze skończonej ilości gałęzi R , L (rys. 2). Uzyskane w ten

Rys. 2. Schemat dwójnfcka aprokeymującego o lmpadnacji Zp(p)
(w zależności od spoaobu aproksymacji niektóre elementy scnematu przyjmu

ją wartość zero)

sposób nowe współrzędne Ij ... I* stanowią, łącznie z prądem stoja-
na Ij. współrzędne elektromagnetyczne modelu aproksymującego maszynę, o- 

pisywanego układem równań

fe] ■ Sr H  W • H - 1" M > [L.] W * [«.] M  <*;
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M = p. e b

V

Re(j v  Z  &  h
i = l

pb dt m

w którym

T O

l k ' n ^

» L Le]

~al

(O)

'a2

(O)

L*av

[ L 2  - M  + H  ; [Rt] = M  + feal*

Macierze [lQ  oraz £r '[] maję strukturę podobnę odpowiednio do macierzy [L],

W .

[Ral

RŚ-al ........  RŚal

RŚa2 RŚa2

0 Rtfal R£a2 ••• Rśav

gdzie

R^i = RGa(i+l) " RŚ a (1)

Parametry macierzy [R(] oraz [Lt] mogę być wyznaczone pomiarowo będź ne 

drodze obliczeń.

2. Metodyka obliczeń procesów rozruchu i ponownego załączenia

Po założeniu cl>x = O, układ równań (4) doprowadza się do postaci kano

nicznej (5)

feJ -TO“1 [fe]+ (H k]M - [RJ } fet]

^ R e  [ ¿ ( ^ ¿ 1 ^ )  . I,'
i=l

(5)

+ rf MmM
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Best to układ nieliniowy, rozwiązano go numetrycznie przez całkowanie me

todą Rungego-Kutty na maszynie cyfrowej Odra 1305. Charakterystyka sta
tyczna M (co) momentu obciążenia dana jest równaniem 
7 m

M (co) m

aco dla |co|^b 

2
(6 )

clo + d dla |u>|

Silnik zasilany jest z sieci symetrycznej. Kompleksor napięcia sieci

U = U e —s 8m

j (cost+jo)

A. Dla przypadku rozruchu wyznacza eię przebiegi Ql,t (t )]; oo(t); Me ( 0  z u- 
kładu równań różniczkowych (5) w przedziale czasu t f(0,t ), po zało

żeniu U, = U l(t)— 1 ”8

to( t = 0) = 0

[lt(t = 0 )] = 0.

B. Dla przypadku ponownego załączenia silnika do sieci wyznacza się prze- 
biegi czasowe 1 ^ ( 0 ,  M (t),co(t), z równań różniczkowych (5), przy wa

runkach początkowych różnych od zera. Warunki początkowe uzyekuje się, 
analizując stany pracy silnika poprzedzające ponowne załączenie

- stan ustalony przed odłączeniem silnika dla t ®  (-00, O -), dla któ
rego obowiązuje układ równań algebraicznych

[u] = (JCO [ l J  - J-[k] [lJ * [Rt] ) [ l ]

V

(7)

Pb Re
i=l

Mm(co),

- proces odłączenia silnika - wybieg, dla t £-(0 +, tz ), dla którego obo

wiązuje układ równań różniczkowych

d
li [¿2 t] " H  _1 (-[R2tl [¿2tl +

(8 )
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'JapJęcle resztkowe silnika

U = L d- V  i*l 
-1 >  dt 2-j 2i

i=l

W równaniach (8) macierze oznaczone indeksem 2 wynikają z macierzy 
[L ] po eliminacji pierwszego wiersza i pierwszej kolumny.

Rozwiązanie stanu nieustalonego po ponownym z łączeniu silnika do sie
ci t e ( t z , t ) uzyskuje się z układu równań r-zniczkowych (5) z waiunkami 
początkowymi wynikającymi ze stanu odłączenia silnika. Waiunki początkowe 
na krańcach przedziałów czasowych oblicza się z zachowania ciągłości li- 

niozwojów wirnika [^2 tJ oraz kręta 3 .

3. .Wyniki obliczeń i pomiarów procesów rozruchu i ponownego załączenia

Według metodyki przedstawionej w punkcie 2 wykonano obliczenia proce
sów i oir.i-hu, wybiegu i ponownego załączenia 3ilnika głębokożłobkowego.

Parametry Rj, L^, R*, L* układu równań różniczkowych (5) uzyska

no na drcdze typowych obliczeń obwodu elektromagnetycznego silnika. Para
metry Li,_. , R- . L* , R* (dla i = 1,2 ...v) reprezentujące elementy ob-to c. 1 c i 81 81
wodu wirnika, w których zachodzi wypieranie prądu, można wyznaczyć:

a) poprzez związanie równania różniczkowego Riccatiego [ Z określają
cego impedsncję operatorową Zp (p,x) jako funkcję zmiennej przestrzen

nej x. Wykorz-..tując rozwiązanie ogólne przedstawione w postaci sze

regu, zbieżnego wokół punktu p = 0, uzyskuje się ułamek łańcuchowy/sta- 
nowiący po uwzględnieniu skończonej ilości wyrazów impedancję aproksy- 
mujęcą Z p (p),

b) metodą składowych mcdalnych rî ]. polegającą na znalezieniu ścisłego roz
wiązania przebiegu czasowego prądu ip (t), po załączeniu na dwójnik o 
impedancji Z 'p' jednostkowego napięcia stałego. Parametry impedan-

cji nproksymujęcej uzyskuje się na drodze syntezy z wyrażenia z ’(p) =
1 . P

 ---- “■'T"''' 9tiżie i jip - postać operatorowa sumy pierwszych dominu-
P ipj P ’ Pd

jących składników wykłacniczych prądu ip (t),

;; poprzez wyznaczenie parametrów wirnika wieloklatkowego powstałego z po
działu pręta na skończoną ilość elementów.

."jakościowej oceny dckłaoności aproksymacji można dokonać [l] na drodze 
porównania zbieżności przebiegu charakterystyk częstotliwościowych admi- 
tancji wirnika Yp (jou) = -  oraz przybliżających Yp (jco) = zh '(J^)-

Syntezę impedancji aproksymującej Zp (p)> a tym samym obliczenia para
metrów macierzy J  układu równań (4), można stosunkowo łatwo prze-



Rys. 3a. Przebiegi czasowe momentu elektromagnetycznego Me (t) podczas rozruchu silnika o prostokątnych żłobkach wirnika

 *  przebieg odpowiadający parametrom modelu aproksymującego obliczanym metodą wg punktu a,(*)dla v = 2,
(+) dla v = 3,

 • przebieg odpowiadający parametrom modelu aproksymującego obliczanym metodą wg punktu c, dla v = 3



Rys. 3b. Przebiegi czasowe prędu fazy stojana i g i O  podczas rozruchu silnika o prostokęenych żłobkach wirnika

 *  przebieg odpowiadający parametrom modelu eproksymujęcego obliczanym metodę wg punkut a, (*) dla v = 2,
(+) dla v « 3-

— ---- przebieg odpowiadajęcy parametrom modelu aproksymujęcego obliczanym metodę wg punktu c , dla v = 3



Rys. 4a. Przebiegi czasowe momentu elektromagnetycznego Me (t) podczas ponownego załączenia silnika o prostokątnych żłobkach wirnika

 *■ przebieg odpowiadający parametrom modelu aproksymującego obliczanym metodą wg punktu a, (jfc) dla v = 2,
(+) dla v = 3 '

 • przebieg odpowiadający parametrom modelu aproksymującego obliczanym metodą wg punktu c, dla v = 3

(czas przerwy tz = 0,01 ss arg (yŁ - u ) w chwili wynosi 190°)



I

I

ia [ A ] * 10* ■

Ryą. 4b. Przebiegi czasowe prądu fazy stojana i g i O  podczas ponownego załączenia silnika o prostokątnych żłobkach wirnika

 * przebieg odpowiadający parametrom modelu aproksymującego obliczanym metodą wg punktu a , (*) dla v = 2,
{+) dla v = 3

 * przebieg odpowiadający parametrom modelu aproksymującego obliczanym metodą wg punktu c, dla v = 3

(czas przerwy t2 = 0,01 s; arg (Uj - U ) w chwili t2 wynosi 190°)
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prowadzić dla silnika o prostokątnych żłobkach wirnika, dla którego Zp(p) 
stanowi impednację wejściową linii długiej Jednorodnej. Trudniej uzyskać 
odpowiednie wyniki dla silnika o trapezowych żłobkach wirnika,gdzie Zp (p) 
jest impednacją wejściową linii długiej niejednorodnej.

Obliczenia numeryczne wykonano dla silnika o mocy 400 KW:

1. Silnika o prostokątnych żłobkach wirnika.

2. Silnika o trapezowych żłobkach wirnika.

Ad 1. Parametry wirnika układu równań różniczkowych (5) wyznaczono:
- metodą wg punktu a dla dwu i trzech obwodow zastępczych wirnika (v=2; 

v = 3 ),
- metodą wg punktu c dla trzech obwodów zastępczych wirnika (v = 3),przy 

czym nie uwzględniono indukcyjnóści indywidualnych strumieni rozproszeń 

poszczególnych klatek.
Uzyskane przebiegi czasowe momentu elektromagnetycznego Me ( 0  oraz 

prądu fazy a stojana przedstawiono na rys. 3a,b, 4a,b.

Porównanie statycznych charakterystyk momentu elektromagnetycznego M0(oj) 
poszczególnych modeli aproksymujących przedstawiono na rys. 5.

M, [N m ] *10*

1,2 - charakterystyki modeli aproksymujących 
o parametrach obliczanych m etodą  
wg punktu „a  “ d la  v =  3.2

3 - charakterystyki modelu o param etrach  
obliczonych w g punktu „ c "  d la  v = 3

Rys. 5. Statyczne charakterystyki momentu elektromagnetycznego M (a>) sil
nika o prostokątnych żłobkach wirnika
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Ad 2. Parametry wirnika układu równań różniczkowych (5) wyznaczono me

todę wg punktu a dla dwu obwodów zastępczych wirnika (v = 2). Uzyskane 
przebiegi czasowe Me (t) oraz ig (t), porównane z odpowiednimi wynikami, 
pomiarów oscylograficznych, przedstawiono na rys.7a.b.Moment elektromagne
tyczny wyznaczono pomiarowo na podstawie zarejestrowanych oscylograficz- 
nie wskazań czujnika przyspieszeń. Ten sam czujnik posłużył do rejestracji 
prędkości obrotowej. Statycznę charakterystykę Mg (oj) modelu aproksymuję- 
cego porównano z charakterystykę dokładnę (rys. 6').

Obliczenia wg punktu 2, Jak i pomiary weryfikujęce, przeprowadzono dla 
silnika typu SzOr 138 r 400 kW, 6000 V, 736 obr/min. o trapezowych żłob

kach wirnika. Pomiary wykonano dla silnika nieobciężonego i odtprzęgnięte- 

go od układu napędowego.
Przykładowe oscylogramy stanów rozruchu, wybiegu i ponownego załęcze- 

nia przedstawiono na fot. 8a,b.
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0 0.075 Q150 0.225 Q300
Rys. 7b. Przebiegi prędu fazy atojana iB (t; podczas rozruchu silnika o

trapezowych żłobkach wirnika

•*-----przebieg obliczeniowy
-•-----przebieg pomiarowy
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Rys. 8a. Oscylogram rozruchu silnika SzDr 138 r

Rys. 8b, Oscylogram ponownego załączenia silnika SzDr 138 r

Wnioski końcowe

Obliczenia wykonane przy uwzględnieniu parametrów wyznaczonych wg punk
tu a dla silnika o żłobku prostokątnym wykazały dobrą zbieżność nieusta
lonych przebiegów czasowych momentu elektromagnetycznego: 1 prądu, dla mo

deli z dwoma i trzeba zastępczymi obwodami wirnika. Podobną zbieżność wy
kazują odpowiednie statyczne charakterystyki momentu obrotowego,które po
dobnie -jak częstotliwościowe charakterystyki impednacji Zpfj40) M  mogą 
stanowić jakościowe kryterium oceny modeli aproksymujących silnik głęboko- 
żłobkowy. Maksymalne względne niezgodności analizowanych przebiegów cza
sowych momentu elektromagnetycznego i prądu są w przybliżeniu tego samego 
rzędu co względne niezgodności statycznych momentów rozruchowych.Przebie
gi czasowe momentu i prądu podczas ponownego załączenia wykazują większą 
zbieżność niż odpowiednie przebiegi podczas rozruchu.

Obliczenia wykonane przy uwzględnieniu parametrów wirnika uzyskanych na 
drodze równormlernego podziału żłobka prostokątnego, bez uwzględnienia in-
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dukcyjności własnych poszczególnych elementów pręta, wykazuję większę nie

zgodność w porównaniu z wynikami omawianymi powyżej (które można uznać w 
przybliżeniu za dokładne). Stosunkowo zgodne wyniki uzyskuje się jedynie 
przy powtórnym załęczeniu. Uściślenie wyników można uzyskać przez uwzglę

dnienie w układzie (3) indukcyjności własnych poszczególnych elementów prę

ta 0 Q .
Obliczenia dla silnika o trapezowym żłobku wirnika wykonano jedynie dla 

dwu zastępczych obwodów wirnika. Rozbieżność statycznych charakterystyk 
momentu obrotowego, dokładnąj i aproksymujęcej, jest większa niż dla żłob

ka prostokątnego. Podobne rozbieżności wykazuję pomiarowe i obliczenio
we przebiegi dynamiczne. (Porównania przebiegów prędu dokonano po zaniku 
składowych aperiodycznych, zależnych od fazy włęczenia silnika).

Przedstawione wyniki stanowię jedynie ilustrację metody obliczeniowej 
stanów nieustalonych silników indukcyjnych głębokożłobkowych. Do celów 
praktycznych konieczne Jest podanie sposobu wyboru najbardziej przydatne

go modelu aproksymujęcego silnik głębokożłobkowy. Dla stwierdzenia odpo
wiednich zależności prowadzone eę w taj dziedzinie dalsze badania silni
ków różnych typów oraz mocy w oparciu ó przedstewionę metodę.
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HCCJIEÄOBAHHE PEMHMOB H nOBTOPHOTO BKJHHEHH&

ACHHXPOHHHX ABHFATEjlBM C TJiyBOKHM ÜA3AMK POTOPI B 
ainrcTPOTiTffiżMugTCTCTT HEyCTAHOBHBDiHXCä OOOTOHBHax

P e s e  m  e

HonoJibsjSBi Mazewaiz'ieoKyxi uoRoxb aa»ExpoBBoro A anraseaa c rjiydoKHUH n a sa -  
kk po iopa npzroxHyn k asazasy  saeKTpoABHaitHtecKiix pexaaoB, BHnojmeao pao»e i 
pexEMoa nyoxa ■ noBiopKoro BKjnoB«HBs ajiä jB ara ieze ft o npawoyroJiŁHUuz u ip a -  
BeueaAaz&HiiMB na saun poxopa. CpaBaeao xpHBue szeKzpoiiexaHBHecKHX BexHnzB no- 
ay^eifUHz hs p a sa m  aospoKCHMynmax uozexsA. npeAxezoii paaaSioB h zauepeBHä 
6 ilu aäHHxpoHHHä ABHraTezB c ipaneiieHAazLHHMH na3axH poiopa.PeayjitiaT H  pacae- 
io b  opaBHSBo c cooiBeiCTByxmiHBZ pesyzBiaiauH  ociiBjuiorpaifeHiecKaz: HSMepeHHß.
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INVESTIGATION OF THE STARTING AND RE-SWITCHING PHENOMENA

OF THE INDUCTION DEEP BAR MOTOR IN ELECTRODYNAMIC TRANSIENT CONDITIONS

S u m m a r y

The calculation of the starting and re-switching transients of the in
duction deep-bar motor with the rectangular and trapezoidal rotor slots 
was presented. The calculated plot of electromechanical quantities was 
obtained on the base of different models approximating the deep-bar motor. 
Electrodynamic transients of the motor with deep-bar rotor slots were com

pared with oscillographically recorded test results.


