
Nieliniowy rozkład naprężeń w belkach żelbetowych

1. Wstęp

Ustalenie zależności między naprężeniam i i odkształceniam i m ateriału , 
z którego konstrukcja  jest wykonana, m a podstawowe znaczenie dla 
teorii konstrukcji.

M em al wszystkie usankcjonow ane przez p rak tykę  inżynierską zasady 
i p raw a m echaniki bndowli opierają się na  liniowym  związkn obu wiel­
kości, w yrażonym  przez praw o H ooke’a, względnie na bardziej złożo­
nym , choć również wyidealizowanym  m odelu ciała elastoplastycznego. 
W  rzeczywistości jednak  znaczna ilość materiałów7 budow lanych wykazuje 
mniejsze lub  większe odstępstw a od liniowej sprężystości, zwdaszcza w ob­
szarze średnich i dużych odkształceń. O dstępstw a te  ilu stru ją  najlepiej 
wykresy e, a wyznaczone dla osiowego stanu  naprężeń. Wielkość ich 
uzależniona jest od s tru k tu ry  badanego m ateriału.

Z tego też powodu ten  ty p  nieliniowej sprężystości określa się m ia­
nem  nieliniowości fizykalnej w odróżnieniu od nieliniowości geom etrycz­
nej pow stającej przy  pewnych ty lko układach ciał liniowo sprężystych 
i sił nań  działających 1. Istn ieje  również możliwość wspólnego w ystąpie­
nia obu typów  nieliniowości. Ma się w tedy do czynienia z bardzo już 
skom plikowanym  zagadnieniem  nieliniowości fizyko-geom etrycznej.

Typow ym  przykładem  m ateriału  budowlanego wykazującego wyraźne 
odstępstw a od praw a H ooke’a  jes t beton. Liczne badan ia  zm ierzające 
do ustalen ia zależności m iędzy naprężeniam i i wywołanym i przez nie 
odkształceniam i pozwoliły na  sformułowanie pew nych funkcji, k tó re  jed ­
nak  zachow ują swą ważność tylko dla elem entów poddanych działaniu 
sił osiowych.

U stalenie rozkładu naprężeń w przekroju belki zginanej może n a s tą ­
pić jedynie na  drodze hipotetycznych założeń. P rzy jm ując bowiem n a ­
wet, że liniowy rozkład odkształceń (hipoteza Bernoulliego) z uwagi na 
potwierdzenie go wieloma doświadczeniam i jes t możliwy do przyjęcia,
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1 Jerzy Nowiński, W acław  Olszak, Podstaw y teorii ciał sprężystych fizykalnie n ie­
liniowych, referat w ygłoszony w  PA N  w  1953 r.
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naprężeń.
Stosowane często bezpośrednie przeniesienia zależności e, a właściwej 

dla osiowego działania sił do teorii belki zginanej nie może być w p rzy­
padku  betonu słuszne. W skazuje na  to  stwierdzony doświadczalnie fakt, 
iż skrajne włókna belki w strefie ściskanej doznają w chwili złam ania 
znacznie większych odkształceń jednostkowych niż w ykonany z tego 
samego betonu •słup poddany zgniataniu 1:

O trzym ane ze wzoru lb  wartości są często w literaturze technicznej 
poddaw ane w wątpliwośę dla Bs  =  250 (rbB> 60/ 0). Mimo to  zestawienie 
obu wzorów interesuje nas w sensie ogólnym. D rugą niewiadom ą u tru d ­
niającą tra fn y  w ybór krzyw ej rozkładu naprężeń w belkach zginanych 
jest m iarodajna w ytrzym ałość betonu na  ciśnienie przy  zginaniu. Odno­
śnie do tej wielkości istnieje szereg rozbieżnych poglądów. Podaw ane w lite ­
ra tu rze  w artości w ahają się na ogół między wytrzym ałościam i słupowymi 
i walcowymi. Przyjęcie wytrzym ałości waleo-wej jako m iarodajnej jest 
krytykow ane, gdyż w belkach zginanych odpada korzystny dla w ytrzy­
małości przy  ściskaniu jwóbek walcowych wpływ tarc ia  w  płaszczyźnie 
p ły t prasy.

Niemniej jednak  stężenia poprzeczne belek w budowlach żelbetowych, 
zm niejszając możliwości ich odkształceń poprzecznych przy  zginaniu, 
działają w sposób podobny. Z kolei przeciwko przyjęciu wytrzymałości 
słupowej przem awia znowu fak t, że beton w strefie ściskanej przekroju 
belki zginanej jest nierównomiernie obciążony. Na skutek tego poddane 
ciśnieniom kry tycznym  w arstw y skrajne dzięki sąsiedztwu w arstw  sła­
biej obciążonych p racu ją  w  lepszych w arunkach niż przekrój poddany 
działaniu równomiernie rozrożonych ciśnień wr słupie osiowo ściskanym. 
T ym  też m ożna tłum aczyć różnicę odkształceń jednostkowych (równ. la ,  b). 
U stalenie m iarodajnej wytrzym ałości betonu na  ściskanie przy  zginaniu 
przez pom iar odkształceń jest niemożliwe, gdyż, jak  wyżej podano, nie 
znamy dla tego przypadku dokładnie zależności między wartościam i e, a.

Jedynie bezpośredni pom iar naprężeń za pomocą' odpowiednio skon­
struow anych dynam om etrów  względnie statycznie wyznaczalnych prze­
kładni mógłby tę  sprawę rozwiązać. O ile wiadomo, próby podjęte w tym  
k ierunku nie dały  jednak  dotychczas pożądanych rezultatów .

1 Rudolf Saliger, N owa teoria żelbetu na podstawie odkształceń plastycznych przy  
złam aniu, W arszawa 1952, str. 10.

ebs > 1 2 ,5 -1 0 -«-ifs (la)

ebB > 2 5  -10-6 Iis (lb )
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N orm y radzieckie przyjm ują, że obliczeniowa w ytrzym ałość betonu R m 
na  ściskanie p rzy  zginaniu leży m iędzy jego wytrzym ałością słupową 
i kostkow ą, przy  czym dla betonów o niskiej wytrzym ałości (Rm <  100 kg/cm 2) 
osiąga ona w ytrzym ałość kostkow ą. Zawsze jednak  jest Aciększa od w y­
trzym ałości słupowej (2?m= l,2 5  R s) 1. Norm y polskie opierając się na no r­
m ach radzieckich podają w artość obliczeniowej wytrzym ałości na  ściska­
nie i?m= l , l l  R s 2.

J a k  widać z powyższego, ustalenie k sz ta łtu  b ry ły  naprężeń jak  też 
jej ekstrem alnych w artości napo tyka w belkach żelbetowych na poważne 
trudności. Po tęgu ją  się one w ybitnie, gdy w prow adzając do zagadnienia 
wpływ czasu nadajem y m u charak ter reologiczny.

Mimo tych  trudności teoria  m om entu łamiącego jest w  ujęciu stato- 
p lastycznym  obecnie dość dokładnie opracowana. Sprzyjającą tu  nie­
w ątpliw ie okolicznością jest potw ierdzony doświadczalnie i teoretycznie 
fak t, że wielkość m om entu łamiącego w m ałym  stosunkowo stopniu za­
leży od wielkości popełnionych błędów w przy jętym  rozkładzie naprężeń. 
Również rozkład naprężeń w strefie ściskanej belki zginanej, p rzy  m ałych 
i średnich ich w artościach, da  się dość dokładnie odtworzyć za pom ocą 
m etody naprężeń liniowych, k tó rą  łatw o da się przystosować do rzeczy­
wistości przez odpowiednią korektę liczby n. K łopotliwe jest natom iast 
wyznaczenie rozkładu i wielkości naprężeń w ystępujących w przekroju 
belki żelbetowej w zakresie ich wysokich wartości. W spom niany po­
przednio b rak  sposobu bezpośredniego w yznaczania naprężeń na  drodze 
doświadczalnej, tzn . sposobu om ijającego pom iar s tanu  odkształcenia 
a rejestrującego w prost naprężenia, zmusza nas do potrak tow ania 
spraw y w sposób hipotetyczny. Polegać to  będzie na  wysunięciu pewnej 
ogólnej koncepcji spełniającej znane w arunki brzegowe dla małych 
oraz łam iących naprężeń. Omówieniu tego zagadnienia poświęcony jest 
n iniejszy referat. Przedstaw ione w nim  rozumowanie oparto  na  prostych 
założeniach jednowymiarowego stanu  naprężeń. Ma ono na  celu zba­
danie rozkładu naprężeń w belce żelbetowej pracującej w  fazie I I ,  przy  
równoczesnym  uwzględnieniu nieliniowej sprężystości betonu w ściska­
nej strefie przekroju.

P onad to  poruszone zostały marginesowo w referacie problem y pod­
stawowe dla s ta tyk i ustrojów  w ykonanych z m ateriałów  nieliniowo sprę­
żystych. Głównym reprezentantem  tych  ustro jów  są, jak  wiadomo, kon­
strukcje  żelbetowe. Z uwagi n a  powszechne ich zastosowanie w budow­
nictw ie sta je  się obecnie dokładne opracowanie podstaw  nowej sta tyk i 
n iem al że konieczne. W  przeciw nym  bowiem razie popadam y w  wyraźną

1 K. B. CaxHOBCKnń, Miejie3oóemoHHue KOHcmpyKifuu, MocKBa 1951, c. 45.
2 B . Bukowski, Konstrukcje żelbetoice, W arszawa 1953, str. 17.
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kolizję "wymiarując przekroje m etodą odksztam eń plastycznych na  m o­
m enty  obliczone dla założeń właściwych m ateriałom  liniowo sprężystym . 
Nie jest zresztą wykluczone, że w pewnych w ypadkach ta  kolizja może 
mieć znaczenie ty lko form alne, zwłaszcza w tedy, gdy znaczna część b a ­
danej konstrukcji wTykazuje niskie naprężenia. W  wielu jednak  w ypad­
kach będzie ona m iała sens isto tny .

Zauważam y to  już przy  pom iarach odkształceń belek żelbetowych, 
gdzie z reguły przy  obciążeniach próbnych w ypadają ugięcia znacznie 
mniejsze od w artości obliczonych. Nie wolno nam  zajmować wobec tego 
fak tu  stanow iska obojętnego.

Je s t możliwe też, że opracowanie zagadnienia Statyki ustrojów  w y­
konanych z m ateriałów  nieliniowo sprężystych da efekty gospodarcze. 
Problem  ten  jest jednak bardzo szeroki i wym agać będzie Ayielkiego 
wkładu pracy, zanim  zostanie ta k  wszechstronnie w yjaśniony i zbadany, 
jak  to  ma miejsce w odniesieniu do ustrojów  liniowo sprężystych.

2. Charakterystyka odkształceń i naprężeń przy zginaniu w fazie II

R ozpatrzm y zagadnienie rozkładu ciśnień w przekroju pojedynczo 
zbrojonej belki żelbetowej o przekroju p rostokątnym  M, i procencie 
uzbrojenia ^  przyjm ując, że zasada płaskości przekroju zachowuje swą 
moc aż do chwili złam ania.

P rzyjm ujem y również, że przekrój pracuje w fazie I I . Jako  niew ia­
dome wprowadzam y k ą t q>, tj. k ą t obrotu dwu przekrojów odległych 
od siebie o jednostkę oraz odległość osi obojętnej x =  £■ ht (rys. 1).

ł cfj
Z warunków  geometrycznych odkształconego 
przekroju otrzym am y po wprowadzeniu w ar­
tości

eb =  <p-z=&-ę, ez= & { l - £ ) ,

deb =  (p- dz=@dę,
(2 )

(3)

Rys. 1 (4)

Zakładając na  razie, że rozkład naprężeń w danym  przekroju od­
kształconym  jest znany, obliczmy wielkości wypadkowych ciśnień i cią­
gnień.
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Z =  ez-Ez-/ubh1= ( h 1—x)<pEz- ^ ^ = ( 1  — £)■ 0 E Z-/¿bb^ dla ez< eq, (6)

Z  — Qr- ¡Libiit dla £z > £q , (?)

oraz w artości pomocnicze:

X eb 2
D -& — b ■ | a- z- j a - eb- deb— ~  ■ 8;  (8)

Z - ( h 1- x )  =  (h1- x ) * ( p - E z -.pbTi1= ( l - Ś ) 2(p-EziubJit dla ez < e Q, (9) 

Z ( ł i 1—x ) = Q r fibłi1(h1—x ) = Q r iubJil(l— ę) dla ez > e Q, (10)

■ D-& 8  \  8  8  .
* . = 3 . i . = « * - 2 .

» = * ' .  (12) 
bhl

W  powyższych wzorach wprowadzono oznaczenia

A =  I a-deb, 8 =  f  a-eb-deb. (13)

D la badanego przekroju rów nania rzu tu  sił i równowagi momentów 
przedstaw iają  się następująco:
D = Z

stąd

hh
a) sz < eq , - A  A  =  ( 1 - Ś ) 0 E Z - fibhi,

(1~ i) = <Z>2 E z ~n' WZgL =̂1~0* E Z-ft = & ’ (U)

*>) £z> sq , A  =  QrH bhx,

M = D - # + Z { h 1- .x) ,
a) £z < e 0 ,

«“ i -  (15)

Podstaw iając w artość z rów nania (14) dostaniem y
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stąd
m 0 3= S - 0 Ą  4 - .

Z rów nań (1), (2) i (14) w ynika, że

czyli
<16>

A 2 = { 0 - £b) 0 .  A .
/< ■ Az

Podstaw iam y ten  wyraz do rów nania m omentów

>I1 02__0_(_ł? i= O,

czyli
Vi a a i • ®

m = z ~ &  A ’ gdzie 1h = s b~ j_ -  (17)

W ychodząc z rów nania (3) i uw zględniając równanie (16) obliczam y

0  =  eb +  ez =  e„ +  ,

s tąd
. 0 2 _ 0 fii|_ _ ^ _ ==o,Jhz • [l

* - i + ł Ą j f + ś a -  (18)

M ając określony k ą t obrotu (p =  j  i położenie osi obojętnej X = £ h l
«i

obliczam y naprężenie panujące w stali zbrojeniowej

* ,=  0 ( 1 - 1 ) ,
stąd

( r , = ^ . 0 ( l - f ) .  (19)
b) sz > e Q,

S  +  Qr- fcbhl( 1 - i ) ,

m 0 2= S - \ - 0 2 'Qr- 1 — f ) .

Rów nania (2) i (15) podają , że:

0-  flQr =  A ,

0 { l - £ )  =  0 - e b.
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Uwzględniając to, w powyższym równaniu m om entów dostaniem y 
analogiczną wartośó m ja k  w  przypadku ez < e Q (równ. 17).

m<P2= 8- \ -A  ( 0 — eb),
stąd

0  — ł?i 8
m =  - 0 2 ’ Vi =  eb -  2  ■ (20)

W ielkość k ą ta  obrotu wyznaczona została równaniem  (15)

r A  ^  i  ■ o  Q r

uQr ~  ’ g ^ r~~Rm  ’

zaś odległość osi objętej rów naniem  (4)

eb eb R.n

W yprowadzone wryżej w zory Avażne są zarówno dla sprężystego, jak  
i plastycznego odkształcenia stali zbrojeniowej. Pozw alają one na  zilu­
strow anie m echanizm u sił w ew nętrznych w przekroju belki zginanej, 
z ty m  jednak, że m usi się wpierw w ty m  celu podporządkow ać liniowo 
zm iennym  odkształceniom  pew ną funkcję naprężeń.

Równanie (2) w yjaśnia, że potrafim y wówczas wyznaczyć dla każdej 
wartości <p i x  rozkład naprężeń w strefie ściskanej. Rów nanie to  w ska­
zuje również na powinowactwo istniejące m iędzy krzyw ą naprężeń z , a 
i p rzy ję tą  krzyw ą e, a.

Proponow aną poniżej krzyw ą e, a wyprowadzono w  oparciu o nastę ­
pujące założenia:

a) W  strefie m ałych odkształceń naprężenia rozkładają  się liniowo 
zgodnie z praw em  H ooke’a, p rzy  czym przyjęto  m oduł sprężystości be­
tonu E b odpow iadający niskim  naprężeniom . \

b) Złam anie belki pojedynczo zbrojonej następuje  w chwili przekro­
czenia w ytrzym ałości betonu na  ściskanie przy  zginaniu. Przyjęto , że 
w ytrzym ałość ta  jest rów na podanej przez norm ę PN /R  03260 t/w . obli­
czeniowej wytrzym ałości na  ściskanie R m.

c) P rzy  złam aniu belki beton na  kraw ędzi strefy ściskanej doznaje 
skrócenia jednostkowego

e*= 25 X 10~8 R m h (21)

1 D la ułatw ienia obliczeń przyjęto B s =  Rm ■ W zięto przy tym  pod uwragę, że 
25 • 10-6 R s oraz to, że nieduże odchylenia od rzeczywistej krzywej naprężeń nie 

w pływ ają zasadniczo na obliczoną wielkość m om entu łam iącego, a tym  bardziej na 
w ielkości m om entów  niniejszych od niego.
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d) Powierzchnię wykresu naprężeń w ystępujących p rzy  złam aniu 
belki wykonanej z betonu o średniej wytrzymałości (R w =  100 do 
300 kg/cm 2) cechuje podana przez Loleita i Sachno wskiego, doświadczal­

ninie stw ierdzona wielkość 0,53. Wielkość ta  jest cechą charak­

terystyczną wykresu naprężeń.
Powyższe założenia narzucając krzyw ej naprężeń jej w arunki brze­

gowe oraz charakterystykę rjjela) w  dostatecznym  przybliżeniu określają 
funkcję naprężeń. Proponuje się przedstaw ienie te j funkcji w  formie 
wielomianu

-C/a V
(22

W ystępujący w ty m  wzorze m oduł sprężystości E b odnosi się do be­
tonu  poddanego m ałym  ciśnieniom.

Łatw o sprawdzić, że proponowana równaniem  (22) zależność spełnia 
p rzy jęte  założenia.

Dla u = 0  jest £* =  0 zaś .
d o  Hjb

Dla a = R m jest eb= e b.
Równanie (22) pozwala na  obliczenie wartości pomocniczych

a ■ deh=
E b

8  =
=  } * - Sb ■ d s h  =

Oz
% G ©

p i D •

/
®

t z  .

i— e , d = 0,85F.a

« ■ n o
E l  [21 

gdzie

1 0  7.  9 1 1

TI +  2

(¡kcr9)2 +  — fcff9 +  -  
12 3

(23)

(24)

■ Eb — R„
p i°

m

A x
(O -

el-Rn
(25)

Z rów nań (23, 24) obliczymy wartości $x =
s  s=  j -  i =  eb — , otrzym ując wreszcie ce-

R ys. 2 chę charakterystyczną wykresu naprężeń
%/ eb ■ co.

Przykładowo podajem y, że dla betonów o wytrzym ałości R m od 100 
do 300 kg/cm 2 obliczone równaniem  (22) cechy charakterystyczne w ahają 
.się między 0,53 i 0,525 (co od 0,835 do 0,86, %/eb od 0,44 do 0,455).



FUNKCJA 8b,(T PRZY ZGINANIU 

ą =  3 ,7 6 6 4 -1 0 ' 6i r  + 1 ,0277-10  ^  </'

Beton Rw=170 kg/cm2 
Rm~HO kg/cm2

<T= 0 ,0 -1 0 0  kg /cm 2 
1 j ~ 4,0 /0  7kg/cm2 

<T= 100-140 kg/cm 2 
1 j ~  400-10 7kg ¡cm 2 

(T= 0 ,0 -1 0 0  kg/cm2 
1 j ~  /•  <0 3 kg/cm2 

C  =  100-140 kg/cm 2 
1 j  ~  15-10'3kg/cm2

1 j — 5,0 10
1 j  ~jednostka

Rys. 3

B u d z ia n o w sk i. B u d o w n ic tw o  l
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G raniczny procent uzbrojenia (¡ug), t j. procent uzbrojenia gw aran tu­
jącego równocześnie osiągnięcie granicy plastyczności stali i w ytrzym a­
łości betonu w belce zginanej oblicza się ze w zoru (15) oraz z proporcjj 
geom etrycznych odkształconego przekroju . Uwzględnia się p rzy  tym , że

sta l osiąga granicę plastyczności p rzy  w ydłużeniu ezg= l ,6  ~  (rys. 2).

= £ p  
rf\T A x<P A (O

T -i  Sb    1
Eb +  Ezg l+ 0 ,0 3 /? r

stąd  otrzym ujem y znany z m etody odkształceń plastycznych wzór

cu
(1 + 0 ,0 3  Pr) P /  (26)

3. Wnioski i zastosowania1

Podane na  końcu refera tu  tab lice I-IV  i rysunek 3 sporządzono dla 
belek żelbetowych wykonanych z betonu  m arki B W=17Q kg/cm 2 o współ­
czynniku sprężystości i?* =  265000 kg/cm 2 oraz ze stali zbrojeniowej o g ra­
nicy plastyczności <+ =  2 5 0 0  kg/cm 2.

M ateriały o te j charak terystyce wytrzym ałościowej są powszechnie 
stosowane w budow nictw ie żelbetowym. P rzy  sporządzeniu wykresów po ­
służono się w yprow adzonym i poprzednio wzorami. Pozwoliły one na obli­
czenie dla każdej p a ry  sprzężonych ze sobą w artości sb, a oraz dla p rzy ­
jętego procentu  uzbrojenia ¡u, odpow iadających im  wielkości to, 0 , £, az.

ł ła  rysunku (3) przedstaw iono sporządzone w oparciu o tyzory (22, 
23, 24) funkcje sb, r\x A ,  8  zmiennej a.

Z wykresów tych  widać, że przy niskich i średnich naprężeniach (do 
c r^ 8 0  kg/cm 2) odkształcenia eb zm ieniają się liniowo, zaś przy  wyższych 
naprężeniach w ykazują one coraz większe p rzyrosty  charakterystyczne 
d la  m ateriałów  m iękkich. Graniczne wartości eb, rj[, A T, S r odpow iada­
jące obliczeniowej w ytrzym ałości betonu  na ściskanie B m =  110 kg/cm 2 
wynoszą

£6 =  0,0035, + '= 0 ,4 1 5 2 1 1  kg/cm 2,

, S l8 l =  0,000803266 kg/cm 2, ^ = -^ -= 1 ,9 3 4 6  -lO“3,

8 ‘

n * = el - j 7 = °> 001568-

1 Przedstawione w ykresy opracowali pracownicy katedry K onstrukcji Prefabry­
kow anych, asystenci: R. Antoszew ski, J . Bujak oraz T. Rutecki. R ysunki i wykresy
w ykonał asystent katedry R zutów  i R ys. Teckn. M. Teliezek.

«
Budownictwo 1. 3
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Stąd obliczymy w artość

wr~ —̂ ~ — =  0,847,

Vi =  0,528. Ze wzoruoraz cechę charakterystyczną wykresu naprężeń
si,- co'

(26) obliczym y ^ = 0 ,0 3 0 9 .
Równanie (22) odniesione do betonu o przyjętej charakterystyce w y­

trzymałościowej przybiera postać

*¿,= 3,7664-10-« • cr-f 1,0277 -lO“24 • a10.

W ykresy w tablicach I-IY  przedstaw iają zależność naprężeń ściska-
CCjących w betonie a, położenia osi obojętnej £ = —, k ą ta  obrotu & =  cp- /¡,
«i

Mi naprężen rozciągających w zbrojeniu gz od wartości m  =  — -. Dzięki
b h i

wprowadzeniu wrartości m  stało się możliwe przedstaw ienie poszczegól­
nych związków niezależnie od wymiarów przekroju belki i wielkości m o­
m entu. Poniżej zestawiono wzory, k tórym i posługiwano się przy kon­
struow aniu wykresów. Zakres ich użyteczności wiąże się z wielkością 
naprężeń w uzbrojeniu (rys. 2).

0 2Obszar m =
sprężysty (A)

ez < s Q t — i* .
5 0  »

0 ~ V i A
cm' (17) 0 = ! + ] / ( ! ) ' (18)E zfi ’

(14) az =  E z - 0 ( l - S ) < Q ri (19)

0,2»/, 0,5®/« 0,75 °/„ 1°/. 1,25%

1 2 3 4 5 6

0 0 0 0 0
4,70 11,44 16,734 21,74 26,60
4,91 11,91 17,42 22,63 27,56

0 0 0 0 0
<p°j0AlB](pt 139130 158000 170666 186000 198000

8304220 3321688 2214320 1660844 1328670

0,158 0,245 0,289 0,326 0,356
0,162 0,247 0,3026 0,3521 0,400
0,042 0,105 0,158 0,210 0,263
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Obszar » = ^ ^ 5 ? '  <20> i ' =  4 1 (15)
plastyczny (B) f

sz > eq £ = 1  =  - - ^ - ^ ;  (15)

0
W ystępujący w wyrazie 0  k ą t  <P=j- mierzony jest w rad ianach  n a

%
jednostkę długości belki.

C harakterystyczne dla ty ch  krzyw ych są wartości odpowiadające ob­
ciążeniom łam iącym  (mT), zerowym (m°) oraz obciążeniom  powodującym  
przejście naprężeń w stali zbrojeniowej z obszaru sprężystego (A)  w  ob­
szar plastyczny (B) (rys. 2).

W artości te  zestawiono poniżej.
Przedstaw ione na  w ykresach krzywe w ykazują w yraźne załam ania 

na granicy AjB .  W  chwili gdy naprężenie stali osiąga granicę p lastycz­
ności, w zrasta ją  nagle naprężenia ściskające a w betonie (tabl. I) oraz 
kąty  obrotu  0  (tabl. I I I ) , zaś oś obojętna (tabl. I I)  w belkach zbrojo­
nych poniżej procentu  granicznego w yraźnie się podwyższa (£ maleje). 
P rzy  naprężeniach stali poniżej granicy AJB  daje się zauważyć przesu-

M
wanie osi obojętnej w dół ze w zrostem  m =  —2. Je s t ono ty m  większe,

¿01
im  większy jest procent uzbrojenia. W  belkach o słabym  uzbrojeniu 
położenie osi obojętnej nie ulega widocznym zmianom.

W yniki dotychczas przeprow adzonych i opublikowanych badań  po­
tw ierdzają powyższe dane uzyskane na drodze teoretycznej. Jedyną  nie­
zgodność stw ierdza się w położeniu osi obojętnej w ystępującej przy  n i­
skich naprężeniach betonu i stali. Doświadczenia bowiem w ykazują, że 
w strefie m ałych obciążeń wzrostowi ich tow arzyszy w yraźne podno-

1,5% 2% 2,5% 3,09% 4%

7 8 9 10 11

0 0 0 0 0
30,94 39,20 46,57 53,90 —
32,18 40,55 47,75 54,70 59,579

0 0 0 0 0

214020 251800 305280 382000 - • 10“8

1107720 830420 665000 538000 -

0,382 0,425 0,459 0,493 0,539

0,4447 0,5252 0,610 0,688 -
0,316 0,421 0,526 0,651 —

3*
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szenie się osi obojętnej aż do m om entu, p rzy  k tó rym  beton w strefie roz­
ciąganej ulega zarysowaniu. Z wykresów Wynika natom iast, że oś obo­
ję tn a  żadnych przesunięć w tedy  nie doznaje. Tłum aczy się to  tym , że 
w ykresy zostały sporządzone dla fazy I I ,  podczas gdy przekroje słabo 
obciążone pracują  w rzeczywistości w  fazie I. W łączony do współpracy 
beton strefy rozciąganej powoduje początkowo obniżenie osi obojętnej. 
W pływ ten  w m iarę pojaw iania się rys zanika powodując stopniowe 
podwyższanie się osi obojętnej. Odnośnej korek ty  wykresów nie prze­
prowadzono ze względu na  stosunkowo m ałe praktyczne znaczenie tego 
zakresu obciążeń przy  wym iarowaniu.

W yznaczona wzoram i m etody naprężeń liniowych oś obojętna leży 
poniżej osi rzeczywistej wyznaczonej dla belki pracującej w fazie I I  i ob­
ciążonej w granicach dopuszczalnych. Uwzględniając wykresy w tab licy  I I  
można obliczyć, że dla betonu m arki 170 kg/cm 2 i procentu uzbrojenia 
^  =  0,2%  do 3,09°/0 odnośne różnice między rzeczywistym  położeniem 
osi obojętnej a  obliczonym według m etody HL w ahają się w granicach 35°/0 
do 23°/0. Ze w zrostem  procentu uzbrojenia różnica ta  m aleje zanikając 
zupełnie w belkach uzbrojonych 5—6°/0 i pracujących w fazie I I ,  w gra­
nicach dopuszczalnych naprężeń.

O w ytrzym ałości belki zginanej decyduje zawsze ostatecznie, nieza­
leżnie od naprężenia w stali zbrojeniowej, tylko w ytrzym ałość betonu R m. 
W iadomo, że przy  dużym  procencie uzbrojenia (fi>/ug) w chwili złamania 
belki uzbrojenie rozciągane pracuje poniżej granicy plastyczności (odci­
nek OG na rys. 2). P rzy  uzbrojeniu norm alnym  (ij,</ig) pokonanie w y­
trzym ałości betonu na  ściskanie jest również z reguły przyczyną osta­
tecznego zniszczenia belki z tą  jedynie różnicą, że naprężenia stali przed­
tem  już przekraczają granicę plastyczności G (rys. 2). W yjątek  stanow ią 
tu  oczywiście belki o bardzo słabym  uzbrojeniu, przy k tórym  może n a ­
stąpić rozerwanie stali jeszcze przed osiągnięciem wytrzym ałości betonu.

Przejście w  wykresie sz , az z obszaru sprężystego do plastycznego 
odbywa się według krzywej przejściowej JDG odpowiadającej odkształceniom  
między czd=  0,85 eQ i ezg= l , 6  eQ oraz towarzyszącymi im  naprężeniom  
od 0,85 Qr do Qr.

P u n k ty  G i D  zostały napiesione również na krzywych ab, <I>, f, aT 
(tabl. I  do IV), wyznaczając w artości odpowiadające początkowi i koń­
cowi krzywej przejściowej DG. H a każdym  wykresie naniesiono również 
krzyw ą bezpieczeństwa B  oraz krzyw ą m aksym alnych odkształceń 0. 
Pierw sza z nich skonstruow ana została zgodnie z obowiązującym  u nas 
współczynnikiem  bezpieczeństwa .<¡ =  1,6 i ogranicza zakres momentów 

M rdopuszczalnych J ł f < - =  dla wszystkich procentów uzbrojenia. Z kolei 
1,0

krzyw a 0 w sposób analogiczny ogranicza zakres konstrukcyjnej zdol-



Jłozkład naprężeń w belkach żelbetowych 37

nośei udźwigu belki uw arunkow anej odkształceniam i. P rzyjęto  tu , że 
belka żelbetowa posiada jeszcze wartości konstrukcyjne, gdy wydłużenie 
uzbrojenia rozciąganego względnie skrócenie betonu w strefie ściskanej 
leży odpowiednio w granicach ez <  5°/on i e6< 2 % 0. Z w arunku pierwszego 
wynika, że przy  m aksym alnym  odkształceniu stali jest

^ ^ m 7\
£b~  1 - | ' 1000 ' ’

D la danego y ustalono przez próby te  w artości m, dla k tó rych  w yzna­
czone z tablic  I  i I I  w artości ab i £ spełniają równanie (27). W yznaczone 
w ten  sposób wielkości m  pozwoliły na naniesienie punktów  jednej ga­
łęzi krzywej 0. Drugi w arunek dotyczący odkształceń betonu spełnia 
p rosta  poprow adzona poziomo n a  wysokości ciśnienia a = 1 3 1  kg/cm 2 od­
powiadającego przyjętem u skróceniu jednostkow em u betonu e6 =  2°/'0 
(rys. 3). Z wykresu na  tablicy I  widać, że w arunek pierwszy jest decy­
dujący przy słabszycn uzbrojeniach, drugi zaś przy  uzbrojeniach sil­
niejszych.

O znaczając przez m 0 te  w artości m, k tó re  odpow iadają p rzy jętym  
odkształceniom  granicznym , i analogicznie przez m b w artości odpow iada­
jące granicznem u stanow i bezpieczeństwa konstrukcji w świetle obowią­
zujących przepisów, odczytam y z wykresów (tabl. I) następujące za­
leżności:

H=  0,002 0,015 0,0309

m0 4,75 3 1 ^ = 1 5 8  1 ^ = 1 4 6
mb 3,07 ’ 20,1 ’ 34,2 ’

J a k  widać, współczynnik bezpieczeństwa podyktow anego odkształce­
niem  mieści się w granicach od 1,46 do 1,58 i niewiele się zatem  różni 
od przyjętego u nas w spółczynnika bezpieczeństwa aw aryjnego « = 1 ,6 .

Sposób posługiwania się krzyw ym i przy spraw dzaniu i wym iarowaniu 
przekroju prostokątnego przedstaw iony jes t n a  następujących  przykładach.

a) Dane: h —105 cm, 6 =  30 cm, a =  5 cm, _% =22,60 cm2, (¿¿ =  0,754% ), 
M —27 tm .

Obliczam y m =  =  9 <  mfc=  11. Z tab lic  I  do IV odczytujem y dla
o U • i UU

m = 9 i ¿¿ =  0,754%  w artości

ob=  67,5 kg;cm 2, crz= 1 3 3 0  kg/cm 2, £= 0 ,290 ,
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Te same wielkości obliczone m etodą naprężeń liniowych wynoszą: 

ab— 54,7 kg/cm 2, az—1365 kg/cm 2, £= 0 ,376 ,

M
(p=  . =  0,914 • 10~5, dla B b—160000 kg/cm 2.

ft/J

b) Dane: J i = 2 7  tm , 6 =  30 cm, <m =  0,754°/o. Szukane 6, min. Odczy­
tu jem y z tablicy I  na  krzywej /¿ =  0,754°/0 dla punktu  B  w artość mb—

M
=  —5=11- S tąd  6Jn,in= 9 0 ,2  cm, ab =  81 kg/cm 2 • az—1610 kg/cm 2. W edług 

bhi
m etody odkształceń plastycznych dla powyższych założeń otrzym ujem y 
7*i min= 9 0 ,6  cm.

c) D ane: 6 =  105 cm, 6 =  30 cm, a =  a' =  5 cm, M  =  125 tm . 
Poszukiw ane /i i / / .

Obliczamy J f '= l ,6 - 1 2 5  =  200 tm , m '=  ” ° ^ 2° = 66 ,66  > 54 ,7  kg/cm 2,
o U  • J.UU

A m '=  66,66 -  54,7 =  11,96,

, . Am 1 ■ 6, 11,96 100 AAACAO
M Qr{K~a')  2500-95 - 0>00° 03

(i = 3 ,0 9  + 0 ,503  =  3,59°/0, /  =  0,5°/0.

Licząc m etodą odkształceń plastycznych otrzym am y 

/¿ =  3,54°/o, p' =  0,61°/0.

4. Zakończenie

Zaproponowana w niniejszym  artyku le  droga do określenia krzywej 
rozkładu naprężonej w zginanej belce żelbetowej nie jest na pewno je ­
dyną i najlepszą z tych , k tó re  prowadzić mogą do zamierzonego celu. 
W  naszym  przypadku została ona zbudowana w oparciu o znane na  ogół 
dość dobrze rozkłady naprężeń zarówno w belkach słabo obciążonych, 
jak  też obciążonych w stadium  złam ania. W  tym  drugim  przypadku 
starano się zmieścić w założeniach teorii Loleita i teorii Saligera. Należy 
tu  podkreślić, że nie było w żadnym  razie celem niniejszej p racy  przed­
stawienie nowrej m etody wyznaczenia m om entu łamiącego. W artości m 1 
obliczone za pomocą wyprowadzonych wzorów zgadzają się prawie 
całkiem  dokładnie z obliczonymi według obowiązującej u  nas norm y.

Pew na jedynie różnica, rzędu około 6% , występuje: przy obliczaniu 
granicznego procentu zbrojenia /ig.

Tłum aczy się to  tym , że wobec trudności dobrania krzywej rozkładu

naprężeń spełniającej równocześnie w arunki w =  0,8, — =  0,425 przyjęto
Sb
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krzyw ą spełniającą podstaw ow y dla teorii Loleita w arunek m om entu

łamiącego — -  =  0,53. 
eb(x>

W prow adzenie jako  podstaw ow ych elem entów rozum owania k ą ta  
i zmiennego położenia osi obojętnej pozwoliło z jednej strony  na  zilu­
strowanie m echanizm u pracy  belki zginanej o nieliniowych własnościach 
sprężystych, zaś z drugiej na  poruszenie, zresztą całkiem  marginesowe, 
pewnych podstaw ow ych problem ów sta tyk i ustrojów  nieliniowo sprę­
żystych.

D okładne omówienie tego drugiego zagadnienia nie może się mieścić 
w ram ach niniejszego a rty k u łu  i w ym aga osobnego omówienia.

Zauważa się p rzy  ty m  jedynie, że pom inięty w przedstaw ionych roz­
ważaniach, jako  n ieisto tny  p rzy  wym iarowaniu, wpływ fazy I  może mieć 
decydujące znaczenie przy opracowywaniu podstaw  nowej s ta ty k i i musi 
być tam  uwzględniony.
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