
Józef Ledwoń

Zastosowanie zasady prac przygotowanych do wyznaczania 
wielkości siły krytycznej

1. Różne sformułowania zasady prac przygotowanych

Zwróćmy uwagę na  zakres stosowalności ogólnie znanych związków 
przedstaw iających wielkości przyrostów  pracy  sił zew nętrznych i odpo­
wiadających im  przyrostów  energii potencjalnej w ew nętrznych sił sprę­
żystości, jako poszczególnych wyrazów wchodzących w równanie w yra­
żające zasadę p rac przygotow anych.

Oznaczając przez: 
óL — p racę przygotow aną sił zew nętrznych, 

er, t  — naprężenia, 
e, y — odkształcenia,

<5 — znak wariacji, czyli nieskończenie małego przyrostu  danej wielkości,

możemy napisać znane rów nanie dotyczące wielkości p racy  naprężeń na 
odkształceniach przygotow anycn w postaci

6 L =  J dV{oxóex +  OydeyJ- ozdez +  Txdyx +  Tyóyy +  Tzdyz). (1)
U

A zatem :
„Praca sił zew nętrznych ciała będącego w równowadze przy  jego do­

wolnym  przemieszczeniu przygotow anym  połączonym  z odkształceniem  
jest rów na pracy  przygotowanej naprężeń w ew nętrznych na  odpowied­
nich przyrostach odkształceń. N azyw am y ją  p racą przygotow aną od­
kształcenia.

To doniosłe tw ierdzenie jest ważne ogólnie bez względu na m ateriał 
ciała, jest przeto ważne dla m ateriałów  sprężystych ja k  i elastoplastycz- 
nych (w równowadze) t j .  przy  wszelkich zależnościach stanu  odkształ­
cenia od s tanu  napięcia“ 1.

Równanie (1) zostaio wyprowadzone w  założeniu odkształceń n ie­
zmiernie m ałych w porów naniu do każdego z wym iarów rozpatryw anego

1 Cytata w g prof. Hubera, Teoria sprężystości, PA N , str. 113.



42 Józef Ledwoń

ciała znajdującego się w równowadze, czyli av założeniu spełniania wa­
runków  nierozdzielności jak  również niezm iennych w czasie obciążania 
warunków  podparcia, jednakże dla dowolnych, czyli naw et skończonych 
w artości składowych przemieszczeń.

N a przykład w cienkim  pręcie sprężystym  o postaci zakrzywionej, 
pom im o występowania m ałych wydłużeń i skoszeń 1 w każdym  elemencie 
jego objętości, poszczególne p u n k ty  mogą doznawać przemieszczeń współ­
m iernych z najw iększym  wym iarem  pręta .

Gdy m ateriał jest doskonale sprężysty, to praca sił wewnętrznych U 
dla odkształceń rzeczywistych i praca sił zewnętrznych L  w yraża się 
wzorami:

d  TI— /  dJ (<Txd € x OydEy “I“ * d s z ~\- Txd y x ~i~ D  d y y “i" ^zdyz )  ? (^ )

i = n  Pi

L = V f P , d p i ,  (3)
( = 1  ó

gdzie pi jest składow ym  przemieszczeniem punk tu  zaczepienia siły P , 
w kierunku jej działania.

W iadom o, że dla m ateriału  doskonale sprężystego całkowita praca 
sił zew nętrznych jest rów na liczbowo energii wewnętrznej sił spręży­
stości, czyli

L=TJ.  (4)

Powyższe twierdzenie jest ważne dla jakiegokolwiek praw a spręży­
stości przy  przemieszczeniach dowolnych.

W  celu u łatw ienia dalszych rozw ażań wypiszem y zasadę prac p rzy ­
gotowanych w najogólniejszej postaci (jednak bez uwzględniania sił 
masowych):

i = n

J dV(<jxd ex +( T },de}, +  o zÓ£z + T xd y x+ T y d y y + T zó y z) = ^  PiPi. (5)
V  /  =  1

W zór (5) jest jedynie inną form ą zapisania wzoru (1) jako najogólniejszej 
zasady mechaniki.

Dokonajm y obecnie możliwych statycznie w ariacji wielkości a, r  i P.

O trzym am y:

J  d V  ( a x -{- d a x) {oy -\- óay )dey -)- (<jz -\- dffzjófiz-l-
V

i= n

~f~ (p~h ńrx)óyx-\- (p-j- dTy)dyy-\- (rz-j- órz)dyz=  ^  (P/ +  óP,)óp,-. (6)
__________  i=i

1 W prowadzam now y term in s k o s z e n ie  odpowiadający rosyjskiem u jjd w ig , n ie­
mieckiem u — G le it u n g .
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O dejm ijm y stronam i rów nanie (5) od rów nania (6) otrzym am y:
i=n

J dV(doxdex+  doydey-)- óozdez-\- drxdyx-\-Tydyy-\-Tzdyz)— ̂ P ^ p j .  (7)
(=i

Biorąc um ownie e, r  i p jako  nieskończenie m ałe, wyrażone w powyż­
szym wzorze przez de, dr i dp, możemy równanie (7) napisać w postaci:

i= n

f  dV(exócrx+  eyday4- ezdaz+ y xÓTx+ y yóry-\-yzÓTz) = ^ p idPi . (8)
v i= l

W zór powyższy przedstaw ia drugą postać  zasady p rac przygotow a­
nych, w yróżniającą się tym , że w ariacji podlegają siły i naprężenia, 
a  nie odkształcenia.

Między ujęciem  zasady p rac przygotow anych według wzoru (5) a re ­
lacją podaną przez wzór (8) m am y zasadniczą różnicę.

W zór (8) jest popraw ny jedynie d la nieskończenie małych wartości e i p, 
na tom iast we wzorze (5) mogą one' mieć w artości dowolne.

W obu postaciach zasada prac przygotowanych stosuje się dla m a­
teriałów  sprężystych jak  i elastoplastycznycb.

Drugie sform ułowanie posiada jednak  znacznie węższy zakres zasto­
sowania niż sform ułowanie pierwsze.

W konkluzji m ożna by  wnosić, że niezależnie od praw a łączącego od­
kształcenia i naprężenia zawsze m ożem y skorzystać z jednego z dwóch 
przytoczonych sform ułow ań zasady prac przygotow anych, zwracając jedy­
nie uwagę na  zakres stosowalności sform ułow ania drugiego podającego 
w ariację podług naprężeń. Nie napotkaliśm y przy  tym  na żadne ogra­
niczenie, z powodu którego nie m ożna by stosować zasady prac przygo­
tow anych do zjaw iska wyboczenia jako układu nieliniowo sprężystego, 
jak  to  tw ierdzili n iek tórzy  badacze niemieccy np. Póschl.

Praw dopodobnie zastrzeżenie o niemożności stosowania zasady prac 
przygotow anych do zjaw iska wyboczenia wynikało z tego, że dla obcią­
żeń ponadkrytycznych  w ogólności nie m a liniowej zależności między 
wielkością sił obciążających a przem ieszczeniam i ustro ju , chociażby m a­
teria ł podlegał praw u H ooke’a.

Z powyższych rozw ażań widzim y, że ta k  dla m ateriałów  sprężystych, 
ja k  i dla elastoplastycznych przy  nieskończenie m ałych przemieszczeniach 
możemy zmieniać m iędzy sobą nieskończenie m ałe przyrosty  naprężeń 
i odpowiadające im przyrosty  odkształceń niezależnie od kolejności w y­
stępow ania poszczególnych wielkości,

czyli

^  d P ^  ópf2)= ^ "  dp\tó d P{,‘2\  (9)
1=1 1=1
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Możemy więc przy  m ałych wychyleniach p rę ta  z położenia równowagi 
w otoczeniu danej siły ponadkrytycznej stosować związki w ynikające 
z obu wyżej podanych sformułowań zasady prac przygotow anych. W p rzy ­
padku  interesującego nas szczególnie p unk tu  rozdw ojenia stanu  równo­
wagi wiemy, że przejście z jednego stanu  równowagi do stanu  drugiego 
nie jest związane z nakładem  pracy.

Wobec tego przy  obciążeniu ustro ju  siłą k ry tyczną równanie (7) 
przyjm ie postać

| dV(daxóex-\- dayóey-j- dazdyezJr Srxóyx-\- dxydyy -\- órzóyz) =  0, (lb )

Podobnie prawe strony rów nań (5) i (8) będą równe zera.

2. Równania równowagi dla sil krytycznych

Zasada p rac przygotowanych dotyczy układów znajdujących się w ró ­
wnowadze, czyli ta k  podpartych , aby nie występowało zjawisko ruchu 
niejednostajnego układu  jako  całości.

Zaliczając obciążenia jak  również oddziaływania w miejscach pod­
parcia lub utw ierdzenia do sił zewnętrznych, zakładam y, że znajdu ją  się 
one m iędzy sobą w równowadze.

Mówiąc zaś o równowadze, dla której stosuje się zasadę p rac p rzy ­
gotowanych, m am y na  myśli równowagę między siłami zew nętrznym i 
a  siłami wewnętrznym i, czyli naprężeniam i.

Jeśli m am y dany związek między naprężeniam i a odkształceniam i oraz 
ustalone siły zewnętrzne, to każdy p unk t rozpatryw anego ciała przyjm ie 
po jego odkształceniu jednoznacznie określone położenie równowagi.

Powyższa jednoznaczność nie jest w prost oczywista dla w artości prze­
łomowych n a  granicy rozdwojenia równowagi, gdzie przy  tych  sam ych 
param etrach  jest możliwe przejście z jednego stanu  równowagi do dwóch, 
czyli do stanu  równowagi stałej lub do stanu  równowagi chwiejnej.

W  przypadku siły obciążającej P  równej sile krytycznej Pk m am y 
więc do czynienia ze stanem  granicznym  między stanem  równowagi s ta ­
łej i równowagi chwiejnej. Przejście z jednego stanu równowagi do d ru ­
giego nie wymaga żadnego przyrostu  odkształcenia lub siły obciążającej, 
gdyż stan  graniczny jest dokładnie stanem  „punktow ym “ łączącym  w so­
bie idealnie dwa potencjonałne przeciwieństwa.

A by uniknąć trudności rozpatryw ania stanu  równowagi bezpośrednio 
dla siły krytycznej, możemy stwierdzić, że ustrój posiada dwa położenia 
równowagi znajdujące się nieskończenie blisko siebie po obu stronach 
„punktow ego“ przedziału Krytycznego.

W tedy oznaczając składowe przemieszczeń dla pierwszego stanu równo­
wagi, k tó ry  traci swoją stateczność przez u0, v0, w0, zaś składowe dra-
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giego stanu  równowagi przez u, v, w, to  przejście ze stanu  pierwszego 
do s tanu  drugiego otrzym am y dodając do składowych przemieszczeń 
w  stanie pierwszym  wielkości dopełniające aul , avlf awx. Będzie więc

u =  u 0-\- aw1?

v = v 0+ a r l , (11)

w =  w0-\- au\,

gdzie a — współczynnik nieskończenie m ały niezależny od x, y, z ,
« 1 , vt , w1 — wielkości skończone składowych przemieszczenia zależne od 

położenia ( x ,y ,  z).
W pracy  prof. HoBoacMOBa, Ocnoeu nejiuneunou meopuu ynpyzocmu, 

w rozdziale V podana została w yczerpująca dyskusja związków, jakie 
w yrażają  stan  równowagi dla a nieskończenie malejącego.

W ażnym  wnioskiem, jak i m ożna by wysnuć z te j dyskusji dla nin iej­
szej rozpraw y, jest stwierdzenie możności zastosowania zasady prac p rzy ­
gotow anych wr granicy naw et dla punktów  rozdwojenia, gdyż i dla nich 
panu je  równowraga, jako  zaw arta między dwoma nieskończenie bliskimi 
stanam i równowagi pom iędzy siłami zewnętrznym i i siłami wew nętrz­
nym i, a  o tę  właśnie równowagę chodzi nam  w zasadzie prac przygo­
tow anych.

Zbliżając się od obciążenia ponadkrytycznego do obciążenia k ry tycz­
nego jak  również od obciążenia podkrytycznego do krytycznego ciągle 
m am y do czynienia z ustro jem  znajdującym  się w równowadze.

Zwężenie tych  przedziałów nie prow adzi do jakiegoś stanu, dla k tó ­
rego ustró j m iałby nie dochowywać w arunku równowagi sił w ew nętrznych 
i sił zewnętrznych.

Siła k ry tyczna jes t więc tylko szczególną w artością sił, jakie spełniają 
w arunk i równowagi. Je j osobliwość polega wyłącznie na  rozgraniczeniu 
różnych stanów  równowagi dla określonego ustro ju .

3. Liniowa zależność między obciążeniami a odkształceniami

B ozpatrzm y pracę sta tyczną  p rę ta  prostego obciążonego siłą k ry ty ­
czną P k oraz pracę p rę ta  obciążonego siłą P  nieco większą od P k, by 
następnie uważać P k jako granicę, do k tórej dąży P  od wartości wię­
kszych  ku  m niejszym .

Obecnie chodzi nam  o stwierdzenie, według jakiego praw a następuje 
p rzy rost przem ieszczeń w stosunku do przyrostu  obciążeń dla przedziahi 
obciążeń bardzo mało różnych od w artości krytycznych.

Udzielm y skróceniu X nieskończenie małego przyrostu  przy niezm ien­
nej sile P  (rys. 1).
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N astępuje w tedy  doładowanie energii potencjalnej odkształcenia 
o wielkości SU.

Siła P  w ykonała pracę

ÓL=PÓX.

W edług zasady prac przygotow anych zachodzi równość

6 U - P d X = 0 .  (12)
P»R Oznaczając przez wskaźnik e wariację podhig od ­

kształceń, możemy napisać

dE( U - P X )  =  0. (13)

W  ogólności przy  obciążeniu p rę ta  m om entam i sku­
pionym i, siłami podłużnym i i siłami poprzecznymi 
praca sił w ew nętrznych może być podana za po ­
mocą związku

U = y  f  (Mdm +  Qdq+Ndn)dz, (14)

gdzie M, Q i N  oznaczają odpowiednio m om ent zginający, siłę poprze­
czną i siłę podłużną,
zaś óm, dq, Sn — odpowiednie p rzyrosty  przemieszczeń dla powyższych 
wielkości statycznych.
P raca  sił zewnętrznych wynosi:

L= (P dX + Sdv).  (15)

Biorąc zam iast nieskończenie m ałych przyrostów  d w prost nieskończenie 
m ałe w artości wym ienionych powyżej wielkości statycznych, czyli uw a­
żając m, q, h i v za nieskończenie małe możemy napisać

J T  j  {Mm +  Q q + N n ) d z = ^ { P X  +  Sv). (16)

Dla nieskończenie m ałych przemieszczeń możemy więc mówić o linio­
wej zależności między obciążeniami a siłami wewnętrznym i naw et dla 
m ateriałów  nieliniowo sprężystych.

O słuszności powyższego tw ierdzenia można się przekonać bezpośre­
dnio badając związek, jak i zachodzi m iędzy wielkością odkształcenia X 
a  stosunkiem  siły ponadkrytycznej P  do siły krytycznej P k dla p rę ta  
dwuprzegubowego o stałym  przekroju.

Oznaczając przez
p

m =  1, (17)
Pk
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możemy napisać jeden ze znanych wzorów na  X w  postaci

X 
l (18)

P rzyjm ując m = 1 + e  przekształcam y wzór (18) pom ijając kw adraty  e 
względem jedności jako  małe.

O trzym am y w tedy
X = 2 s l .  (19)

Znaczy to , że dla nieskończenie m ałych przyrostów  siły ( P —P k) o trzy­
m ujemy odpowiadające im  liniowe przyrosty  odkształceń.

Słuszność wzoru (19) widoczna jest również z poniższego zestawienia.

m X
l

1,010 0,0.198986
1,009 0,0179167
1,008 0,0160019
1,007 0,0119500
1,006 0,0119623
1,005 0,0100398
1,004 0,0079833
1,003 0,0059906
1,002 0,0039941
1,001 0,0019961

P rzy  liniowym zmniejszeniu się siły P  dążącej do P k w artość X m aleje 
z dużym  przybliżeniem  również liniowo do zera.

)
4. Obliczanie wielkości sił krytycznych dla prętów

Zastosujem y zasadę prac przygotow anych do wyznaczenia wielkości 
siły krytycznej dla najprostszych schem atów podparcia i obciążenia 
p rę ta  prostego.

U a rys. 2 m am y przedstawiony układ  zasadniczy obciążony siłą P  
oraz układ przygotowany obciążony siłą Q = 1  w położeniu wysokości 
p ręta .

Uw ażając początkowo wpływ sił poprzecznych jako pom ijalny, m o­
żemy stan  równowagi układów  po odkształceniu wywołanym  siłą p rzy­
gotowaną Q uzależnić wyłącznie od wielkości m om entów zginających.

Załóżmy następnie, że odkształcona jes t podana za pomocą równania 
odpowiadającego sensowi fizycznem u zjawiska wyboczenia np. w postaci:
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gdzie e jest wysokością półfali sinusoidy o bardzo małej wysokości, mie­
rzonej w środku p rę ta  (rys. 3).

Uwzględniając ty lko wpływ m omentów zginających m usim y uzależ­
nić wielkość P  od innej wielkości łączącej to  P  z m om entem  zginającym, 
a więc najprościej z kątem  obrotu danego przekroju <p.

W ychodząc z zasady, że suma prac przygotowanych sił zewnętrznych 
i wewnętrznych jest równa zeru, możemy podać zupełnie ścisiy związek

czyli przechodząc z wariacji do różniczek względem tych  samych zmien­
nych otrzym am y:

R ys. 2 R ys. 3

(21;

(22)
Biorąc

<2 =  1,

y = g  czyli

oraz
d2y _  M  
dz2 E J

otrzym am y:

o

Zbliżając się od P  do P k możemy w granicy przyjąć
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czyli

, r p ‘ « " T ,  „  
2 J W ------O

P,
E J

m
k I z sin "JZ. dz --  1.n z

T

Obliczamy w artość całki oznaczonej
II2
[  . n z  j  l2I 2 gm —  a z = ~ .I

Po podstaw ieniu otrzym am y

Skąd ostatecznie

P y  _** 
E J  ‘ TT2

l2 (24)

W  ten  sposób doszliśmy do znanego wzoru pom ijając zupełnie zasto­
sowanie klasycznej m etody rów nań różniczkowych, jaka  jest powszechnie 
stosow ana p rzy  wyznaczaniu sił krytycznych. Zupełna zgodność wyników 
uzyskanych w naszym  przykładzie z wzorami ścisłymi świadczy o dobrze 
założonym  rów naniu odkształconej.

p rę ta  (rys. 4) zakładam y

gdzie

nz
y  =  S cos —j~,

Obliczając jak  poprzednio otrzym am y 

n2E J  i n 2E J
P k = L 2

W  podobny sposób w yznaczam y wielkość siły krytycznej dla p rę ta  
jednym  końcem  utwierdzonego, drugim  zaś zupełnie swobodnego (rys. 5).

gdzie

y — e cos

l= 2 L .

n z
l ’

B u d o w n ic tw o  1.
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W tedy
n2E J  n2 E J  

4 L 2 'i2
(27)

Przeprowadźm y jeszcze obliczenie wielkości siły krytycznej dla p rę ta  
dwuprzegubowego z uwzględnieniem sił poprzecznych. W tedy będzie

7 1 Z
M = P k y —P k ■ e s in - y

T = P k - y' = P k j  s cos .

Rys. 5 Rys. 6

Z  rów nania prac przygotow anych otrzym am y (rys. 6)

U 2 ¡12
2 f  ■ -  ■ dz+  2 f — • • dz — sJ  E J  2 d z + ^ J  2 GE  ’

czyli
Z/2 II2

P k i’ . n z  , . lcPkn f  n zz sm dz-4- „■= - cos «« =  1. J l GFl J l •0 0E J

(28)

(29)

Obliczamy w artość całki oznaczonej

//2 Z/2

7 Z Zcos -j- dz=
l  . T iZ  l— s m — .
TT L 7Z

Po podstaw ieniu uzyskam y
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Po prostych przekształceniach otrzym am y ostatecznie

_  n2E J  1
i2 len2 E J  ’ 

+  l2 GF

(30)

czyli w artość nieco m niejszą od w artości eulerowskiej.
W  powyższym wzorze k jest współczynnikiem uw zględniającym  kszta łt 

przekroju poprzecznego p ręta , zaś G — m odułem  sprężystości postaciowej.

5. Obliczanie wielkości sił krytycznych dla kratownic

Zastosujem y powyżej opisany sposób wyznaczania sity krytycznej dla 
ustrojów , jakie są spotykane w konstrukcjach trzonów prowadniczych 
stalow ych wież wyciągowych.

N a rysunku (7) z lewej strony m am y podany jeden z często spo tyka­
nych typów  konstrukcji. N a podstaw ie badań  modelowych przeprow a­

dzonych przez au to ra  wynika, że w' czasie ściskania ustro ju  siłą osiową 
przy  n iezbyt dużych siłach p rę ty  poziome praw ie zupemie nie pracują. 
Możemy więc jako  jedną z a lternatyw  wyznaczyć silę k ry tyczną dla 
kratow nicy  pozbawionej rozporek poziomych.
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Tok obliczania siły krytycznej będzie zupełnie podobny jak  dla pręta  
dwuprzegubowego z uwzględnieniem siły poprzecznej. Należy ty lko uwzglę­
dnić odpowiednio pracę przygotow aną dla pasów i krzyżulców.

Ponieważ w arunki pracy  statycznej w obrębie jednego przedziału nie 
zm ieniają się, zam iast całkowania dokonam y sumowania.

W artości na  M  i T  będziem y mieli jak  poprzednio dla p rę ta  dwu- 
przegubowego z tym , że z rośnie tu ta j nie w sposób ciągły, lecz skokami 
od węzła do węzła.

tt . n z  n . m l  M = P k y = P ke sm - j-  =  P ke sin - j - ,

r n  TT /  r >  71 n z  n nilT = P k y' = P k ^  ecos-£- =  P * ^  ecos-jr-. (31)

Siły w  prętach  dla i tego przedziału obliczymy z prostych związków 
statycznych

Ś , =  ¥ i  K i=Ą  t Ą .  (32)
O j  ¿ i Oj

Eów nanie prac w irtualnych przyjm ie w tedy następującą postać:

. nil l l l  n  nil
n n  1 l  =  n  / ł  . . r> O A C ! _______tiP*eimL a l \' P* l *cos L d 1 d d

2 Z  a   E F +  Zi = l P 1 = 1

, n L  a 1  d d
Z - j a EF„ Z -i  2 a ' 2 a ' 2 E F d S’ { ’

Po uproszczeniu i wyznaczeniu w artości sum
i= n i= n

. nil V 1 nilll  sm : 7 cosZm—J lj Zmm■— L1=1 1=1
otrzym am y równanie:

u  a „ o  r  Z7H51 _ 7  >
P k l 2 L 2 , P k n d3 2L
a2 EF„ nH 1 4a2 L  E F P nl

/ n2d3F„\P k\LH +  7̂ ^ }  =  n*a*EFp.

Podstaw iając

będzie

O statecznie

a2Fp= 2 J ,

2d3F p\  2 _  u2£ J

_   1 / 34 ^
* L 2 n2d3 Fp

ŁL2l F d
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Przeprow adźm y obliczenie powyższej kratow nicy przy  uwzględnieniu 
w spółpracy rozporek.

Eów nanie prac w irtualnych  przyjm ie w tedy  postać

^  . nil 1
'z" P ke sin - o l1 t i „L  2 t , \  11 „  n   nil a

Z
\T1 L  2 l 1 n nil a

2 j  a ^ T W p + 2 j  2 kL ECOST  'E F r +¡=1 i=i

i c o s :

i  =  1

Po uproszczeniach i dokonaniu sumowań będzie

Pk l 2L 2 Pk n a 2L  Pk n d3 2L
In? ~ 2 ' l i  EFr ' In  202 L  ' 2EFd ' U  ’

2 /  PkLH P ko P kd3 \ =
l \n2a2EFp ‘2EFt ia 2EFdj ’

P J m + ^ +  * * * ' ) *

Ostatecznie:

czyli

/ l  n2a3F p n2d3F p\ 2 n2E J  
‘\2 +  4L 2F r +  8L 2F r j l ~  L2

2 E J  1
* L 2 n2a3F„ n2d3F /

2LHFr +  4L 2lFd

n2E J  1
P k = ~ Y i ----------- 2J„ , „ 5TT- (36)L 2 _ . n2F p ¡a2

1 2 L 2l
/a2 d3 \ '
\ f ; + 2 ^ ;

W podobny sposób oblicza się wielkość siły krytycznej dla pozosta­
łych dwóch schem atów ścian bocznych trzonu, t j .  o skratow aniu K  lub 
o pojedynczych przekątniach.

W eźmy kratow nicę ty p u  K  (rys. 8). Eów nanie prac wirtualnych b ę ­
dzie praw ie identyczne z równaniem  (35) z tą  ty lko różnicą, że osta tn i 
człon rów nania (35) przybierze dla k ra ty  ty p u  K  postać:
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czyli w artość 4-krotnie większą niż dla k ra ty  z krzyżulcam i wzdłuż prze­
k ą tn i (przy jednakow o oznaczonych długościach krzyżuIców).

Rys. R ys. 9

Wobec tego siła k ry tyczna dla k ra ty  typu  K  wynosi

n*EJ 1
£ 2 ' n2F p UF

2L2l \F r F d

D la k ra ty  wedhig rysunku  9 byłoby

„  n*EJ  1

(37)

L* , iFFp /a* , # \  ’ 
+  2LH \F r ' F d

(38)

ponieważ zam iast w artości d\2EFd we wzorze (35) wstawilibyśm y w tym  
przypadku d!EFd.

6. Siły krytyczne dla ustroju bezprzekątniowego

Powyżej zastosowany sposób obliczania sił krytycznych dla ustrojów 
kratow ych może być zastosowany również do określania wielkości tych  
sił dla u stro ju  bezprzekątniowego, jak i czasami można spotkać w kon­
strukcjach trzonu prowadniczego wież wyciągowych (rys. 10).

Różnica w ujęciu zagadnienia polega jedynie na  konieczności dodat­
kowego uwzględnienia energii potencjalnej pow stałej na  skutek zginania 
poszczególnych prętów.

Biorąc ustrój o dużej ilości pól możemy założyć, że wielkość m omen­
tów  zginających dla obu prętów  pasa schodzących się w jednym  węźle 
jest jednakow a i zależna jedynie od położenia tego węzła w stosunku 
do całości ustro ju . Poza ty m  m om ent zginający rozpórkę jest równy
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w m iejscu jej utw ierdzenia sumie bezwzględnych wartości momentów 
m aksym alnych w p rętach  pasa.

P raca  w irtualna całego ustro ju  składa się z pracy w irtualnej pasów 
przy ich ściskaniu oraz pracy w irtualnej pasów i rozporek przy  ich zgi­
naniu, czyli:

_ . nil 1
y f *8Bmr  2 d  l

a E F n
t V I T i  l3 1 

- * 2 j ^  — - +
i=i/=i

2E J P 3-8 4

y t  Til  az l
+  W^a' 3̂ 8 '2a ~  £’

1 =  1

(39)

P k L 2 l . n  nil
- 4  - ^ -  +  w  >  P k  C O S  Ta2 n2l E F P L  ¿—J k L  ‘ 48EJ„ +  L

V P k cos 
1 = 1

2 L  aP

nil aP

2PkL 2 n 2L l3 n  _______ _______
n2a2E F p L  nl ±8EJP L  k nl 2 i E J r

L  24cErJr 

=  1 .

=1,

W prow adzając J = \ a 2F p i po uproszczeniach otrzym am y, ostatecznie 

n2E J  1
P k = L 2 tPP J  n2al J  

1 + -2iL2 J p + m ? j r

(40)

Opracowano w kw ietniu 1954 r.


