Adam Turowski

Rozwigzywanie prostokgtnych ram przestrzennych
metoda kolejnych przyblizen

1. Wstep

Na tamach krajowej i zagranicznej prasy technicznej spotyka sie co-
raz czesciej rozwazania na temat przestrzennych uktfadéw ramowych,
wystepujacych przewaznie w budownictwie przemystowym, ktoérych roz-
wigzanie statyczne sprawia zazwyczaj pewne klopoty, zwilaszcza natury
rachunkowej. Utozenie i rozwigzanie uktadu stosunkowo znacznej ilosci
rownan jest praca czasochtonng, na co zadne z biur projektowych nie
moze sobie w chwili obecnej pozwoli¢. Z tego wzgledu projektanci roz-
ktadajg rozpatrywany schemat przestrzenny na kilka, schematéw ptaskich,
rezygnujac z wiasciwego obrazu pracy statycznej uktadu.

Celem niniejszego artykutu jest podanie rozwiazywania ram prze-
strzennych metodg kolejnych przyblizen, ktéra, wedlug mego zdania,
jest metodg o tyle przystepng, ze wprowadzajgc jedynie kilka pojec
nowych, bazuje na znanej powszechnie iteracji technicznej. W artykule
tym oméwione zostaly jedynie ramy prostokatne, aczkolwiek rozszerze-
nie wprowadzonych zasad na uktady przestrzenne nieprostokatne jest
mozliwe, jednak wykracza poza ramy niniejszego artykutu.

2. Pojecia zasadnicze
2.1. Momenty utwierdzajgce (wyjsciowe)

Momentem utwierdzajgcym (lub wyjsciowym) nazywaé bedziemy mo-
ment weztowy (oddziatywajgcy) MO, jaki powstaje na koncach preta od
danych obcigzen przestowych przy uniemozliwieniu powstania obrotow
przekrojow weztowych.

2.2. Sztywnosci bezwzgledne pretow

Przez sztywnos$¢ bezwzgledng preta rozumiemy odwrotno$¢ kata ugie-
cia lub skrecenia nad podporg (lub weziem), wywotanego obcigzajgcym
momentem jednostkowym, dziatajagcym na rozpatrywanej podporze. Mo-
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ment jednostkowy moze by¢é momentem zginajagcym lub skrecajagcym,
wobec czego bedziemy mieli do czynienia ze sztywnoS$cig zginania i skre-
cania.

Przy omawianiu zginania sztywnos$ci bezwzgledne wynosza:

3EJ
dla preta przegubowo-przegubowego s-, |
4E ]
dla preta przeguboWo-sztywnego S ST
natomiast przy skrecaniu:
CrJo

dla preta przegubowo-sztywnego S

gdzie J 0jest wyrazeniem w cm4, odpowiadajgcym biegunowemu momen-
towi bezwiladnosci w wypadku przekroju kotowego. Przy przekrojach
prostokatnych

JO-"ibsh,

gdzie wspétczynnik jj zalezy od stosunku li:b, a wartosci jego odczy-
tujemy z tablicy 14

Tablica |
Warto$ci wspotczynnika ii
h:b 1 15 1,75 2 25 : 3 4 6 8 10

0,140 0,196 0,214 0,229 0,249' 0,263 0,281 0,299 0,307 0.313

Biorgc pod uwage fakt, ze

_ E
C;'_'2(1+ r)’

sztywno$¢ bezwzgledna skrecania wyraza si¢ wzorem:

2(1+v)Vv
gdzie v jest wspodtczynnikiem przewezenia poprzecznego (utamek Pois-
sona),

2.3.  Wspobilczynniki rozdziatu

Wspotczynnik rozdziatu okres$la czeS¢ momentu (zginajacego lub skre-
cajacego), jaka przenosi kazdy z pretow zbiegajacych sie w rozpatry-
wanym wezle, obcigzonym pewnym momentem M.

1 Zaczerpnieto z podrecznika St. Btazewskiego, Wytrzymatos¢ materiatow, War-
szawa 1951, PWT, str. 178.



Rozwigzywanie ram przestrzennych metodg przyblizen 59

W wypadku gdy w rozpatrywanym wezle zbiegajg sie prety wza-
jemnie do siebie prostopadte (co najczesciej wystepuje w praktyce), przy
czym moment M lezy' w jednej z ieh ptaszczyzn, to w kazdym z pretdw
pojawi sie badz to moment zginajacy, badZ tez skrecajacy, zaleznie od
wzajemnego potozenia wektora —momentu i osi preta. Zat6zmy, ze mo-

z

Rys. 1. Rozktad momentu obcigzajagcego dany wezet na momenty sktadowe, zginajgce
i skrecajace, poszczegdlnych pretéw

ment obcigzajacy lezy w plaszczyznie y—z, a wtedy z warunku mo-
mentow rozpatrywanego wezta wzgledem osi x otrzymamy:

lub ogélnie
(@)
przy czym przez J/, rozumie¢ nalezy moment zginajacy lub skrecajacy.

Sztywnos$¢ rozpatrywanego wezta zapewnia powstanie kata obrotu
0 wspdlnej wartosci dla poszczegdlnych pretow, tzn.

(>)
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gdzie mianownik oznacza sume sztywnosSci zginania i skrecania wszyst-
kich pretéw schodzacych sie w rozpatrywanym wezle, a moment Mt jest
badZz to momentem zginajacym, badZz to skrecajagcym, zaleznie od ro-
dzaju sztywnoS$ci wystepujacej av liczniku.

Wyrazenie nazywamy wspotczynnikiem rozdziatu rk rozpatrywa-

2j «
nego wezha, przy czym ay kazdym wezle

2.4. Wspbtczynniki przeniesienia

W spdtczynnikiem przeniesienia nazywamy liczhe algebraiczng, przez
ktérg nalezy pomnozy¢ moment iii,- dziatajagcy na jednym koncu danego
preta, aby otrzymaé Acarto$¢ liczbowg momentu Arystepujagcego na koficu
przeciAYnym. W wypadku zginania wspdtczynniki przeniesienia sa

dla preta przeguboAvo-przeguboAvego y= 0,

dla preta przeguboAvo-sztywnego Y=h>
natomiast przy skrecaniu

dla preta przeguboAro-sztywnego y= —I.

Rys. 2. Spos6b znakowania momentow zginajacych i skrecajgcych
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2.5. Znakowanie momentéw

Znakowanie momentoéw zginajacych i skrecajacych przeprowadzi¢ mo-
zna na podstawie nastepujgcej umowy.

Rozpatrywany uktad orientujemy w prostokagtnym uktadzie wspdt-
rzednych np. lewoskretnym i znaki poszczeg6lnych momentéw ustalamy
na podstawie poréwnania zwrotéw' wektorow-momentow ze zwrotami osi
odniesienia. Dla momentéw' zginajacych umowa ta pokrywa sie z ogolnie
przyjeta reguta Grintera, natomiast dla momentOAv skrecajacych nalezy
znakowanie ustala¢ kazdorazow'o.

Szczegdlng uwage nalezy zwrdcié tu na momenty skrecajace, ponie-
waz wystepowanie dodatniego momentu skrecajgcego powroduje na prze-
ciwlegtym koncu wystgpienie momentu ujemnego i odwrotnie, jak to
podajg ponizsze rysunki oraz jak to wynika z warto$ci wspoétczynnika
przeniesienia.

3. Rozwigzywanie ram nieprzesuwnych

Tok postepowania przy rozwigzywaniu uktadéw przestrzennych me-
todg kolejnych przyblizeri nie roézni sie zasadniczo niczym w pordwnaniu
ze stosowaniem tej metody do ukladow praskich. Jako pierwsze przy-
blizenie przyjmujemy, ze poszczeg6lne wezty uktadu nie moga doznawac
zadnych przemieszczeh (obrotéw i przesunie¢), wmbee czego w weztach
tych pojawiajg sie momenty utwierdzajgce (wyjSciowe) pochodzgce od
danego obciazenia przestowego. Jezeli obecnie ktéremukolwiek z wycie-
tych weztow umozliwimy wykonanie obrotu przez usuniecie pomys$lanego
utwierdzenia, to dla rownowagi tego wezta musimy przytozy¢é w nim
pewien moment zewnetrzny przeciwnie skierowany, ktéry roztozy sie na
poszczegOlne prety schodzace sie w tym wezle proporcjonalnie do wspot-
czynnikdw- rozdziatu. Momenty te, zginajace i skrecajgce, przenoszg sie
na przeciwne kornce pretow zgodnie z warto$ciami wspétczynnikdw prze-
niesienia. Opisane wyzej postepowanie jest pierwszg iteracja.

Po jej wykonaniu utwierdzamy' na powrdt zwolniony wezet i prze-
prowadzamy podobng operacje nad ktorymkolwiek weztem innym, uwzgle-
dniajgc jvz przy obcigzeniu jego takze te ewentualne momenty, ktdre
zostaty przeniesione z wezta rozpatrywanego poprzednio. Kilkakrotna
iteracja tego rodzaju doprowadza nas w wyniku do tak matych wartosci
momentéw obcigzajagcych poszczeg6lne wezly, ze mozemy je pomingé
bez ujmy dla istoty zagadnienia, a wtedy sumy wszystkich momentéw
wystepujacych w weztach poszczegdlnych pretow dajg wiasciwe wartosci
liczbowe momentéw' podporowych.

W celu ustalenia wtasciwych znakéw momentow zginajacych i skreca-
jacych przeprowadzamy rozumowanie odwrotne do podanego w ukt. 2.5.
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Przy przeprowadzaniu iteracji nalezy szczegblng uwage zwrécié na
rozréznienie momentdw zginajacych od skrecajagcych z uwagi na rdzne
wspotczynniki przeniesienia. W tym celu wprowadzamy nastepujaca
umowe: sztywnos$¢ bezwzgledng s znaczy¢ bedziemy dwoma wskaznikami
(np. sx), z ktérych dobry oznacza réwnolegms¢ wektora-momentu z dang
0sig, a gérny —réwnolegto$¢ osi preta z dang osig (tzn. s* oznacza szty-
wno$é pochodzaca od wektora-momentu Mx, dla preta réwnolegtego do
osi y). W wypadku roéznych wskaznikbw mamy do czynienia ze zgina-
niem (a wiec y= 0 lub y=1i), natomiast przy jednakowych wskaznikach
wystepuje skrecanie (y=—1). Umowa ta dotyczy takze wspdtczynnikow
rozdziabi.

Przyktad 1. Dana jest rama jak na rysunku 3. Wymiary geome-
tryczne: Iv—5m, h=5 m, Ix~ 3 m. Przekroje usytuowane jak na, rysunku.

Rys. 3. Widok perspektywiczny ramy, rozwigzywanej w przyktadzie 1

Stata sprezystosci U=160t/cma, utamek Poissona r = 0,3. Obcigzenie
jednostajnie roztozone "= 3t/mb na dtugosci rozpory AD. Wszystkie
podpory idealnie sztywne. Nieprzesuwnos$¢ weztow zapewniona symetrig
uktadu i obcigzenia.

Momenty wyjsciowe: Mx° = —Mxf =----§--.-5-9= —6,25 tm.
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Sztywnos$ci bezwzgledne: Wsp6tczynniki rozdziatu:
4-160-40-153 14400

oy — = 14400 > i= = 0,3745
12 .500 38449
4.160.40415* 14400

sz — = 14400 [i' — 0 3745
12-500 38449
160-0,196-30-203 9349

soh = - 9649 rx 0 2510
2(1+ 0,3)300 38449

¢ s ix = 38449. » .- 1,0000

Iteracje przeprowadzono w tablicy II.

Ciekawie wyglada poroéwnanie otrzymanych momentow weztowych
z momentami, jakie otrzymaliby$Smy rozwiazujac rame BADF jako uktad
ptaski. Porownanie to przedstawia sie nastepujgco (momenty znakowano
wedtug umowy wytrzymatosciowej):

prety B-A A-B A—G A-D M aek?
uktad przestrzenny +1439 -2880 +1930 -4810 +4570,
uktad ptaski +2085 -4170 — -4170 +5210,
réznica w °/0 + 45«/, +45% — —330/0 -34% .

Przytoczone poréwnanie, przeprowadzone co prawda dla ramy specjalnie
wrazliwej, wykazuje w sposdb oczywisty, ze przestrzenno$¢ ukladu nie
zawsze moze byé pominieta.

Sprawdzenie poprawnos$ci rozwigzania. Sprawdzenie popraw-
nosci przeprowadzonego obliczenia polega na:

a) sprawdzeniu ogdlnych warunkéw réwnowagi,

b; sprawdzeniu rownosci katow ugie¢ lub skrecenia poszczegdlnych
pretow schodzacych sie w weztach.

W celu sprawdzenia ogélnych warunkéw réwnowagi wyznaczamy po-
wszechnie znanymi wzorami wartosci oddziatywali, a nastepnie w odnie-
sieniu do wszystkich sit czynnych i biernych stosujemy sze$¢ og6lnych
warunkéw réwnowagi sit w przestrzeni.

Sprawdzenie réwnosci odksztatcen sprowadza sie w tym wypadku do
stosowania wzoréw podanych przez inz. A. Winokura +, ktére pozwalajg
przekona¢ sie, czy katy ugie¢ poszczeg6lnych pretéw schodzgcych sie
w rozpatrywanym wezle sg sobie réwne. Jak wiadomo, wzér pozwalajacy

1 Patrz: A. Winokur, Sprawdzanie obliczen ram wykonanych metoda Crossa, ,,Inzy-
nieria i Budownictwo®, marzec 1949, str. 129—138.
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przeprowadzi¢ te kontrole przedstawia sie nastepujgco:
EPn=jn[<%+ ! (2Mm+ M .H)

gdzie momenty Mni Mn+l nalezy znakowa¢ wytrzymato$ciowo. Jest rze-
czg oczywistg, ze w. ukladach przestrzennych nalezy takze sprawdzac
réownos¢ kata skrecenia preta skrecanego z katami ugie¢ pretéw zgina-
nych i to we wszystkich trzech ptaszczyznach uktadu odniesienia. W wy-
padku, .co najczesciej zachodzi, gdyr moment skrecajacy jest staty na
catej dtugosci rozpatrywanego preta, kat skrecenia obliczamy ze wzoru 1

skad
E-<p=\-0 2uM| m(1+ v).

Dla przyktadu sprawdZzmy rownos$¢ katéw ugiec¢ i kata skrecania pre-
tow schodzacych sie w wezle A ramy rozwigzanej poprzednio (przy-
ktad 1)

AD 12 [0,03-5003 500
(fx ~ 40-153[ 24 = (2+481,0+ 481,0) =3,20 t/cm2

(2+288,0- 143,9)= 3,20 t/cm2

P Ae ! oL . ° =
- 0,196_20»_30 2 193,0 300 (1+ 0,3) 3,20 t/sz

4. Rozwigzywanie ram o weztach przesuwnych

W przypadku gdy sposéb obcigzenia ramy lub tez jej wyksztatcenie
geometryczne wywotuje przesuniecia (poziome lub pionowe) weztéw, roz-
wigzanie przeprowadzamy na drodze dwuetapowej.

Etap pierwszy polega na usunieciu mozliwosci powstawania tych prze-
mieszczen przez zastosowanie wahaczy. llo$¢ tych wahaczy zapewniajgca
nieprzesuwno$¢ weztéw zalezy od stopnia przesuwalnosci uktadu, przez
ktory rozumiemy" ilos§¢ wszystkich mozliwych przesunie¢ pretow w Kie-
runkach ich osi. Uklad przedstawiony” na rys. 4 posiada 9 stopni prze-
suwalnosci, a wiec dla rozwigzania tego uktadu w etapie pierwszym mu-
simy zastosowa¢ 9 wahaczy, w rozpatrywanym wypadku bocznych, roz-
mieszczonych w ten sposob, aby zaden z weztéw nie mogt dozna¢ zadnych
przemieszczen. Otrzymujemy w ten spos6b obcigzony jak w schemacie

1 Wz6r niniejszy stuszny jest tylko dla preta jednostronnie idealnie utwierdzonego.
Szersze ujecie tego wzoru znajduje sie przy omawianiu ram o weztach przesuwnych.

Budownictwo 1. 5
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Rys. 4. Rama dowolna o weztach przesuwnych

Rys. 5. Rama dowolna po odebraniu jej wszystkich stopni przesuwalnosci (schemat
statyczny rozwigzywany w etapie 1)
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zasadniczym o weztach nieprzesuwnyeh uktad, ktory rozwiazujemy zgo-
dnie z podanymi poprzednio uwagami (patrz rys. 5). Znajac momenty
weztowe etapu pierwszego, mozemy wyznaczy¢ sity osiowe w poszcze-
gélnych wahaczach, ktére oznacza¢ bedziemy przez E r ze wskaznikiem
podajacym pret, wzdluz ktdrego wahacz zostat zatozony.

Obecnie przystepujemy do etapu drugiego, ktdry polega na tym, ze
kolejno wywotujemy w rozpatrywanym uktadzie przemieszczenia /mw Kkie-
runkach zatozonych w etapie pierwszym wahaczy po usunieciu zadanych
obcigzen. Na rys. 6 przedstawiono takie wymuszone przemieszczenie

Rys. 6. Rama dowolna, nieprzesuwna z wymuszonym przemieszczeniem wezta H
w stanie wyjsciowym (schemat statyczny, rozwigzywany w etapie Il)

wezta H w kierunku osi y w stanie wyjsciowym. We wszystkich pretach
odksztatconych pojawiajg sie wtedy momenty wyjsciowe zginajgce o war-
tosciach

6 EJ i

A
3EJf

zaleznie od sposobu podparcia preta.

Znakowanie podanych wyzej momentow wyjsciowych przeprowadzamy
zgodnie z 0g6lng regutg znakowania momentéw iterowanych. Momenty
te wywotujg zginanie omawianych pretow, przy czym np. przemieszcze-

5
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nie fy wywotluje momenty zginajgce Mx oraz Mz. Po przeprowadzeniu
iteracji dla tych momentéw wyjsciowych wyznaczamy sity osiowe we
wszystkich wahaczach, oznaczajac je np. przez E[, odpowiadajgce pierw-
szemu wymuszonemu przemieszczeniu, po czym powtarzamy te operacje
w odniesieniu do wszystkich wahaczy, otrzymujac sity EREs,El..E,,
gdzie n okre$la stopiern przesuwalnosci uktadu.

GdybysSmy wywotali kazdorazowo przemieszczenia rzeczywiste, wy-
stepujace w uktadzie zasadniczym, to otrzymaliby$my rozwigzanie wia-
Sciwe przez zsumowanie momentéw weztowych etapu pierwszego z mo-
mentami weztowymi etapu drugiego. Poniewaz jednak przemieszczen /
nie znamy, to zaktadamy poczatkowo, ze sg one réwne pewnej dowolnej
wielkosci, np. jednostce dtugosci; wowczas obliczone sity E\,E2,E'3...E'n s3
proporcjonalne do wartosci rzeczywistych odpowiadajacych obcigzeniu
rozpatrywanej ramy, to znaczy, ze wynoszg one alE[,a.2E 2,a3E*,...anE'n,
gdzie a, sg odpowiednimi wspotczynnikami proporcjonalnosci. Poniewaz
w uktadzie zasadniczym wahacze nie istniejg, to i sily osiowe w nich
wystepujgce muszg byé réwne zeru, wobec czego dla dowolnego wahacza
otrzymamy réwnanie:

®i E\A- a2E 2\-a"EZA-... - a,,E,,-\-Ej= 0 .

Edwnan tego rodzaju mozemy utozyc tyle, ile w rozpatrywanym uktadzie
wystepowato wahaczy, a poniewaz istnieje ta sama ilos¢ wspétczynnikéw
proporcjonalnosci, otrzymujemy ilos¢ rownan o tej iloSci niewiadomych,
ilokrotny jest stojuenn przesuwalnosci uktadu. Rozwigzujagc powyzszy
uktad réwnan wyznaczamy wspotczynniki proporcjonalnosci aif a wtedy
odpowiednie rzeczywiste przemieszczenia weztow ramy wynoszg:
o frzi= «i i
a gdy przyjmiemy
fi=1cm,
to
frzi=di (w cm).
Znajac rzeczywiste wartosci przemieszczen frz, mozemy obliczyé rzeczy-
wiste momenty zginajace i skrecajace, a poniewaz miedzy przemieszcze-
niami / a momentami M zachodzi zalezno$¢ liniowa, to:
M 1= M a 2M2f-...§-a,M,,

gdzie

M'rz — rzeczywisty moment weztowy w precie i-tym,

M\ —moment weztowy w tym precie z etapu pierwszego,

%, «2 .itd. —wspdtczynniki proporcjonalnosci,

it/j, M\ itd. —momenty weztowe w precie i z kolejnych iteracji etapu

drugiego.
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Przy uktadaniu réwnan, wyrazajgcych zerowe sity osiowe w wahaczach,
nalezy szczegdlng uwage zwrd6ci¢ na znakowanie tych sit. Najwygodniegj
jest oprze¢ sie na zasadzie, ze znak sity w wahaczu ustala¢ bedziemy
przez poréwnanie zwrotu oddziatywania ze zwrotem réwnolegtej osi uktadu
wspoétrzednych. Jezeli zwroty oddziatywania i osi sg zgodne, to site uwa-
za¢ bedziemy za dodatnig. W wypadku przeciwnym mamy do czynienia
z sitg ujemna.

Zastosowanie omoéwionego wyzej toku postepowania, podaje przy-
ktad 2, zaczerpniety z artykutu dra inz. A. Lisowskiego: Obliczanie ram
przestrzennych metodg zréwnowazenia weztéw, zamieszczonego w ,Inzynie-
rii i Budownictwie® ze stycznia 1953 r. (str. 20-24). Przyktad ten ilustruje
korzySci wynikajgce z zastosowania metody kolejnych przyblizen nawet
do tak prostego wypadku. Uktad 16 réwnahn o 16 niewiadomych zredu-
kowat sie w tym przykiadzie do 4 rownan o 4 niewiadomych.

Przyktad 2. Dana jest prostokatna rama przestrzenna, jednopie-
trowa, o wymiarach jak na rysunku 7, obcigzona sitg skupiong P=10 t.
Modut sprezystosci E = 200 t/cm2 utamek Poissona r=0.3.

Wymiary geometryczne: ~=7,0 m, j,=3,0 m, 6=3,0 m. Przekroje
rygli: 25x10 cm, przekroje stupéw: 20x10 cm. Potozenie sity: «= 3,5 m,
6= 1,5m.
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Sztywnosci bezwzgledne

Plaszczyzna y - -z:
200 0,249-25-103

958
2(1+ 0,3)500
420010.253 _
sx 12-300 = 34722
4-200-20-103
* 12-300 = 444
2 SX= 40124.
i
Plaszczyzna x--z:
4-200-10-253 _
) 12 -500 = 20833
200-0,249-25-103
Sy 2(1+ 0,3)300 1590
4-200-10-203 _
4 12-300 = 17778
|+ * = 40207.
Ptaszczyzna x-_,.
4-200-25-103
124500 3333
4-200-25-103
12-300 5555
200-0,229-20-103
’ — 1174
£ (1+ 0,3)300
A s lz= 10062.

Etap | (wezly nieprzesuwne)
Momenty wyjsciowe:

Wsp6tczynniki rozdziatu

<= 0,024
<= 0,865
<= 0,111
» = 1,000.
<= 0,518
4 = 0,040
rg= 0,442
¢V, =i,000.
<=0,331
<=0,552
<=0,117
¢V ,-=1,000.
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Iteracje przeprowadzono w tablicy Il (wszystkie iteracje w danym przy-
ktadzie wykonano na suwaku logarytmicznym 27 cm):

2609 4213 ~
\' hw3 350\ ) \ 12\
0L g+ <4+-

Rys. 8. Obliczenie sit osiowych w wahaczach w etapie |

Obliczenie sit osiowych w wahaczach:
-2403-1201 + 3880+ 1940 _

ffe = 3.0 = + 735 kg,
FC_ -144-72 + 192+ 96
3,0 +

Rys. 9. Stan WYyjSCiOwy przy pierwszych iteracjach etapu |l
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Rys. 10. Obliczenie sit osiowych
w wahaczach do pierwszych ite-
racji etapu Il

Etap Il
1) Przesuniecia rygla EH w Kkierunku osi x o fxH=1 cm. Momenty
wyjsciowe:
AE  , EA yr tThd 6-200-10-203-1 _
fd 12-3002 = —388,9 tcm,
; 6-200-25-103 1
Mo M= Wi {lidl= » 02000 27,8 tem.

Iteracje przeprowadzono w tablicach 1V i V:
Obliczenie sil osiowych w wahaczach od przesuniecia jEH= 1 cm.
JJEH  ,2.577+2-733 , 4-119 :
HI ~4" +00---—-- + +006" =+ 1032 k»
1-10+ 2-5 4-119

3,00 3,00 — 1688 kg,
496
Hef= 500 76,8 kg,
g 496

500 - * 76,8 kg.



N  Awuswon 1 de3



T g+ &87 Bl 6m+ o gz+ e+ G 8™ o ezr B BT 8P o jw+ B+ & 857 o
“
zZ o+ 1 + 8 + 7+ I+ 8 +
T+ % -8 <8 - z - |- 8 4 g T T8 g - 7 - : = g -
Z o+ < + 38 + 7 -8 + T + + + =S 4 e + 8 + T -8 4+ T+ K 4 -
< + 6 - ~ AL < 08 - 8 1 - + 6 - T - 08 - 8 Q < =z -
T + QL 4 08 + 8 - 88 + g4+ €T+ 69 + 0+ 6T + 06 + 8 - 8 + B + 3>+ 69 +
8 + s~ 8~ 98 - 9§T- gv - 9z- 69 - 8 ~ ¢5- 8~ 98 - 9SI- 8 - B~ 69 -
9v- 9, - 95T+ €+ €S1- 88~ o8~ 8lc- 9p- 9, - 95T+ €€+ o~ B8~ g — 8lz-
87+ 8lz+ 8lz+ 8L+ S + 8lz+
T€E'0 LTT'01 2550 265'0 LTT'0  T€€'0 TEE'0 LTIT'0 256'0 2S5'0  LIT'0 TEE'0
270 ¥'0C ® 9-H 272 oTE 278 g7g 4-9 278\ 4a-34 3I-4 3-v 7% “2 Oo7w
(&) T o ] E & 1) 4
& D g =
A QoT
T €€.-T 6v5+ A R— 82+ O L+ ©-ra+ s~ o T & s+ 01+| 82 O €€l- 85+ | 116 &2+ o
I - 1 T + T +
T o+ T+ T -z T T - + 5 o+ € ¥
€ -8 <8 < | . e - | . T " z+ T+ 8+ z+ o . g ¢ -
O + I+ € + ¢ T o g 5 8 - 5 2 0l + z+ 02 + € + & +
£ - 88 -Q < A~ gy1- JOR °o . B+ £+ 6+ 8+ T + &, 1 - vwo- Sv-
TIT + I o1+ 8+ T + a+ 6+ 9+ 6 + 12- & T + L2+ T6C+ E3+ L8+
9%T + 09+ €66+ @+ B+ 9¢- 9¢- o= + Bsg—
688- 688- 828 — 688- 688-
8150 Z¥¥'0 0v0'0 ovo‘'0 zvr'o 8150 8150 ¥ O ocoo 0700 5 o 38o
g-5 Y7m “@8 'z 9-0 H-9 0-9 & 8 +—a 57 B'§ ¥ a-v T T -
o =] ° IS < X 4
N AuswoN Hi/ e10diunsezid |l de

YD v QT



Rozwigzywanie ram przestrzennych metodg przyblizen 75

Rys. 11. Stan wyjsciowy przy drugich iteracjach etapu Il

2) Przesuniecie rygla FG w kierunku osi x fkG—1cm. Momenty
wyjsciowe:

WeF MO MySL=Mjo— ~®°  30q2 "— 88% fom,

'{i]iEf iyFE_Trc/r_wH G 6-200-25 103 |
70 3002

70 — 7,8 tcm.

Zestawienie momentéw weztowych podano w tablicach VI i VII
(por. przypadek I).

Sity osiowe w wahaczach od przesuniecia fxG~ 1 cm,

.eb_ 2 10-f2-5 4-119
2 3,00 3,00 1688 k £

wFG . 2-577+2-733 , 4-119 . .
S T | — + 3700 = + 1032 kg’
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3/ Przesuniecie rygla JEF w kierunku osi y o fyF=1cm. Momenty
mwyjsciowe:

md=mé=mB=mF= +6'2°1228000ad= + 222 tcm>

MA=M%*=M%=]1£%= + +1°°° tCm-

Iteracje przeprowadzono w tablicach VIII i IX:
Obliczenie sit osiowych w wahaczach- od przesuniecia fFH—1 cm.

jiEh  4-575
fg 4757 69k
3 A~300 1
BE  4-66 2-205+ 2-213,5= + 331g kg
3 500 ' 3,00 A T
A G= -~ 6= -52'8k"

4) Przesuniecie rygla HG w kierunku osi y o fyG= 1 cm. Momenty
wyjsciowe:

mdi=mh3=md=mg;=+ + 22,2 tcm,

M*'):M%:M$:M%:' 6 20102 %O»O' 1= - 10»0 tcm'

Zestawienie momentoéw weztowych podano w tablicach X i X1 (przez
analogie do przypadku 3);
Obliczenie sit osiowych w wahaczach od przesuniecia jyG—.1cm.

flfWw + W =+ 76’'8k*
NGo- N o= - T6'8Kg]
W — W*«.

LA 4-66 2-205+ 2-213,5
—  5M00 3,00 + 331,3 kg.
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Réwnania sit zerowych w wahaczach:

1032% - 168,8a2- 76,8«3+ 76,8«4+ 735=10
— 169,8«!-f-1032«2 “+ 76,8«3— 76,8«4-"-24 =0
- 76,8«! +76,8«2+331,8«3- 52,8a4 =0
+ 76,8«! - 76,8«2+ 52,8«3+331,8«4 =0.

Rozwigzujgc powyzszy uktad réwnan otrzymamy:
«!=, 0,7517; «2= -0,1282; a3=- 0,1245; «,= + 0,1245;
tzn., ze rzeczywiste sktadowe przemieszczen glowic stupéw wynosza:
0,7517 cm, fE=fy= - 0,1245 cm,
fx=14°=-0,1282 cm,- [/?=/?= + 0,1245 cm,

wobec czego warto$ci momentow weztowych z zachowaniem znakowania
podanego w pkt 5 sa:

Mgh= - 0,1245(-3,5)+0,1245 .4-= +0,93 kgm,
M fH=— 2609- 0,7517+549- 0,1282 +1 8 = - 3024,0 kgm,
MEH= ~ 0,7517 (-96)-0,1282 +96- 0,1245 *66+0,1245 (- 66)= + 43,6 kgm.
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W podobny spos6b otrzymamy wartosSci pozostatych momentow we-
ztowych :

MEA——25,6 kgm, MyA= + 2835,4 kgm,
J/f = 4-16,2 kgm.

I/f =+ 247 kgm, M,F=+ 186,5 kgm,
I/f=-59,9 kgm.

I/f=+24,7 kgm, I/f=- 186,5 kgm,
3 /f=—59,9 kgm.

I/f ——25,6 kgm, AN MBB= +  210,5 kgm,
I/f = 16,2 kgm.

I/f =+ 0,93kgm, I/f=- 24,1 kgm,
I/f =+ 43,6 kgm.

Mgf= - 0,93kgm, MgF= - 224,9 kgm,
I/f =+ 43,6 kgm.

I/f= + 25,6 kgm, I/f=— 1255 kgm,
I/f=+16,2 kgm.

1/f=-24,7 kgm, I/f=+ 3505 kgm,
I/f =- 59,9 kgm.

1/f=-24,7 kgm, 1/f= - 350,5 kgm,
I/f=-59,5 kgm.

1/ f =+ 256 kgm, |/ f = —3447,6 kgm,
1/f=-16,2 kgm.

1/ f=- 0,93kgm, 1/f =+ 3779,0 kgm,
I/j =+ 43,6 kgm.

oraz momenty utwierdzajace:

I/f=- 266 kgm, I/f=+17514 kgm,
I1/f==16,2 kgm.

I/f =-26,6 kgm, I/f =+162,2 kgm,

I/f = —16,2 kgm.
Budonnictwo 1
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MGG= + 26,6 kgm, MGG= - 5,8 kgm,
Mec= —16,2 kgm.
+ 26,6 kgm, MyH=-1389,6 kgm,

M?h= - 16,2 kgm.

Przytoczony przykitad znacznie upraszcza sie przez wykorzystanie syme-
trii i antymetrii uktadu, co, podobnie jak w ukladach ptaskich, spro-
wadza sie do zmian odpowiednich sztywnosci bezwzglednych.

Sprawdzenie poprawno$ci rozwigzania

Sprawdzenie otrzymanych wyhikdéw polega, podobnie jak przy ra-
mach nieprzesuwnych, na utozeniu og6élnych warunkéw réwnowagi i prze-
konaniu sie, czy warunki te rzeczywiscie sg sprawdzone, oraz na spraw-
dzeniu réwnosci katow ugie¢ w poszczegolnych weztach. Przy obliczaniu
tych katow nalezy zwrdci¢ uwage na wptyw przemieszczehn weztdow, ktore
wywotujg obrot cieciwy preta o kat

ArplJl-~rl,
P 1
wobec czego wz6r na obliczenie catkowitego kata ugiecia przybiera postac:

E r . - q’ /((—fn‘l E

In

Jest rzeczg oczywista, ze sprawdzenie rdwnosci katdw ugie¢ powinno
nastagpi¢ we wszystkich trzech piaszczyznach uktadu odniesienia.
Dla zobrazowania stosowalnosci tego wzoru przytoczono ponizej spraw-
dzenie réwnosci katow ugie¢ wezta H ramy rozwigzanej w przyktadzie 2.
Katy ugie¢ w plaszczyznie x—z (rys. 15a):

he 12 _n- _ _ _
Eepys (1., 1080 (160+2-350) - (2-379.80+ 302.40)

= + 4,628 t/cm?2
E . 3+° (- 2 344’76+138,96) - 0,7 306 200-= T 4,630 t/Cm3
Katy ugie¢ w plaszczyznie x—y (rys. 15b):
E'(pE=¢To3+T (2436« 436)+ 2'50045'200= + °'274 /0" 2

Ee¥G= ¢~ -3 M8°° (2-5,99- 5,99)- A517/-0,1282.200= + 0,273 t/cm3
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3024 tf P3198 712,47 M["247
(R, h h kjsr i
VAYM {»2J6
f" 07517/ \ \ \Jkm
al \
\ Ci
\
7f530% ,\ 71, *266
rf5gQ
Momenty n icm
&0P82/} Przemieszczenia nem
b) i
[o17
{[om l
K ¢éu
M-436
<f !

Eys. 15. Obraz momentéw zginajacych i przehsunieé weztow ramy przyktadu 2 w trzech
rzutac

Eys. 16. Perspektywiczny rysunek preta skrecanego K-L, ktdrego konce doznaty obrotow
0 katy pK i ix

6+
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Katy ugie¢ w ptaszczyznie y—z (rys. 15e):

19 800
E mdx = jo7053'  (2-2,47-2,47) = + 0,0094 t/cm*,

AtA D=2/103'  (292,56- 2,66)- = - 0,0093 tcm®.

Obliczajgc analogicznie wszystkie katy ugie¢ mozemy przekonac sie takze,
czy zostaty wihasciwie obliczone momenty skrecajace. W celu rozpatrzenia
tego przypadku przyjmijmy pret K —L (rys. 16) rownoleglty do osi x
i zatdzmy, ze nastgpito juz sprawdzenie katow ugie¢ wszystkich pretow
lezacych w ptaszczyznie y—z i zbiegajacych sie w weztach K i L. Za-
tozmy, ze katy te wynoszg @* i yk. R6znica miedzy tymi dwoma katami
jest oczywiscie katem skrecenia preta K—L:

S &

KL 2M%Lmi(I+v)
< EJo

a poniewaz *

to
nrkL EJO k L
X ~21(1+v) ((x fx)'

Obliczong za pomocg powyzszego wzoru warto§¢ momentu skrecajg-

cego mozemy porowna¢ z wynikiem otrzymanym na drodze iteracji

i przekona¢ sie o poprawnosci przeprowadzonego obliczenia.
Zastosujmy ostatni wzér do preta II—D z przyktadu 2. Z uwagi na

0273
idealne utwierdzenie w pkt. /> kat 9?=0, a kat T
wobec czego
N
MI—D E 0,229 w0 103/0,273 26 =061 tern.

2°300 i+ 03)\ E

Jak widzimy, w przytoczonym wypadku ro6znica wynosi okoto 0,6%
i powstata na skutek dziatan suwakowych.

Opracowano w lutym 1953 r.



