
Adam Turowski

Rozwiązywanie prostokątnych ram przestrzennych 
metodą kolejnych przybliżeń

1. Wstęp

Na łamach krajowej i zagranicznej prasy technicznej spotyka się co
raz częściej rozważania na tem at przestrzennych układów ramowych, 
występujących przeważnie w budownictwie przemysłowym, których roz
wiązanie statyczne sprawia zazwyczaj pewne kłopoty, zwłaszcza natury  
rachunkowej. Ułożenie i rozwiązanie układu stosunkowo znacznej ilości 
równań jest pracą czasochłonną, na co żadne z biur projektowych nie 
może sobie w chwili obecnej pozwolić. Z tego względu projektanci roz
kładają rozpatrywany schemat przestrzenny na kilka, schematów płaskich, 
rezygnując z właściwego obrazu pracy statycznej układu.

Celem niniejszego artykułu jest podanie rozwiązywania ram  prze
strzennych metodą kolejnych przybliżeń, która, według mego zdania, 
jest metodą o tyle przystępną, że wprowadzając jedynie kilka pojęć 
nowych, bazuje na znanej powszechnie iteracji technicznej. W artykule 
tym  omówione zostały jedynie ram y prostokątne, aczkolwiek rozszerze
nie wprowadzonych zasad na układy przestrzenne nieprostokątne jest 
możliwe, jednak wykracza poza ram y niniejszego artykułu.

2. Pojęcia zasadnicze
2.1. Momenty utwierdzające (wyjściowe)

Momentem utwierdzającym (lub wyjściowym) nazywać będziemy mo
ment węzłowy (oddziaływający) M 0, jaki powstaje na końcach pręta od 
danych obciążeń przęsło wych przy uniemożliwieniu powstania obrotów 
przekrojów węzłowych.

2.2. Sztywności bezwzględne prętów

Przez sztywność bezwzględną pręta rozumiemy odwrotność kąta ugię
cia lub skręcenia nad podporą (lub węzłem), wywołanego obciążającym 
momentem jednostkowym, działającym na rozpatrywanej podporze. Mo-
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ment jednostkowy może być momentem zginającym lub skręcającym, 
wobec czego będziemy mieli do czynienia ze sztywnością zginania i skrę
cania.

Przy omawianiu zginania sztywności bezwzględne wynoszą:
3 E J

dla pręta przegubowo-przegubowego s-

dla pręta przeguboWo-sztywnego s-

natom iast przy skręcaniu:

dla pręta przegubowo-sztywnego s-

' l ’ 
4 E J

Z~T~'

CrJ0 
' l ’

gdzie J 0 jest wyrażeniem w cm4, odpowiadającym biegunowemu momen
towi bezwładności w wypadku przekroju kołowego. Przy przekrojach 
prostokątnych

J 0- ^ / i b sh,

gdzie współczynnik ¡j zależy od stosunku li:b, a wartości jego odczy
tujemy z tablicy 1 4.

T a b l ic a  I
W artości współczynnika ii

h:b 1 1,5 1,75 2 2,5 ; 3 4 6 8 10

0,140 0,196 0,214 0,229 0,249 ' 0,263 0,281 0,299 0,307 0.313

Biorąc pod uwagę fakt, że

G= E
' 2(1 + r) ’

sztywność bezwzględna skręcania wyraża się wzorem:

2 ( l+ v ) V

gdzie v jest współczynnikiem przewężenia poprzecznego (ułamek Pois- 
sona),

2.3. Współczynniki rozdziału

Współczynnik rozdziału określa część momentu (zginającego lub skrę
cającego), jaką przenosi każdy z prętów zbiegających się w rozpatry
wanym węźle, obciążonym pewnym momentem M.

1 Zaczerpnięto z podręcznika St. Błażewskiego, Wytrzymałość materiałów, W ar
szawa 1951, PW T, str. 178.
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W  wypadku gdy w rozpatrywanym węźle zbiegają się pręty wza
jemnie do siebie prostopadłe (co najczęściej występuje w praktyce), przy 
czym moment M  leży' w jednej z ieh płaszczyzn, to w każdym z prętów 
pojawi się bądź to moment zginający, bądź też skręcający, zależnie od 
wzajemnego położenia wektora — momentu i osi pręta. Załóżmy, że mo-

Rys. 1. Rozkład m om entu obciążającego dany  węzeł na m om enty składowe, zginające 
i skręcające, poszczególnych prętów

ment obciążający leży w płaszczyźnie y — z, a wtedy z warunku mo
mentów rozpatrywanego węzła względem osi x  otrzymamy:

przy czym przez J /, rozumieć należy moment zginający lub skręcający.
Sztywność rozpatrywanego węzła zapewnia powstanie kąta obrotu 

o wspólnej wartości dla poszczególnych prętów, tzn.

z

lub ogólnie
(a)

(l>)
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gdzie mianownik oznacza sumę sztywności zginania i skręcania wszyst
kich prętów schodzących się w rozpatrywanym węźle, a moment M t jest 
bądź to momentem zginającym, bądź to skręcającym, zależnie od ro
dzaju sztywności występującej av liczniku.

Wyrażenie nazywamy współczynnikiem rozdziału rk rozpatrywa-
2j «.

n ego  węzła, przy czym ay każdym węźle

2.4. Współczynniki przeniesienia

W sp ó łc z y n n ik ie m  p rz e n ie s ie n ia  n a z y w a m y  liczb ę  a lg e b ra ic zn ą , p rzez  
k tó r ą  n a le ż y  p o m n o ż y ć  m o m e n t iii,- d z ia ła ją c y  n a  je d n y m  k o ń c u  d an eg o  
p r ę ta ,  a b y  otrzymać Acartość liczb o w ą m o m e n tu  A rystępującego n a  k o ń cu  
przeciAYnym. W  w y p a d k u  z g in a n ia  w sp ó łc z y n n ik i p rzen ie s ien ia  są

d la  p r ę ta  przeguboA vo-przeguboA vego y =  0,
d la  p r ę ta  przeguboA vo-sztyw nego Y = h >

natom iast przy skręcaniu
dla pręta przeguboAro-sztywnego y =  — l .

Rys. 2. Sposób znakowania momentów zginających i skręcających
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2.5. Znakowanie momentów

Znakowanie momentów zginających i skręcających przeprowadzić mo
żna na podstawie następującej umowy.

Rozpatryw any układ orientujemy w prostokątnym  układzie współ
rzędnych np. lewoskrętnym i znaki poszczególnych momentów ustalamy 
na podstawie porównania zwrotów' wektorów-momentów ze zwrotami osi 
odniesienia. Dla momentów' zginających umowa ta  pokrywa się z ogólnie 
przyjętą regułą Grintera, natom iast dla momentÓAv skręcających należy 
znakowanie ustalać każdorazow'0.

Szczególną uwagę należy zwrócić tu  na momenty skręcające, ponie
waż występowanie dodatniego momentu skręcającego powroduje na prze
ciwległym końcu wystąpienie momentu ujemnego i odwrotnie, jak  to 
podają poniższe rysunki oraz jak to wynika z wartości współczynnika 
przeniesienia.

3. Rozwiązywanie ram nieprzesuwnych

Tok postępowania przy rozwiązywaniu układów przestrzennych me
todą kolejnych przybliżeń nie różni się zasadniczo niczym w porównaniu 
ze stosowaniem tej metody do układów praskich. Jako pierwsze przy
bliżenie przyjmujemy, że poszczególne węzły układu nie mogą doznawać 
żadnych przemieszczeń (obrotów i przesunięć), wmbee czego w węzłach 
tych pojawiają się momenty utwierdzające (wyjściowe) pochodzące od 
danego obciążenia przęsłowego. Jeżeli obecnie któremukolwiek z wycię
tych węzłów umożliwimy wykonanie obrotu przez usunięcie pomyślanego 
utwierdzenia, to dla równowagi tego węzła musimy przyłożyć w' nim 
pewien moment zewnętrzny przeciwnie skierowany, który rozłoży się na 
poszczególne pręty  schodzące się w tym  węźle proporcjonalnie do współ
czynników- rozdziału. Momenty te, zginające i skręcające, przenoszą się 
na przeciwne końce prętów zgodnie z wartościami współczynników prze
niesienia. Opisane wyżej postępowanie jest pierwszą iteracją.

Po jej wykonaniu utwierdzamy' na powrót zwolniony węzeł i prze
prowadzamy podobną operację nad którymkolwiek węzłem innym, uwzglę
dniając jvż przy obciążeniu jego także te ewentualne momenty, które 
zostały przeniesione z węzła rozpatrywanego poprzednio. Kilkakrotna 
iteracja tego rodzaju doprowadza nas w wyniku do tak  małych wartości 
momentów obciążających poszczególne węzły, że możemy je pominąć 
bez ujm y dla istoty zagadnienia, a wtedy sumy wszystkich momentów 
występujących w węzłach poszczególnych prętów dają właściwe wartości 
liczbowe momentów' podporowych.

W  celu ustalenia właściwych znaków momentów zginających i skręca
jących przeprowadzamy rozumowanie odwrotne do podanego w ukt. 2.5.
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Przy przeprowadzaniu iteracji należy szczególną uwagę zwrócić na 
rozróżnienie momentów zginających od skręcających z uwagi na różne 
współczynniki przeniesienia. W tym  celu wprowadzamy następującą 
umowę: sztywność bezwzględną s znaczyć będziemy dwoma wskaźnikami 
(np. sx), z których dobry oznacza równolegmsć wektora-momentu z daną 
osią, a górny — równoległość osi pręta z daną osią (tzn. s* oznacza szty
wność pochodzącą od wektora-momentu M x, dla pręta równoległego do 
osi y). W  wypadku różnych wskaźników mamy do czynienia ze zgina
niem (a więc y =  0 lub y = i ) ,  natomiast przy jednakowych wskaźnikach 
występuje skręcanie (y = —1). Umowa ta  dotyczy także współczynników 
rozdziabi.

P r z y k ła d  1. Dana jest ram a jak na rysunku 3. W ymiary geome
tryczne: l,v— 5 m, h = 5  m, lx~ 3 m. Przekroje usytuowane jak na, rysunku.

Rys. 3. W idok perspektywiczny ram y, rozwiązywanej w przykładzie 1

Stała sprężystości U = 1 6 0 t/cm a, ułamek Poissona r =  0,3. Obciążenie 
jednostajnie rozłożone ^ =  3 t/m b na długości rozpory AD. Wszystkie 
podpory idealnie sztywne. Nieprzesuwność węzłów zapewniona symetrią 
układu i obciążenia.

3 • 5 O2
Momenty wyjściowe: M x°  =  — M xtf  =---------— =  — 6,25 tm.
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Sztywności bezwzględne: Współczynniki rozdziału:

8 y  —
4 - 1 6 0 - 4 0 - 1 5 3

=  144 0 0 > i =
144 0 0

=  0 ,3 7 4 5° x 12 • 500 384 4 9

s z —
4 ■ 1 6 0 • 4 0 •1 5 *

=  144 0 0 r z -
14400

—  0 3745
1 2 -5 0 0 '  X 38 4 4 9

S % = :
1 6 0 - 0 ,1 9 6 - 3 0 -2 0 3

=  9 6 4 9 rx 9349 0 2510
2 (1  +  0 ,3 )3 0 0 '  X 3 8 4 4 9

*

£ s i x =  3 8 4 4 9 . 2 r i x =  1 ,0000 .
i i

Iterację przeprowadzono w tablicy I I .
Ciekawie wygląda porównanie otrzymanych momentów węzłowych 

z momentami, jakie otrzymalibyśmy rozwiązując ramę B A D F  jako układ 
płaski. Porównanie to przedstawia się następująco (momenty znakowano 
według umowy wytrzymałościowej):

pręty B - A A - B A —G A - D M adiU max ?
układ przestrzenny + 1 4 3 9 -2 8 8 0 + 1 9 3 0 -4 8 1 0 + 4 5 7 0 ,
układ płaski + 2 0 8 5 -4 1 7 0 — -4 1 7 0 + 5 2 1 0 ,
różnica w °/0 +  45«/, + 4 5 % — —330/0 -3 4 % .

Przytoczone porównanie, przeprowadzone co prawda dla ram y specjalnie 
wrażliwej, wykazuje w sposób oczywisty, że przestrzenność układu nie 
zawsze może być pominięta.

S p raw d zen ie  p o p ra w n o śc i ro z w ią z a n ia .  Sprawdzenie popraw
ności przeprowadzonego obliczenia polega na:

a) sprawdzeniu ogólnych warunków równowagi, 
b; sprawdzeniu równości kątów ugięć lub skręcenia poszczególnych 

prętów schodzących się w węzłach.
W  celu sprawdzenia ogólnych warunków równowagi wyznaczamy po

wszechnie znanymi wzorami wartości oddziaływali, a następnie w odnie
sieniu do wszystkich sił czynnych i biernych stosujemy sześć ogólnych 
warunków równowagi sił w przestrzeni.

Sprawdzenie równości odkształceń sprowadza się w tym  wypadku do 
stosowania wzorów podanych przez inż. A. Winokura ł, które pozwalają 
przekonać się, czy kąty  ugięć poszczególnych prętów schodzących się 
w rozpatrywanym w ęźle są sobie równe. Jak  wiadomo, wzór pozwalający

1 P atrz : A. W inokur, Sprawdzanie obliczeń ram wykonanych metodą Crossa, „Inży
nieria i Budownictwo“, marzec 1949, str. 129— 138.
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przeprowadzić tę kontrolę przedstawia się następująco:

E(P n= jn [<?: +  !  (2Mm+ M .+i)

gdzie momenty M n i Mn+1 należy znakować wytrzymałościowo. Jes t rze
czą oczywistą, że w. układach przestrzennych należy także sprawdzać 
równość ką ta  skręcenia pręta skręcanego z kątam i ugięć prętów zgina
nych i to  we wszystkich trzech płaszczyznach układu odniesienia. W wy
padku, .co najczęściej zachodzi, gdyr moment skręcający jest stały na 
całej długości rozpatrywanego pręta, kąt skręcenia obliczamy ze wrzoru 1:

Dla przykładu sprawdźmy równość kątów ugięć i kąta skręcania prę
tów schodzących się w węźle A ram y rozwiązanej poprzednio (przy
kład 1 )

W  przypadku gdy sposób obciążenia ram y lub też jej wykształcenie 
geometryczne wywołuje przesunięcia (poziome lub pionowe) węzłów, roz
wiązanie przeprowadzamy na drodze dwuetapowej.

E tap  pierwszy polega na usunięciu możliwości powstawania tych prze
mieszczeń przez zastosowanie wahaczy. Ilość tych wahaczy zapewniająca 
nieprzesuwność węzłów zależy od stopnia przesuwalności układu, przez 
który rozumiemy" ilość wszystkich możliwych przesunięć prętów w kie
runkach ich osi. Układ przedstawiony" na rys. 4 posiada 9 stopni prze
suwalności, a więc dla rozwiązania tego układu w etapie pierwszym mu
simy zastosować 9 wahaczy, w rozpatrywanym  wypadku bocznych, roz
mieszczonych w ten sposób, aby żaden z węzłów nie mógł doznać żadnych 
przemieszczeń. Otrzymujemy w ten sposób obciążony jak w schemacie

skąd
E -< p= \-  2 ■ Ml ■ (1 +  v). 

0

AD 12 [0,03-5003 500
' (fx ~ 40-153 24 <T—-  (2 • 481,0 +  481,0) = 3 ,20  t/cm 2,

(2 • 288,0 - 143,9) =  3,20 t/cm 2.

jp  A C   ______ 1 _______
-  0,196-20» -30 • 2 • 193,0 • 300 • (1 +  0,3) =  3,20 t/cm 2.

4. Rozwiązywanie ram o węzłach przesuwnych

1 W zór niniejszy słuszny jest tylko dla p rę ta  jednostronnie idealnie utwierdzonego.
Szersze ujęcie tego wzoru znajduje się przy  omawianiu ram  o węzłach przesuwnych.
Budownictwo 1. 5



66

Rys. 4. Ram a dowolna o węzłach przesuwnych

Rys. 5. R am a dowolna po odebraniu jej wszystkich stopni przesuwalności (schemat 
statyczny rozwiązywany w etapie I)
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zasadniczym o węzłach nieprzesuwnyeh układ, który rozwiązujemy zgo
dnie z podanymi poprzednio uwagami (patrz rys. 5). Znając momenty 
węzłowe etapu pierwszego, możemy wyznaczyć siły osiowe w poszcze
gólnych wahaczach, które oznaczać będziemy przez E r ze wskaźnikiem 
podającym pręt, wzdłuż którego wahacz został założony.

Obecnie przystępujemy do etapu drugiego, k tóry polega na tym , że 
kolejno wywołujemy w rozpatrywanym układzie przemieszczenia /,■ w kie
runkach założonych w etapie pierwszym wahaczy po usunięciu zadanych 
obciążeń. Na rys. 6 przedstawiono takie wymuszone przemieszczenie

Rys. 6. R am a dowolna, nieprzesuwna z wymuszonym przemieszczeniem węzła H  
w  stanie wyjściowym (schemat statyczny, rozwiązywany w etapie II)

węzła H  w kierunku osi y w stanie wyjściowym. We wszystkich prętach 
odkształconych pojawiają się wtedy momenty wyjściowe zginające o war
tościach

6 E J  i
72

3 E J  f

zależnie od sposobu podparcia pręta.
Znakowanie podanych wyżej momentów wyjściowych przeprowadzamy 

zgodnie z ogólną regułą znakowania momentów i terowanych. Momenty 
te wywołują zginanie omawianych prętów, przy czym np. przemieszcze-

5*
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nie fy ‘wywołuje momenty zginające Mx oraz Mz. Po przeprowadzeniu 
iteracji dla tych momentów wyjściowych wyznaczamy siły osiowe we 
wszystkich wahaczach, oznaczając je np. przez E[, odpowiadające pierw
szemu wymuszonemu przemieszczeniu, po czym powtarzamy tę operację 
w odniesieniu do wszystkich wahaczy, otrzymując siły E l2, E 3 , E ‘i ...E'„, 
gdzie n  określa stopień przesuwalności układu.

Gdybyśmy wywołali każdorazowo przemieszczenia rzeczywiste, wy
stępujące w układzie zasadniczym, to otrzymalibyśmy rozwiązanie wła
ściwe przez zsumowanie momentów węzłowych etapu pierwszego z mo
mentami węzłowymi etapu drugiego. Ponieważ jednak przemieszczeń /  
nie znamy, to zakładamy początkowo, że są one równe pewnej dowolnej 
wielkości, np. jednostce długości; wówczas obliczone siły E \ ,E 2,E'3...E'n są 
proporcjonalne do wartości rzeczywistych odpowiadających obciążeniu 
rozpatrywanej ramy, to znaczy, że wynoszą one a1E[,a.2E 2,a3E ^ , ...anE'n, 
gdzie a, są odpowiednimi współczynnikami proporcjonalności. Ponieważ 
w układzie zasadniczym wahacze nie istnieją, to i siły osiowe w nich 
występujące muszą byó równe zeru, wobec czego dla dowolnego wahacza 
otrzymamy równanie:

® i E\Ą- a2E 2-\- a^EzĄ- ... - j -  a„E„-\-Ej=  0 .

Eównań tego rodzaju możemy ułożyć tyle, ile w rozpatrywanym układzie 
występowało wahaczy, a ponieważ istnieje ta  sama ilość współczynników 
proporcjonalności, otrzymujemy ilość równań o tej ilości niewiadomych, 
ilokrotny jest stojueń przesuwalności układu. Rozwiązując powyższy 
układ równań wyznaczamy współczynniki proporcjonalności aif a wtedy 
odpowiednie rzeczywiste przemieszczenia węzłów ramy wynoszą:

frz.i = «i ■ fi
a  gdy przyjmiemy

fi =  1 cm,
to

frz.i = di (w cm).

Znając rzeczywiste wartości przemieszczeń f rz, możemy obliczyć rzeczy
wiste momenty zginające i skręcające, a ponieważ między przemieszcze
niami /  a momentami M  zachodzi zależność liniowa, to:

M TZ= M a 2 M 2-f-... -j- a„ M„,
gdzie

M'rz — rzeczywisty moment węzłowy w pręcie i-tym,
M\ — moment węzłowy w tym  pręcie z etapu pierwszego,
%, «2 .itd. — współczynniki proporcjonalności,
ił/j, M\ itd. — momenty węzłowe w pręcie i z kolejnych iteracji etapu 

drugiego.
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Przy układaniu równań, wyrażających zerowe siły osiowe w wahaczach, 
należy szczególną uwagę zwrócić na znakowanie tych sił. Najwygodniej 
jest oprzeć się na zasadzie, że znak siły w wahaczu ustalać będziemy 
przez porównanie zwrotu oddziaływania ze zwrotem równoległej osi układu 
współrzędnych. Jeżeli zwroty oddziaływania i osi są zgodne, to siłę uwa
żać będziemy za dodatnią. W  wypadku przeciwnym mamy do czynienia 
z siłą ujemną.

Zastosowanie omówionego wyżej toku postępowania, podaje przy
kład 2, zaczerpnięty z artykułu dra inż. A. Lisowskiego: Obliczanie ram 
przestrzennych metodą zrównoważenia węzłów, zamieszczonego w „Inżynie
rii i Budownictwie“ ze stycznia 1953 r. (str. 20-24). Przykład ten ilustruje 
korzyści wynikające z zastosowania metody kolejnych przybliżeń nawet 
do tak  prostego wypadku. Układ 16 równań o 16 niewiadomych zredu
kował się w tym  przykładzie do 4 równań o 4 niewiadomych.

P r z y k ła d  2. Dana jest prostokątna ram a przestrzenna, jednopię
trowa, o wymiarach jak  na rysunku 7, obciążona siłą skupioną P = 1 0  t. 
Moduł sprężystości E = 200 t/cm 2, ułamek Poissona r= 0 .3 .

W ymiary geometryczne: ^ = 7 ,0  m, ¡ ,= 3 ,0  m, 6 = 3 ,0  m. Przekroje 
rygli: 2 5 x10  cm, przekroje słupów: 20x10  cm. Położenie siły: « =  3,5 m, 
6 =  1,5 m.
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Sztywności bezwzględne Współczynniki rozdziału

Płaszczyzna y - - z :

200 0,249- 25 -103 958 < =  0,0242(1 +  0,3)500

s yx
4•200•10 •253 =  34722 < =  0,86512-300

sz 4-200-20-103
=  4444 < =  0,111*>X 12-300

2 S <X
i

-z:

=  40124. »7 = 1 ,000.

Płaszczyzna x -

sx 4-200-10-253 =  20833 < =  0,518y 12 - 500

Sy
200-0,249-25-103 1 590 4 =  0,040

2(1 +  0,3)300

4
4-200-1 0 -203 =  17778 rzy=  0,44212-300

I ' * =  40207. ¿ V ,  =  i ,o o o .

Płaszczyzna x - - y -

SXz
4-200-25-103 =  3333 < = 0 ,3 3 112•500

Syz
4-200-25-103 =  5555 < = 0 ,552

12-300

sz 200-0,229-20-103— 1174 < = 0,117°z 2(1 +  0,3)300

^ s lz=  10062. ¿ V ,- = 1 ,000.

E ta p  I  (węzły nieprzesuwne) 
Momenty wyjściowe:



Rozwiązywanie ram przestrzennych metodą przybliżeń 71

Iterację przeprowadzono w tablicy I I I  (wszystkie iteracje w danym przy
kładzie wykonano na suwaku logarytmicznym 27 cm):

2609 4213 ~

\  hw 3 3SaO\ )  V 192 \  '

1940 /< d + ,  < 4 + -

Rys. 8. Obliczenie sił osiowych w wahaczach w etapie I

Obliczenie sił osiowych w wahaczach:

-2 4 0 3 -1 2 0 1  +  3880 +  1940
f f “ = - 3,0

=  +  735 kg,

FC _ - 1 4 4 - 7 2  +  192 +  96
3,0 +

rto/? wyjściowy
Rys. 9. S tan wyjściowy przy  pierwszych iteracjach e tapu  II
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Rys. 10. Obliczenie sił osiowych 
w wahaczach do pierwszych ite 

racji etapu II

E tap I I
1) Przesunięcia rygla E H  w kierunku osi x  o fxH=  1  cm. Momenty 

wyjściowe:
r d h  t T h d  6 - 2 0 0 - 1 0 - 2 0 3 - !A E  , ,  EA y yO

M z0 . \/fFE    1/ W G ifCH ,Mz o = M z0 =  iUz0 =  +

I2-3002 
6-200-25-103 1

=  — 88,9 tcm, 

27,8 tcm.12-3002
Iterację przeprowadzono w tablicach IV  i V:

Obliczenie sil osiowych w wahaczach od przesunięcia j ExH =  1 cm. 
jrEH ,2 .5 7 7 + 2 -7 3 3  , 4-119 , ,
Hl  ~ 4 " +00--------+  +óó" = + 1032 k^

1 -10 +  2-5 4-119

H ef =

H ? a =

3,00
4-96
5.00 
4-96
5.00

3,00 

76,8 kg,

= -1 6 8 ,8  kg,

=  +  76,8 kg.
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y

Rys. 11. S tan wyjściowy przy drugich iteracjach etapu II

2) Przesunięcie rygla FG w kierunku osi x  fFxG— 1 cm. Momenty 
wyjściowe:

nf BF h.t c g —  7trc c _  ~ ®  ‘ ^  QQ ft fMyO MyO Myo —MyQ — 3oq2 — 88?9 tCJTl,

jij Ef i\j FE_ 7lrc /r_  tutH G 6-200-25 103 l
Mzo M zo 3002 — ^7,8 tcm.

Zestawienie momentów węzłowych podano w tablicach VI i V II 
(por. przypadek I).

Siły osiowe w wahaczach od przesunięcia fxG~  1 cm,

„ e b _  2 10-f2-5  4-119
2 3,00 3,00 168>8 k £>

ttFG . 2-577+2-733 , 4-119 . .
^  =  +  3^00--------+  3^00 =  + 1032 kg’
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3/ Przesunięcie rygla JEF w kierunku osi y o fyF =  1 cm. Momenty 
■wyjściowe:

m aJ = m eJ = m bJ = m fJ =  +  6 ' 2° i2 23000a‘-1 =  +  22>2 tcm >

M ^ = M % * = M % = ]£ % =  +  + 1 ° ’° tCm-

Iterację przeprowadzono w tablicach V III i IX :
Obliczenie sił osiowych w wahaczach- od przesunięcia fFF— 1 cm.

jjEh 4-57,5

fg 4^57 6 g k
3 ^  3,00 1 ’

EF 4-66 2 -205 +  2-213,5 =  +  331g kg
3 5,00 ' 3,00 ^  ’ s ’

^ G= - ^ 6 = - 5 2 ’8 k ^

4) Przesunięcie rygla HG w kierunku osi y o fy G =  1 cm. Momenty 
wyjściowe:

m dJ ¡= m hJ 3= m cJ = m g¿ ;=  +  +  22,2 tcm,

M * ? = M % = M $ = M % = -  6 ' 2 0 1 02  2¿ o » 0- 1 = - 10»° tcm '

Zestawienie momentów węzłowych podano w tablicach X  i X I (przez 
analogię do przypadku 3);

Obliczenie sił osiowych w wahaczach od przesunięcia j y G— .1 cm.

flf W=  +  W =  +  76’8k *

^ Gr - ^ = - 7 6 ’ 8 -k g ’ 

w — w*«.
„a 4-66 2-205 +  2-213,5

— 5^00 3,00 +  331,3 kg.
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Równania sił zerowych w wahaczach:

1032% -  168,8a2-  76,8«3+  76,8«4+ 735 =  0
— 169,8«!-f-1032«2 “i- 76,8«3— 76,8«4-^-24 = 0
-  76,8«! +  76,8«2+331,8«3-  52,8a4 = 0
+  76,8«! -  76,8«2 +  52,8«3+331,8«4 = 0 .

Rozwiązując powyższy układ równań otrzymamy:

«!= ,_  0,7517; «2= - 0,1282; a3 =  - 0,1245; « ,=  +  0,1245; 

tzn., że rzeczywiste składowe przemieszczeń głowic słupów wynoszą:

0,7517 cm, fE= f y = -  0,1245 cm,

f x = ł ° = - 0,1282 cm,- / ? = / ? =  +  0,1245 cm,

wobec czego wartości momentów węzłowych z zachowaniem znakowania 
podanego w pkt 5 są:

M exh= - 0,1245 (-3 ,5)+ 0,1245 • 4 =  +0,93 kgm,

M EyH=-— 2609 -  0,7517•549 -  0,1282 • 1 8 = -  3024,0 kgm,

M EH =  ~  0,7517 (-9 6 )-0 ,1 2 8 2  • 96 -  0,1245 • 66+0,1245 ( - 66) =  +  43,6 kgm.
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W  podobny sposób otrzymamy wartości pozostałych momentów wę
złowych :

M EA — — 25,6 kgm, MyA =  +  2835,4 kgm,
J / f  =  4-16,2 kgm.

l / f  =  +  24,7 kgm, M ,F =  +  186,5 kgm,
l / f  =  -5 9 ,9  kgm.

l / f  =  +  24,7 kgm, l / f  =  -  186,5 kgm,
3 / f  =  — 59,9 kgm.

l / f  — — 25,6 kgm, ^  MFB =  +  210,5 kgm,
l / f  =  -f l 6,2 kgm.

l / f  =  +  0,93 kgm, l / f  =  -  24,1 kgm,
l / f  =  +  43,6 kgm.

M gxf =  -  0,93 kgm, M ayF =  -  224,9 kgm,

l / f  =  +  43,6 kgm.

l / f =  + 25,6 kgm, l / f  =  — 125,5 kgm,
l / f  = + 1 6 ,2  kgm.

l / f  = - 2 4 ,7  kgm, l / f  = +  350,5 kgm,
l / f  =  -  59,9 kgm.

l / f  = - 2 4 ,7  kgm, ! / f = -  350,5 kgm,
l / f = - 5 9 ,5  kgm.

1 / f  .= +  25,6 kgm, l / f =  — 3447,6 kgm,
l / f  = - 1 6 ,2  kgm.

l / f  =  -  0,93 kgm, ' l / f  =  +  3779,0 kgm,

l / j  =  +  43,6 kgm.

oraz momenty utwierdzające:

l / f  =  -  26,6 kgm, l / f  =  + 1751,4 kgm,

l / f  = = 1 6 ,2  kgm.

l / f  =  -2 6 ,6  kgm, l / f  =  +162,2 kgm,
l / f  =  — 16,2 kgm.

Budownictwo 1.
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M GG=  +  26,6 kgm, M GG= -  5,8 kgm,
M czc =  —16,2 kgm.

+  26,6 kgm, My H=  -1389,6  kgm,
M?h =  -  16,2 kgm.

Przytoczony przykład znacznie upraszcza się przez wykorzystanie syme
trii i antym etrii układu, co, podobnie jak w układach płaskich, spro
wadza się do zmian odpowiednich sztywności bezwzględnych.

S p r a w d z e n i e  p o p r a w n o ś c i  r o z w i ą z a n i a

Sprawdzenie otrzymanych wyhików polega, podobnie jak przy ra 
mach nieprzesuwnych, na ułożeniu ogólnych warunków równowagi i prze
konaniu się, czy warunki te rzeczywiście są sprawdzone, oraz na spraw
dzeniu równości kątów ugięć w poszczególnych węzłach. Przy obliczaniu 
tych kątów należy zwrócić uwagę na wpływ przemieszczeń węzłów, które 
wywołują obrót cięciwy pręta o kąt

A r p J - ^ r l ,
*7!

wobec czego wzór na obliczenie całkowitego kąta ugięcia przybiera postać:

/«— fn-l1E r . = T
In

E.

Jest rzeczą oczywistą, że sprawdzenie równości kątów ugięć powinno 
nastąpić we wszystkich trzech płaszczyznach układu odniesienia.

Dla zobrazowania stosowalności tego wzoru przytoczono poniżej spraw
dzenie równości kątów ugięć węzła H  ram y rozwiązanej w przykładzie 2 . 

K ąty  ugięć w płaszczyźnie x —z (rys. 15a):

F  h e  12  Ecpy 10-253
10 -3;>0 (160+2-350) -  (2 -379,80 +  302,40)

6•500 o
=  +  4,628 t/cm 2,

E  • • 3+° ( - 2 ■344’76 +138 ,96) -  0,7 3 0 6 2 0 0 - =  +  4,630 t/cm 3.

K ąty  ugięć w płaszczyźnie x —y (rys. 15b):

E ' (p" E =  ¿ T o 3 ' + T  (2 ' 4,36 “  4 ’3 6 )+  2 '5 0 0  45 ' 200 =  +  ° ’274 t/0“ 2’

E • <p"z G=  ¿ ^ -3  ■ 3°° (2 - 5,99 -  5,99) - ^ 5 1 7 ^ -0 ,1 2 8 2 . 200 =  +  0,273 t/cm 3.
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K ąty  ugięć w płaszczyźnie y — z (rys. 15e):

19 800
E ■ <fx =  jo 7053' (2-2,47-2,47)  =  +  0,0094 t/cm*,

^ ' ^ D= 2^103 ' (2 • 2,56 -  2,66) -  =  -  0,0093 t/cm®.

Obliczając analogicznie wszystkie kąty  ugięć możemy przekonać się także, 
czy zostały właściwie obliczone momenty skręcające. W celu rozpatrzenia 
tego przypadku przyjmijmy pręt K —L  (rys. 16) równoległy do osi x  
i załóżmy, że nastąpiło już sprawdzenie kątów ugięć wszystkich prętów 
leżących w płaszczyźnie y — z i zbiegających się w węzłach K  i L. Za
łóżmy, że kąty  te  wynoszą 9o* i yLx . Różnica między tymi dwoma kątam i 
jest oczywiście kątem  skręcenia pręta K —L:

a ponieważ *

<P

K L KL<Px — <Px =  <Px ,

KL 2M%L ■ i ( l +v )
E J  o 

to
nrKL E J 0 k L.

x ~ 2 1 ( l+ v )  ((px fx ) '

Obliczoną za pomocą powyższego wzoru wartość momentu skręcają
cego możemy porównać z wynikiem otrzymanym na drodze iteracji 
i przekonać się o poprawności przeprowadzonego obliczenia.

Zastosujmy ostatni wzór do pręta II—D z przykładu 2. Z uwagi na
0 273

idealne utwierdzenie w pkt. />. kąt <p? =  0, a kąt — ,Tj
wobec czego

, rHD E  0,229 ■ 20 103 /0,273 +  ^M ,  =  — ~ —r-— - ’ ,,---- 0 =  1.61 tern.2-300 (1 +  0,3) \ E

Ja k  widzimy, w przytoczonym wrypadku różnica wynosi około 0,6% 
i powstała na skutek działań suwakowych.

Opracowano w lu tym  1953 r.


