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Streszczenie. W pracy przedstawiono mozliwos¢ zastosowania pew-
nych podgrup grupy afinicznej zespolonej, przy wspétzmienniczym for-
mutowaniu praw Kirchhoffa, dla sieci elektrycznych wieloprzewodo-
wych. Uzasadniono te mozliwosci i pokazano korzysci wynikajace z
wprowadzenia tych podgrup.

Wstep

0g6lne oméwienie sposobdéw wprowadzenia metod geometrycznych do analizy
sieci elektrycznych zawieraje prace [I] , [2], W pracy [2] autor wspomina
nawet o mozliwosciach zastosowania opisanych nizej podgrup. Jednakze nie
rozwija zagadnienia. Niniejszy artykut Jest pewnym uzupednieniem proble-
matyki zawartej w pracy [2j. W dalszym ciegu wykorzystamy zatozenia i
niektére wyniki uzyskane w cytowanej publikacji.

Ogélnie rzecz biorec, w analizie czteroprzewodowych sieci niesymetrycz-
nych postugujemy sie g#oéwnie metode sktadowych symetrycznych. Wprowadze-
nia tej metody wynika z checi uzyskania *atwej do rozwiezania postaci row-
nan opisujecych sie¢, w ktorej macierze impedancyjne se diagonalne. Ded-
noczes$nie, dzieki odpowiednim wkasnosciom transformacji fazowego uktadu
wspétrzednych na symetryczny, otrzymujemy wspoédzmienniczy Ckowariantny)
zapis praw Ohma i Kirchhoffa, co oznacza, ze ich posta¢ macierzowa Jest w
obu uktadach podobna.

Oczywiscie takich uktadow wspotrzednych moze by¢ wiecej niz dwa. Do o-
pisu sieci wybieramy takie, ktore zapewniaje odpowiednie korzysci w na-
szych rozwazaniach, przy czym wybor uktadéw podlega pewnym regudom, tak
aby zachowana zostata wspédzmienniczo$¢é sformutowanych w nich réwnan. Re-
guty tego wyboru wieze sie z pojeciem tzw. struktury Kleina. Strukture
Kleina nazywamy zbidér uktadéw wspoétrzednych, otrzymanych =z jednego usta-
lonego wstepnie (tzw. praukdadu), przy pomocy transformacji nalezecych do
pewnej grupy [4]. Wobec tego nasze rozwazania dotyczece kowariantnego za-
pisu praw Kirchhoffa dla sieci wieloprzewodowych przebiega¢ bede wg na*

stepujecego schematu:

a) fTormutujemy zatozenia wstepne, okreslajece zbidr badanych sieci,
b) okreslamy przestrzenie (predowe i napieciowe), w ktérych prowadzié¢ be-

dziemy ich analize.
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c) przyjmujemy prauktady wspétrzednych,
d) okreslamy zbiory dopuszczalnych uktadéw wspédrzednych poprzez przyje-
ciu grup transformacji dziatajacych na prauktady.

Posiadajac ww. ustalenia mozna sformutowaé¢ réwnania opisujgce sie¢ w
spos6b wspodzmienniczy (na podstawie réwnan Ohma i Kirchhoffa wyrazonych
pierwotnie w prauktadzie).

2. Zatozenia podstawowe dotyczace analizowanych sieci

Bedziemy sie zajmowaé sieciami zdtozonymi ze skonczonej ilosci gatezi
n + 1 przewodowych (n(N), zbudowanych z elementéw o statych skupionych.
Gatezie moga by¢ przelotowe (rys. 1) lub koncowe (rys. 2). Zatozenie do-
tyczace ilosci przewodéw w gateziach jest uogélnieniem w stosunku do ty-
powego dla praktyki przypadku, jakim sg tzw. uktady tréjfazowe - rozpatry-
wane rowniez wpracy [2]. Dla wygody, w dalszymciggustale nazywac be-
dziemy n+l-szyprzewéd kazdej gatezi umownie przewodemzerowym. 0ele-
mentach tworzacych gatezie zaktadamy, ze sa w ogélnie przyjetym sensie li

niowe. Zaktadamy dalej, ze zroédta wystepujace w sieci sg opisane sinuso-
idalnymi funkcjami zmiennej czasu. Dla obliczen sieci w stanie ustalonym
pozwoli to na wykorzystanie metody symbolicznej. Elementy pokazane na rys.
1 i 2 majg gatezie opisane nastepujacymi wielkosciami o skdadowych:

E*, z~.U4, 005 E, Z, U,J.
9 9 9 9 90 90 9090

Sens oznaczen jest nastepujacy:

- wskazniki pod duza literg oznaczaja numer gatezi,

- wskazniki z prawej strony 33 zwyktymi wskaznikami tensorowymi, ktore
przebiegaja np. pewien podzbiér liczb naturalnych,

- wskazniki numeru gatezi z zerem oznaczaja zgodnie z umowg n+l-szy prze-
wéd danej gatezi.

Ze skonczonej ilosci tak zbudowanych gatezi (potaczonych z zachowaniem
zgodnosci koncowek (i,...,n+l)) tworzymy sie¢. Obok oczek moze ona zawie-
ra¢ pewng liczbe gatezi koncowych. Przykktadowe ich rozmieszczenie pokaza-
no na rys. 3.

Poza tym sie¢ niemusi juz spe#niaé¢ zadnych specjalnych warunkéw. Dest
to istotna réznica w stosunku do sieci analizowanych w pracy [2], gdzie
musiaty one tworzy¢ drzewo lub tez w inny sposéb zapewnia¢ utrzymanie za-
sadniczego zwiazku, ktory dla uktadu czteroprzewodowego w fazowym ukta-
dzie wspo6drzednych wygladat nastepujaco:

0 = 0a + ab + 0°. m
90 9 9 .9
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1-6 gakezie przelotowe

7,8 gatezie koncowe

Rye. 3

Spednienie tej zaleznosci dla catej sieci byto warunkiem przeprowadze-
nia w tymze fazowym uktadzie wspétrzednych "idealizacji™ przewodu zerowe-
go, tzn. pozbawienia go impedancji i Zrédet. Dopiero sie¢ 1z takimi prze-
wodami pozwalata na kowiariantny zapis opisujecych je roéwnaé. Dokonano te-
go po zamianie jej na roéwnowazne predowo sie¢ tréjprzewodowe (pozbawiong
desymetryzujecego przewodu zerowego). Zastosowanie przez nas pewnych spe-
cyficznych podgrup transformacji pozwoli uwolni¢ sie od tak krepujacych
zatozen, upraszczajac tym samym proces kowariantnego formudowania réwnan
sieci.
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3. Przestrzenie 1 prauktady wspédrzednych

a) Prauktad w przestrzeni pradowej

Oako elementy obwodu wystepuje gatezie n + 1 przewodowe scharakteryzo-
wane n predami, co zapisujemy krotko:

3*. cpejl. 2 ... nj. (2)

Sg one wyrazone za pomoce metodysymbolicznej Jako wartosci skuteczne.
Wobec tego kazda gatez moze by¢ scharakteryzowana punktem w przestrzeni
Cn. Zaktadamy wiec, ze nasza przestrzen punktowe Jest przestrzenia Cn, co
pozwala przyje¢, ze miedzy przestrzenig pradowa (punktowg) a przestrzenia
analityczng Cn =C x C x ... C (n-krotnie) zachodzi homeomorfizm. Tym
samym mozemy uwazac¢, ze w naszej przestrzeni pradowej wprowadzilismy pra-
uktad. 3est nim homeomorfizm tozsamosciowy. W dalszym ciggu obowigzywac
bedzie stale zatozenie, ze przestrzen Cn odgrywa jednoczes$nie role punk-
towej i analitycznej.

b) Prauktad w przestrzeni napieciowej

Dako wspo6drzedne punktu w przestrzeni napieciowej Cn skuzyé bedg na-
piecia wzdtuzne n pierwszych przewodéw. Wobec tego mamy jako wspé4rzed-
ne napiecia:

u\ X6 YL, 2, .... nk 3)

Rozumowaniem analogicznym Jak w przypadku pradéw dochodzimy do posia-
dania przestrzeni napieciowej (punktowej, bedacej Jednoczeé$nie analitycz-
ng) - Cn oraz prauktadu wspéirzednych w tejze przestrzeni.

4. Zbiory dopuszczalnych uktadéw wspodrzednych

a) Dla przestrzeni pradowej

Transformacje, jakim poddawa¢ bedziemy nasz prauktad, naleze¢ bedag do
pewnej podgrupy, grupy afinicznej zespolonej (centrycznej) Gc. Oest to
grupa, do ktorej naleza transformacje liniowe, o jakobianie réznym od ze-
ra i wyrazie wolnym réwnym zeru, przeksztatcajace przestrzen Cn na siebie.
Dla pradéw mamy zatem nastepujacg regute transformacyjng:

O« ’- e«" 0*.

gdzie: @)

8*«C, przy czym det [m* jf* O-
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Podgrupe zastosowane przez nas okresle warunki dodatkowe:

gdzie: ®

k* ¢ C, przy czym kV o.
Mozemy tu zatozyé, ze v" >1), bowiem dla (n«l) warunek (5) nie stanowit-
by dodatkowego ograniczenia w doborze statych &a*. Aby sprawdzié, ze tak
okreslone transformacje rzeczywiscie tworze grupe, badamy z#ozenie dwoch
transformacji okreslonych wzorem (4) oraz odwrotno$¢ takiej transformacji.
Zato6zmy, ze mamy trzy uktady wspéirzednych o wskaznikach oznaczonych

odpowiednio cf, <", of* O0d pierwszego uk#adu do drugiego prowadzi transforma-
cja:

a od drugiego do trzeciego:

Wobec tego ztozenie dwéch transformacji daje w efekcie:

co jak wiadomo mozna zapisac¢ krotko:
O« ”. a<H'o<*.
of

Transformacja odwrotna istnieje i jest okreslona wzorem:

przy czym zachodzi zalezno$¢:

(6)

Znany dowéd faktu, ze zbidér transformacji Gc stanowi grupe pomijamy.
Whasno$¢ grupowe narzuconego dodatkowo warunku (5) sprawdzamy ponizej. Ola
zatozonych trzech transformacji wsp6trzednych mamy:



8 M. Brodzkl. W. Sonelski

co przy warunku;

nozna zapisac :

(7)

Dodatkowo, uwzgledniajac zaleznos¢ (6), dla transformacji odwrotnej otrzy-
muj eay:

co nozna zapisac:

k*n &F. » 1 i stad ~olacf(m k, .

Zatem otrzynujeny zwigzek:

k, - p ¥ 0. (8)

b) Przestrzen napieciowa

Przeprowadzajac zupetnie analogiczne rozwazania, otrzymujemy strukture
Kleina dla przestrzeni napieciowej. Transformacje maje postac:

gdzie: ©

det 0 oraz b 6 C,

przy warunku

gdzie: (10)

m"e C oraz «V 0.

Warunki (5) i (10) oznaczaja odpowiednio, ze suma wyrazéow kolumny wzgled-
nie wiersza macierzy transformacyjnej jest stata, roéwna pewnej liczbie
zespolonej.

Podane podtrupy nozna nazwac¢: uog6lnione pseudostochastyczne grupy ze-
spolone, w skroécie ups-grupy. Terminologia ta (proponowana przez Prof.
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M. Kucharzewskiego), oparta Jest na wprowadzonej w pracach [5] - [9J,
gdzie rozpatruje sie tzw. grupy pseudostochastyczne o elementach rzeczy-
wistych (dla ktérych suma wyrazéw wiersza lub kolumny réwna Jest liczbie

1).

c) Struktura iloczynowa

Przy zatozeniu, ze wsp6t#rzedne przestrzeni predowej i napieciowej trans-
formuje sie niezaleznie od siebie, mozna utworzy¢ strukture bedece iloczy-
nem kartezjanskim struktur utworzonych uprzednio. Bierzemy pod uwage ilo-
czyn kartezjaéski przestrzeni predowej i napieciowej:

dysponujac teraz strukture ztozone z uporzadkowanych par uktadoéw wspot-
rzednych pradowego i napieciowego, wynikajacych z niezaleznych transfor-
macji obu prauktadéw. Oest to podstawa do tworzenia tzw. obiektéw iloczy-
nowych.

5. Charakter geometryczny poszczegdélnych wielkosci fizycznych

a) Napiecia i prady sieci

Napiecia i1 prady gateziowe, traktowane dotychczas Jako wspo6drzedne punk-
téw odpowiednich przestrzeni, tworzg tez wektory kontrawariantne o regule
transformacji ([3], s- 272):

(11)

Dla struktury opartej o grupe Gc reguty te upraszczaja sie do postaci,
w ktoérej pochodne czagstkowe transformacji sa state

V0*= c|" V6, gdzie cE" 6C. (12)

Aby wykazaé¢, ze sg to obiekty geometryczne, nalezy sprawdzié¢ roéwnanie
fundamentalne i warunek identycznos$ci. Prosty dowéd mozna znalezé¢ np. w
podreczniku [3]. Zauwazmy, ze zacies$nienie grupy transformacji. Jakim pod-
dajemy wspodrzedne, sprawia, ze mamy do czynienia z subobiektami odpowied-
nich obiektéw geometrycznych okreslonych przy pednej grupie rézniczkowej

([4])- WHo6knem, czyli zbiorem wszelkich mozliwych ciggow sktadowych
wektorow napie¢ lub pradow we wszystkich uktadach wspoédrzednych jest cata
przestrzen Cn. Mozemy tu mie¢ na mys$li zaréwno obiekty geometryczne szcze-
gélne Jak i abstrakcyjne C[4J). W przypadku przestrzeni Cn chodzi o obiekt
abstrakcyjny.
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b) lapedancje Jako obiekty geometryczne

Reguta transformacyjna dla Impedancji ma postac:

z*-' i ZV £ (13)
Réwnanie fundamentalne i warunek identycznosci dla skkadowych przypisa-
nych impedancji sa sped#nione ([2], s. 45). Mamy wiec do czynienia z obiek-
tem geometrycznym. Dok#adniej stanowi on subobiekt obiektu rozpatrywanego
w pracy [2].

c) Inne wielkosci geometryczne

Opisane podgrupy wprowadzilismy, aby méc sformutowaé¢ réwnania Kirchhof-
fa dla sieci, ktdérej wszystkie n + 1 przewodéw gateziowych se identycz-
nej budowy.

Uwaga. Przewdd zerowy Jest Jednak w pewnym sensie wyrézniony. Sprawia
to brak sprzezen predowych impedancji Z . Mozna tego unikneé, np. operu-
Jec przestrzeniami C + dla predow i gapieé oraz podanymi grupami trans-
formacji wspétrzednych dla tego przypadku.

Prezentowany w niniejszym artykule wariant geometryzacji teorii rozpa-
trywanych sieci obrany zostat dla lepszego wyeksponowania pewnych obiek-
téw geometrycznych, zwiezanych z obecnos$cig tak wyr6znionego przewodu ze-
rowego. Uzywajac przestrzeni C mozna roéwniez rozpatrywa¢ sprzezenia im-
pedancjl Z , lecz wymaga to wprowadzenia pewnych dalszych obiektéw geome-

90
trycznych.

Szczeg6lnie drugie prawo Kirchhoffa w sieci o istniejagcych ga-
teziach koncowych stwarza trudnos$ci, poniewaz oczka dla gatezi koncowych
muszg zamykaé¢ przewody zerowe, w przeciwienstwie do innych oczek. Powodu-

je to konieczno$¢ wprowadzenia dodatkowej wielkos$ci, Jaka daja napiecia

postaci:
u - ufl,
w,ue 1,2,... ,n[, (14)
przy czym un, UNE C. _)

Sa to podobiekty i Jednocze$nie subobiekty wektoréw kontrawariantnych [4]
napie¢ wzdtuznych gatezi, o specyficznym whéknie. Sktadowe takich wekto-
réw napie¢ transformujag sie dzieki przyjetej grupie przeksztaktcen naste-
pujaco:

un = U*1, przy czym b = .

Wobec tego, jezeli zachodzi wzér (14), to w nowym uktadzie wspédtrzed-
nych wkasno$¢ ta zostaje zachowana. Istotnie, mamy bowiem:
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U** - b** U*1 -a* U* - * Ui*,

a wiec zachodzi w nowys uktadzie réwnosé:

. 1

Wprowadzone napiecia aeje regute transformacyjne

UL « m"U I (15)

(masy tu do czynienia z obiektes zupednie rozktadalnya ([$])- Ich wkdéknem

nie jest jak uprzednio cata przestrzen Cn, lecz jedynie pewna prosts a
tej przestrzeni) Zauwazmy, ze sytuacja taka nie zasztaby przy peidnej gru-
pie 1" i taki zbidér nie bytby wkdknea zadnego obiektu.

W przypadku pierwszego prawa Kirchhoffa dla wez46w gatezi koncowych sie-
ci aozna sforautowa¢ nastepujece zaleznos$¢:

3 . X< j1,2.. ... nl. (16)

Na aacierze transformacyjne narzucilismy warunek:

<v o

Jezeli wobec tego zachodzi:

to w nowym uktadzie wspétrzednych:

czyli zachodzi:

0"« Kk"j. an
0 0

Jest to reguta transformacyjna dla predu przewodu zerowego. Jest on o-
kre¢lony kornitante (o sktadowej (0)), wektora kontrawariantnego pradu (o
sktadowych (Daa), przy dzia+aniu0 ups-grupy.

Na podstawie tych dwéch wielkosci mozemy wprowadzi¢ jeszcze trzecie.Be-
dzie to iapedancja przewodu zerowego o regule przeksztatcenia:
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2"« F,2Z, przy czy« k®* 0. (18)
0 K 0

Sprawdzenie, ze wielkosci dotyczece przewodu zerowego se obiektami geo-
metrycznymi nie Je9t trudne. (Napiecia przewodéw zerowych U tworzeobiekt
o regule transformacji (15).) 0

Uwaga. W skrypcie [4], 8. 156 podano twierdzenie, z ktérego wynika, ze
dla pednej grupy I" transformacji nie ma Innych obiektéw niz 3-obiekty
(czyli obiekty o regule transformacji zaleznej od Jakobianu), dla typu
(m,n,1), gdzie m < n. Opisane wyzej trzy wielkosci ni$ se 3-oblektanmi,
co nie przeczy twierdzeniu, gdyz nie operujemy pedne grupe 1J.

0o sformutowania praw Kirchhoffa se jeszcze potrzebne wspéiczynniki o-
rientacji gatezi. Wspdétczynniki te oznaczaje odpowiednio:

a - symbol orientacji predowej gatezi g wzgledem wezta u,

9u

QE - symbol orientacji predowej gatezi g wzgledem oczka k.
3ako obiekty geometryczne se one skalarami.

6. Sformutowanie praw Kirchhoffa dla omawianych sieci
oraz réwnan definicyjnych dla lel elementow

Aby tego dokona¢ musimy podzieli¢ gatezie, wezty ioczka naklasy. Cze-
$ci n-przewodowe gatezi przelotowych 1 koncowych oznaczamyzmienneg(geG),
Przewody zerowe tych gatezi - zmienne ¢gQ(go « Gq). Wezty i oczka utworzo-
ne wytecznie przez czesci n-przewodowe gatezi oznaczamy odpowiednio zmien-
nymi u oraz k (U€W, k€K) - klasa 1. Wezty i oczka utworzone wytecz-
nie przez przewody zerowe oznaczamy.: Y - % %u €& s 0 k § K )-klasa 2.
Wreszcie pozostate wezdy i oczka utworzone zaréwno przez czes$ci n-przewo-
dowe gatezi Jak i przewody zerowe, oznaczamy: ua, kj (uji wJ3, k~ )
- klasa 3.

Uwaga. Nie zalezy nam w tej chwili na wyré6znieniu tzw. wezdéw i oczek
niezaleznych. Stosownie do tego podziatu zwiezki dla obu praw Kirchhoffa

wygledaje nastepujeco:

I prawo K. Il prawo K.
a3“=0 b U*1= 0
klasa 1 gu gk g
geG, ueWw geG, ktkK
a 3 =0 b u =20
klasa 2 9ouo % S o

90* G* Upg« Wy 90* V ko€ Ko
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I prawo K. Il prawo K.
asS3** a 3 «O0 b U*re b UmO
g«! <9 90«! 90 9kl 9 90ka 90
klasa 3
90 GO0< 946, UjeWj 90« GO* 9*6, kj«n
Wspoétzaienniczosé tych praw w przypadkach objetych dwoaa pierwszyai

klaaaal wynika natychaiast z catosSci przeprowadzonych uprzednio rozwazan.
Sprawdziay kowariantno$¢ réwnania napieciowego dla oczek trzeciej klasy.
Maay zatea réwnania o postaci:

b "¢ b u* = 0.
*kl 9 »okl 90

Znajdujeay postaé¢ réwnania w innya uktadzla, stosujec transforaacje:

b bji"U* ¢ b a

U «0,
gki 9 8,~ &

na podstawia zwiezku (14) aozaay zapisac:

a'{b UD)+ b au -0,
&kl *» *okl 90

aobac tago:

b Ux ¢ b U
9ki 8 ge

A wiec Il prawo Kirchhoffa w tya przypadku Jest roéwniez wspédzaiannicza.

Podobnie otrzyaujeay identyczny rezultat w przypadku predowya. Posia-
daj ec zapisane kowariantnie prawa Kirchhoffa nalezy Jeszcze zapisac¢ roéw-
nania eleaentéw badanej sieci. Odpowiednio do oznaczen na rys. 1 i 2 woz-
ne napisac:

UXm Z* X3* - E*. (19)
9 9 9 9
Uu - zZ a --e . (20)

9 |91 90 80
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Wspé4zmienniczy charakter réwnania (19) wykazano w pracy W . Wkasnos$cé
ta dla zwigzku (20) wynika z rozwazahn p. 5 niniejszej pracy.

llwaga. Ujecie wskaznika powtarzajgcego sie tu w obu czynnikach iloczy-
nu (co jak wiadomo oznacza, ze jest on wtedy wskaznikiem sumacyjnym), w
pionowe kreski oznacza zakaz sumowania poddug niego,

Kowariantno$¢ omawianych réwnan uzyskano dzieki wprowadzniu transfor-
macji tworzacych opisang podgrupe grupy Gc. Pozwolito to unikna¢ kdopot-
liwej idealizacji przewodu zerowego, jakiej trzeba byto uprzednio dokonaé
w prauktadzie w przypadku opisanym w pracy W . Ujemng strong zastosowa-
nia ww. podgrup sa krepujace ograniczenia \5), (10). Na przyktad stosowa-
na najczesciej w praktyce transformacja z ukdtadu fazowego na uktad wspot-
rzednych symetrycznych tych warunkéw nie spednia. Zapewnienie warunku uni-

tarnosci, pozagdanego przy rozwazaniu zagadnien mocy, doprowadzitoby do
dalszego zacies$nienia naszej podgrupy. Na przyktad transformacje zdefi-
niowane za pomocag macierzy nalezg do iloczynu mnogos$cio-
wego obu rozwazanych podgrup grupy centroafinicznej, tzn. : centrounitar-

nej i ups-grupy (piszacy ten artykut nie wiedzg, jak obszerng czes¢ wymie-
nionego iloczynu stanowig one). Wprowadzenie tych podgrup obok korzysci
posiada wiec i strony negatywne.
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NPUMEHEHHE HEKOTOPIiX no,urpynn, A>mhho3 komiuiekchoH mrum
B TEOIIETIKHEOKOS TEOPHH 3JIEKTPHHECKHX UEIJIEit

Pe3KBme

B oiaxie npKBOZaToH bosmoxhocth npuMeHeHH« HeKOiopux noxrpynn a$$HHHOi+
KOMoneKOKoS rpynnu, ajix KOBapaanTHoro oyopMJteHHH saKOHOB Knpxroijxfia, axex-
TpnnecKHx n-ri>a3Hux aeneit. 3ih bosmoxhocth odocHOBaHHoe. notca3aHH Tose ysod-
0TBa y.aKue saoi HcncuiBabBamie sthx rpynn.

APPLICATIONS OF SOME SUBGROUPS OF THE AFFINOUS COMPLEX GROUP
IN THE GEOMETRIC THEORY OF THE POLYPHASE NETWORKS

Summary

In the paper the possibilities are presented of using some subgroups
of the affinous complex group, for the covariant notation of Kirchhoff"s
laws in the polyphase network theory. These possibilities are proved and
some advantages of their applications are explained.

Przyjeto do druku w czerwcu 1978 r.



