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RÓWNANIA REKURENCY3NEG0 TYPU HOMOGRAFICZNEGO

Streszczenie. W artykule wyznaczono immitancję wejściową odcinka 
łańcucha jednakowych. nieodwracalnych czwórników drogą rozwiązania 
nieliniowego równania rekurencyjnego typu:

a zn ♦ b
2n-t-l " c z + ' d *  n

zwanego homograficznym, a następnie przedyskutowano zagadnienie a- 
symptotyki jego rozwiązań.

1. Transaltancla łańcucha otwartego

Weźmy pod uwagę łańcuch jednakowych czwórników. Przez

(i)
[: :]

*

oznaczmy macierz łańcuchową Jednego ogniwa. Przez |A | oznaczać będziemy 
wyznacznik macierzy A. Prócz tego wprowadzimy oznaczenie:

a ♦ d

Łańcuch taki opisuje równanie rekurencyjne:

"n+1 - A  V

(2 )

gdzie j w l  Jest ciągiem elementów przestrzeni liniowej, A  jest operacją 
liniową w tej przestrzeni. Rozwiązaniem tego równania przy warunku po-

czętkowym w q jest ciąg:

A " " o

n-ta potęga operacji A  określona jest wzorem [4]
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A" = - m ł  * " R* d»x ) -

gdzie R Jest rezolwentą operacji A, a kontur F’ zawiera wewnątrz jej wid
mo. Rezolwentą operacji reprezentowanej macierzą (l) ma postać:

d-fc -b'

-c a-> 

gdzie:

D(X) - *2 - 2x% + | A|.

Punktami widma operacji. A  są więc:

*1<2 - x i Vx2 - | A|'. (4)

Ponieważ funkcja

F(fc) = % n~2 0(%)

Jest analityczna, więc na podstawie (3) mamy:

- F(5l)d5l - A n - 2xAn_1 + |A|An'2 = 0.

Zatem n-ta potęga macierzy A  określona jest zależnością rekurencyjnę:

A n - 2xAn-1 - |A|A n-2

W dalszym cięgu możliwe jest przedstawienie macierzy A n czwórników od
wracalnych za pomocę macierzy A  i wielomianów Czebyszewa argumentu x
[l. 2],

Mając jednak na uwadze późniejszą dyskusję asymptotyki rozwiązań rów
nań rekurencyjnych pójdziemy w tym artykule nieco inną drogą.

Z (3) wynika, że transmitancja napięciowo-napięciowa łańcucha otwarte
go na końcu, złożonego z n ogniw, ma postać:

R %  ■ Drir

eS t  d*)~

% ^ n

(Jr

1-k
l-kr

(5)

x W ó r  (3 ) można wyprowadzić dokonując przekształcenia Z na wymienionym 
tu równaniu rekurencyjnym.
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gdzie:

*1
k ‘ h ‘ h2

(6 )

l-kn+1 
<3 - - -  -Z- - d.n 2 1_kn (7)

O

Rys. 1. Wyznaczanie transaitancji łańcucha otwartego

2. Iwpedancla wejściowa łańcucha otwartego 
i adaltancla wyjściowe łańcucha zwartego

Iapedancja wejściowa łańcucha spełnia równanie rekurencyjne typu hono- 
graficznego [3] s

az_ ♦ b
z ■ n • 
n+1 cz_ + d— n

(8 )

Podstawienie

*n * 5„ - I

sprowadza równanie (8) do postaci równania Riccatiego:

c 5 n +i 5n - + - T 1 " °*

które przez podstawienie

?n
*n+i

daje się sprowadzić do równania liniowego:

c v _ - 2xv , + M l  v «= O., n+?. n+1 c r. (9 )

Rozwiązujęo łatwo równanie (9), znajdujemy następnie ogólne rozwiązanie 
równania (8) w postaci'
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z « |  (*, 2£h_-- i_ł _ d ). (10 )
n C 2 Oękn - 1

Dla łańcucha otwartego na końcu mamy warunek poczętkowy i—  * 0. Wy-
o

znaczmy stąd 0f= -1. Zatem impedancja wejściowa otwartego łańcucha zło
żonego z n ogniw określona Jest wzorem:

z. - (11)

Admitancja wyjściowa łańcucha spełnia również równanie homograficzne:

yn+l “ b yn + d'

którego rozwiązaniem szczególnym przy warunku poczętkowym = 0 (łańcuch 
zwarty na poczętku) Jest cięg:

yn “ %• (12)

gdzie ó n określona Jest wzorem (7).

3. Transmltanc.la odcinka łańcucha otwartego

Wykorzystujęc wzory (5), (ll), (12) określimy łatwo transmitancję od
cinka łańcucha otwartego na końcu, pobudzonego napięciowo na poczętku (rys. 
2 ) .

n.

Rys. 2. Wyznaczanie transmitancji odcinka łańcucha otwartego 

Stosujęc zasadę Thevenina do zacisków m-tego ogniwa, mamy:

U I. V z
-JL- =  m  ,  _Jjn NzJD__
u t u 1 + v z *po mo o 1 * y m N-m

skęd na podstawie (5), (ll), (12) otrzymujemy:
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um » ł-m 1-k dN-m
   u,. .1 '¿" u--- • ^13)

2 l-k" bc + 0 m<*N-m'

Rozwiązując równania homograficzne przy dowolnych warunkach poczętko- 
wych można określić transraitancję łańcucha przy dowolnych immitancjach na 
jego wejściu i wyjściu.

4. Asymptotyka rozwiązań równań rekurmcyjnych

Rozwiązanie f równania rekurencyjnago nazywamy asymptotycznym, jeże
li przy dowolnych warunkach początkowych istnieje:

lim f ■ f. 
n _ ~ n

Badanie asymptotyki dotyczy więc zachowania się immitancji łańcuchów 
przy nieskończenie narastajęcej liczbie ogniw.

Rozważmy następujące p zypadki:
a) gdy co ma miejsce przy:

X = VTa T-

Wzór (5) daje wtedy wynik:

5^1-"

‘no ■ (14)

Wówczas także ogólne rozwiązanie równania (8) przyjmuje postać:

, „ <*(n+l) + 1 1 r«*'
n * 2 oTrm ------- d) o' Vl5

Cięg fl5) jest zbieżny przy dowolnych Of i • natomiast cięg (14) tylko
przy |* ,| > 1 .

b) gdy | ^ |̂ 2 1 « rozwiązanie równania (8) jest asymptotyczne. Cięg tnQ
natomiast jest zbieżny wtedy i tylko wtedy, gdy:

max (| fcj , | ) >  1,

a więc wtedy, gdy co najmniej jeden punkt widma macierzy A  leży na 

zewnętrz koła domkniętego

c) gdy / fc2 i I&J * |&2 | . wówczas łatwo przekonać się, że cięgi

(5 ) i (10) nie maję granicy.



□ la przypadków a) i b), przy n — o«, mamy:

32_______________________________________ ____________ M. Siwczyński

z„ -  (*2 - d) Ł. (16)

przy czym % z Jest Jednym z punktów widma macierzy A, spełniającym waru- 
nek | % 2 \ >  1^1.

Punkty widma wyrażone przez impedancje ogniwa określone są wzorem:

1.2
Z11 * Z22 : * *22>2 - - Z12 Z2i

2 z 21

W szczególnym przypadku dla czwórnika o rzeczywistych impedancjach mamy:

rll * r22 '(r,, + r„„) - 4 r4„ r11 22 12 ‘ 21
1.2 2 r,21

Przypadek c), w którym zn nie posiada granicy przy n — - ma miej
sce gdy:

4 r12 r21 “ {rll * r22)2 > 0 * (17)

Interesujące wydaje się porównanie tego wyniku z warunkiem pasywności 
podanym przez Raisbacka fs, 6]. który w tym szczególnym przypadku przyjmu
je postać:

4 rll r22 " (r12 * r21)2 ^  °' (18)

Rozpatrzmy jeszcze szczególny przypadek drabinkowego układu rezystan- 
cyjnego. Macierz rezystancyjna składowego ogniwa typu gamma odwrócona z 
rezystancję podłużnę R^ i poprzecznę R2 aa postać

R. + R_ R » 1 2  2

Warunek Raisbecka daje wynik:
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Nierówność (17) natomiast daje wynik:

Rj (Rj + 4 R2 ) <  0,

który nie może mleć miejsca w układzie pasywnym.
Na zakończenie należy stwierdzić, że równania rekurencyjne typu homo- 

graficznego mogę znaleźć zastosowanie w analizie łańcuchów czwórników, o- 
bok metod podanych w fi] .
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OnPEflEJtEHHE BXOHHOrO HMIIEMHCA H «TOKUHH UEIIH 
OflHHAKOBHX HEOEPATHMHX HETHPEXIIO JIBC HHKOB nyiEU PEHIEHHH 
PEKyPPEHTHOrO yPABHEHHH EHHHHEiłHOrO THI1A

P e • » u  e

B cTaiBe onpexexeao bxoxhoS HunexaHO iieni oxhbakobhx aeodpaiBKHx aeiupex- 
noaBOBHKOB n y t b u peneHBa BexHHeftaoro ypaBHSBHa pexyppeaTBoro tana

a zn ♦ b
zn+l “ c z„ + d n

Ha3BaHHOro Óh z h b sSe h u , a 3aieu odcyxxeao Bonpoc acHuniOTBKH ero pemeHBB.
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CALCULATION OF THE DRIVING-POINT INMITTANCE AND TRANSMITTANCE 
OF THE CHAIN OF IDENTICAL, NONRECIPROCAL TWO-POLES 8Y THE METHOO 
OF SOLVING A BILINEAR TYPE OF A RECURRENTIAL EQUATION

S u m m a r y

In the article there was calculated the driving-point inmittance of 
the chain of identical, nonreciprocal two-poles by the method of solving 
a nonlinear recurrential equation of a bilinear type

z . - 8 zn ♦ 6
n+1 c z ♦ dn

Then, the problem of solution asymptotics was discussed.

Przyjeto do druku w czerwcu 1978 r.


