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Z ZASTOSOWANIEM WIELOMIANÓW CHARAKTERYSTYCZNYCH

Streszczenie. W artykule przeprowadzono analizę wrażliwości wzbu- 
dzenia generatorów ze sprzężeniem zwrotnym ne zmiany współczynnika 
wzmacniacza i reduktancji pasożytniczych. Ze względu na ogólność 
rozważań i przydatność do analizy wrażliwości stosuje się opla 
czwórnlka sprzężenia zwrotnego przy zastosowaniu wielomianów charak
terystycznych.

1. Wstęp

W syntezie generatorów ze sprzężeniem zwrotnym zagadnieniem podstawo
wym jest określenie częstotliwości drgań oraz warunków wzbudzenia. Zagad
nienia te sę powszechnie znane..

Niezmiernie ważne sę jednak zagadnienia wrażliwości pewnych parametrów 
generatorów na zmiany innych, np. wpływ współczynnika wzmocnienia wzmac
niacza generatora na częstotliwość drgań i tzw. zapas wzbudzenia.

Pierwszym przybliżeniem teorii generacji drgań jest teoria liniowa.Za
kłada ona linlowę charakterystykę przejścia wzmacniacza. Teoria ta pozwa
la określić warunki wzbudzenia i pierwsze przybliżenie częstotliwości 
drgeń. Następnym przybliżeniem teorii generacji jest teoria nieliniowa, 
które zakłada nieliniowę charakterystykę przejścia wzmacniacze. Pozwala 
ona na określenie amplitudy drgań oraz na obliczenie dalszych przybliżeń 
częstotliwości.

Majęc powyższe na uwadze, do analizy wrażliwości zapasu wzbudzenia na 
zmiany parametrów wystarczajęcym aparatem matematycznym jest teoria linio
wa. Natomiast analiza wrażliwości częstotliwości i amplitudy drgań wymaga 
stosowania teorii nieliniowej.

W niniejszym artykule ograniczamy się do teorii liniowej, kierunkując 
tym samym analizę wrażliwości na badania wpływu zmian parametrów na zapas 
wzbudzenia.

Ze względu na ogólność rozważań i przydatność do analizy wrażliwości 
stosuje się opis czwórnlka sprzężenia zwrotnego przy zastosowaniu wielo
mianów charakterystycznych.
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2. Warunki wzbudzenia

Warunkiem powstania drgań w generatorze prędu (napięcia) Jest Istnienie 
pierwiastków równania charakterystycznego w prawej półpłaszczyżnie zmien
nej zespolonej.

Napięcie na zaciskach generatora spełnia równanie różniczkowe liniowe 
jednostkowe o postaci:

nu (S)u » O 8 ■ d/dt.

Pręd płynęcy przez zaciski generatora spełnia równanie:

n^iśH • O '

nu (S)j n^S) - wielomiany charakterystyczne napięcia i prędu.
W zwięzku z powyższym wielomian charakterystyczny n(s) generatora prę

du (napięcia) musi posiadać dwa zera zespolone sprzężone, leżęce w prawej 
półpłaszczyźnie w niewielkiej odległości od osi urojonej, (rys. l).

Rys. 1

Wielkość 6 - tzw. zapas wzbudzenia - określa odległość pierwiastka od 
osi urojonej, czyli jest to część rzeczywista tego pierwiastka.
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Zapas wzbudzenia musi być wybrany kompromisowo ze względu na sprzecz
ne warunki jakie musi spełniać.

Przy założeniu <5 bardzo małego pierwiastki znajduję się prawie na osi 
urojonej, z czego wynika niebezpieczeństwo przesunięcia się ich w lewo, 
co powoduje zanik drgań.

Założenie <j dużego usuwa niebezpieczeństwo zaniku drgań, ale ze wzglę
du na wzrost części rzeczywistej pierwiastka powoduje odkształcenie prze
biegu (nałożenie się na harmonicznę podstawowę wyższych harmonicznych). 

Załóżmy, że wielomian charakterystyczny generatora ma postać:

n(s) = a_ sn + a„ . sn_1 + ... + a. s + a_.n n—i 1 o
/

Ponieważ 8 ■ 6 + jw, więc dla małego 6 mamy:

n
(<5+jca)n

»■O

+ (jw)n » (jtt))n_1 (nd+Jco).

Oeśli s = 6 +  jw jest zerem wielomianu n(s), to:

n(ó+jw) = 0,

czyli:

n n

(jw)k_1 (kó+Jw) - ó ^  k(j«a)k“1 . a^ +
k-0

n
♦ z *  k (3<0)k . ó dni^ą) + n(ja>) , 0>

k-0

Rozbijajęc wielomian na część rzeczywista i urojonę

n(ju>) * R(u>) + j x ( w )

R(o>) - część rzeczywisto wielomianu n.
X(to) - część urojona wielomianu n.

n(ó ►ju>) “ /
k-0
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otrzymany:

« "<*■>> ' -1« T ^ 21 * "<)«> * 1 T ^ 1] *

♦ Rito) + JX(<i>) ■ (R(W) *<i - S 1 - 0,

skęd część rzeczywista i urojona nuszę być równe zeru

R(eo) + <5 -  o ,
(l)

x(o>) - 6 « o.

Z równań (i) wynika częstotliwość drgań własnych o>Q i warunek samo- 
wzbudzenia generatora.

RCo,) + «s 0 = » < 5 -  - (2 )
d w  ’

*<*>>-« T ^ -  ° = » « - | f c  < »
dco

Warunki określone równaniani (l) sę warunkami rzeczywistymi ( 6 /  0).
Warunki idealne mięłyby postać następujęcę:

R(w) = 0
(4 )

x(co) “ 0

Warunki idealne dotyczę przypadku, gdy pierwiastki wielomianu charak
terystycznego generatora leżę na osi urojonej (6 = 0).

Uwzględniajęc powyższe, częstotliwość drgań (oQ generatora określamy z 
warunków idealnych, natomiast warunek samowzbudzenia - z warunków rzeczy
wistych.

Współczynnik wzmocnienia k wzmacniacza zawiera się w wielomianie cha
rakterystycznym, przy czym można wyróżnić trzy następujęcę warianty:

1 R(u>) nie zawiera k,
2 x(to) nie zawiera k,
3 R(u>) i X(co) zawieraję k.

ad. 1 Deśli część rzeczywista wielomianu R(o>) nie zawiera współczyn
nika wzmocnienia k, to częstotliwość drgań o>o określamy z warunków 
idealnych >

R(a^) ■ 0,
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natomiast zapas wzbudzenia określa się z warunków rzeczywistych: 6 (jak
widać na rys. i) musi być małe i dodatnie, z równania (3)

6  m '/ d i * u n  > 0 - o zy u  x(w 0 ) > 0 -
[ do. )

w 0

ad. 2 Częstotliwość drgań o>o ;

X(o>0 ) <• 0

warunek samowzbudzenia

R (u>o)
ó ■ - '/cK ( £ j\ > 0 -

V d «*>
czyli ^

»«■>„> < • ■

ad. 3

R(w, k) - 0 
X(co, k) = 0

Z tych dwóch równań należy wyrugować k 1 obliczyć częstotliwość drgań 
co. Natomiast warunek samowzbudzenia określamy z jednej z poniższych nie
równości:

R (co , k ) X (co , k )
6 = -  7dxTa) V)V > 0  lub 6 ■ T$rCZT7X >0 

o

3. Podstawowe struktury generatorów RC ze sprzężeniem zwrotnym

W zależności od typu wzmacniacza rozróżniamy cztery rodzaje generato
rów (rys. 2).

Przyjmijmy, że wzmacniacz odwraca fazę

f(x) = -k x.
ponieważ

[a] ’ qT sT
n20(s) nzz(s) 

n°°(s) noz(a)
(5)

n - wielomiany charakterystyczne czwornika sprzężenia zwrotnego.
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więc wielomiany charakterystyczne dla poszczególnych rodzajów generatorów 
maję postać:

rys. 2a 

rys. 2c

5(s) + k Q(s)

n00(s) + k Q(s)

nZZ(s) + k Q(s)rys. 2b 

rys. 2d noz(s) + k Q(s)
(6 )

Symbole
Rys. 2

oznaczaję małe reduktancje pasożytnicze, 
nik sprzężenia zwrotnego

[a] - czwór-

Łatwo się przekonać, że obciężenie generatora nie ma wpływu na te wie
lomiany dotęd, dopóki źródła sterowane wzmacniaczy sę idealne. Ze wzglę
dów praktycznych poczyńmy pewne założenia upraszczajęce, dotyczęce czwór- 
ników sprzężenia zwrotnego, a mianowicie

- czwórniki posiadaję strukturę drabinkowę RC,
- posiadaję one wyłęcznie pojemności z uziemionę wspólnę okładkę.

Z założeń tych wynika, że wielomian Q(s) w  równaniach (5), (6) Jest 
równy Jedności.

W zwięzku z tym przy określaniu częstotliwości drgań i warunku wzbudze
nia korzysta się z wariantu 2.
Wielomian n(s) można rozłożyć na części: parzystę i nieparzysty:

n(ę) = njCs2 ) + s n2 (s2 ).



stęd:

n(ju>) = nji-to ) + jco n2 (-to ).

3ak widać:

R(u>) ■ nj(-<*>2 ), X(o>) = u n 2 (-w2 ).

Korzystajęc z wariantu 2 wyznaczamy częstotliwość drgań u>Q z równania

n2 (-w2 ) = 0 (7)

a zapas wzbudzenia:

R(tó) n (-w2 ) n (y)
6 •' -  73xTSA  , ' 2\x-------------------------3ńrry7> 0 ' (8)

^ l 0 2 \  "2<v> *

gdzie
2

y = -w0.

Ola zaistnienia generacji wystarczy wielomian charakterystyczny n(s) 
trzeciego stopnia:

3 2n(s) = ij s + a2 s + 8j s + aQ + k,

wówczas:

njfy) = a2 y + aQ + k 

n2 (y) = a3 y + aj 

Z równania (7) wyznaczamy częstotliwość drgań:
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%  ‘ l r ‘

a z wyrażenia (8) zapas wzbudzenia:

a2yłV k -ala2łao V ka3
a3y+a1+2ya3 " 2 « ^ >0. (9)

Z ostatniej nierówności określamy wartość wzmocnienia k potrzebnę dla 
zapewnienia warunku wzbudzenia
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ai8!>“8„aTk > .kj, . 8
3

4. Analiza wrażliwości

Ze względów praktycznych celowe Jest analizowanie następujęcych wraż
liwości i

a) s£ zapasu wzbudzenia na zmiany współczynnika wzmocnienia wzmacniacza,
b) S<* zapasu wzbudzenia na zmiany reduktancji pasożytniczych patrz rys. 

Z) i na zmiany obciążenia,
c) zapasu wzbudzenia na zmiany parametrów RC czwórnika sprzężenia zwrot

nego,
d) częstotliwości drgań na zmiany parametrów czwórnika sprzężenia zwrot

nego, reduktancji pasożytniczych i obciążenia,
a) częstotliwości drgań na zmiany punktu pracy wzmacniacza.

Analiza wrażliwości określonych w punktach a, b, c jest stosunkowo 
prosta, bowiem do ich obliczania wystarczy teoria liniowa. Natomiast przy
padki d, e wymagają zastosowania teorii nieliniowej, gdyż częstotliwość 
zależy od zawartości wyższych harmonicznych generowanego przebiegu.W związ
ku z tym ograniczymy się do rozpatrywania przypadków a l b .

Wrażliwość zapasu wzbudzenia 6 na zmiany współczynnika wzmocnienia k 
obliczamy na podstawie wyrażenia (9):

4- a r  I  <1 0 >

Graficzna interpretacja relacji (10) widoczna jest na rys. 3. Z rysun
ku tego wynika, że minimalizacja wrażliwości wymaga jak największej
wartości współczynnika wzmocnienia. Należy Jednak zastrzec, że wzór (10) 
jest dostatecznie dokładny przy niezbyt dużym k, co wynika z założeń 
postawionych w paragrafie 2.

Jednocześnie należy podkreślić, że wzrost k powoduje zwiększenie za
wartości wyższych harmonicznych w generowanym przebiegu. Dlatego też do
kładna analiza i optymalizacja powyższej wrażliwości wymagałaby zastoso
wania metod nieliniowych.

Rozpatrzmy obecnie wrażliwość 6 na zmiany reduktancji pasożytniczych. 
Weźmiemy pod uwagę generator ze wzmacniaczem prądowym sterowanym napię
ciowo (rys. 2c). Odpowiedni czwórnik sprzężenia zwrotnego uzupełniony ma
łymi reduktancjemi pasożytniczymi i obciążenia pokazano na rys. 4.
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a1°2 W

Rys. 3

Rys. 4

Macierz łańcuchowa czwórnika uzupełnionego ma postać:

1 0 1 r2

-gl \ 0 1

1 0 

93 1 .

Z O OO / zz oz
n + r2n + 93^n + r2 j;

zz ozn + r^n

g1r.20 + n0 0 (g1r2 +l) + g ^ g . ^ 22 + no z (l + g 1r2 ) ; 93nZZ + n O Z (l+g1r2 )

W zwięzku z wyborem struktury generatora bierzemy pod uwagę tylko ele
ment a21 tej macierzy. Zaniedbujęc iloczyny reduktancji jako małe w po
równaniu z pozostałymi wyrazami otrzymujemy:
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a21 » n00(s) + nzo(8) + g3 noz(a) = n00,(s) (11)

n00Cs) Jest wielomianem charakterystycznym czwórnika uzupełnionego. 
Każdemu wielomianowi

n(a) = aQ + aŁ s + a2 8 + ...

Jednoznacznie odpowiada wektor jego współczynników

a ■ (®q ( * a2 ,...).

Nietrudno się przekonać, że zachodzę następujące odpowiednlości: 

n^s) + n2 (s)-*-w 8^ + a~2 

<X n (s ) — of a

Z wyrażenia (9) wynika, że zapas wzbudzenia (5 Jest funkcję skalarnę 
argumentu wektorowego

, oo oo oo oo oo ka, + a a- - a. a
Ci = d (a°°) = - s  V o - - --- - ~  (12)

2al a3

Oednocześnie a°° jest funkcję wektorowę pewnego argumentu sr ilarnego

’t y

Wrażliwość d na zmiany określa wzór:

— oo' — 00'/a c a

= <  gradd, ^  g (13)

Ze wzoru (ll) wynika, że

— oo' — oo — zo — oza = a + g3 a + 93 a

a stęd mamy:
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Podstawiając w miejsce § reduktancje gx 1 g3 z wyrażenia (12) otrzymu
jemy:

Sg ■ <  gradó, azo >  —  (14)

Sg - <  gradci, aoz >  ^  (15)

Minimalizacja wrażliwości s£ sprowadza się do ortogonalizacji wekto
rów grad , izo i analogicznie dla s| . Ortogonalizację tę można prze

prowadzić dobierając odpowiednio współczynnik wzmocnienia k (patrz wzór
(12)).
Obliczajęc gradient funkcji (12) otrzymamy:

/ l k+ao° 1 a2°
gradó - [— 5 5i    ę j i  5 5S ~ p  TJ

X  *(.;“) “ 3 2 (.~)

Rozwiązując względem k równanie:

< gradó, "a20 >

otrzymamy

00
ao
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AHAJ1M3 HyBCTBHTEJIbHOCTH PC TEHEPATOPOB C OEPATKO/1 CBHSbD 

C nPHMEHEHHEM 3AMHHHX XAPAKTEPHCTHHECKHX MHOrO'UIEHOB

P e 3 » m e

B ciaTbe paocMaipHBaeioa aBauiHS nyBCTBHTejibHOCTH BOsOyxfleHHK reHepaTopoB 
c B O s s p a T H o C B H 3 BK Ha H3M6H6HHe K08$$nimei!sa yoH^HTejui h napasHTHbix peflyx- 
TaHcoB. H3-3a odoCmgHHOCTH pemeHKit h npHrojiHOCTH jjih aHajiH3a MyscTBHTeJib- 
HOCTH npHM6HH6TCH OOHCaHMe HGTHpeXIIOJUOCHHKa OCpaTHOil CBH3H npH npHMGHcHMH 
XapaKTapHCTHHGCKHX MKOrOHJIGHOB.

APPLICATION OF CHARACTERISTIC POLYNOMIALS TO SENSITIVITY ANALYSIS 
OF RC GENERATOR WITH FEEDBACK

S u ■ » a r y

In the article the sensitivity of margin excitation of feedback - genera

tors on the changes of gain factor and parasitic reductances is analyzed. 
Generality of studies and applicability for sensitivity analysis implies 
an introduction of characteristic polynomials of feedback two-port.

PrzyJ?to do druku w czerwcu 1978 r.


