ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ
Nr 24 Budownictwo z®3 1960

JULITAN PALKA
DRGANIA SWOBODNE BRYLY SZTYWNEJ NA PODLOZU
SPREZYSTYM NIEWINKLEROWSKIM Z UWZGLEDNIENIEM
BEZWLADNOSCI PODLOZA

1. WSTEP

Problem drgan bryty sztywnej na podtozu sprezystym
wigze sie praktycznie z obliczaniem na drgania fundamen-
téw pod maszyny i1 urzgdzenia o dziataniu dynamicznym po-
sadowionych bezposrednio na gruncie®[1]

W dotychczasowych rozwigzaniach tego problemu przyj-
muje sie podtoze winklerowskie nie uwzgledniajac w obli-
czeniach bezwkadnosci gruntu® Ogolnie prowadzi to do roz-
patrywania drgan ukdfadu o szesciu stopniach swobody dyna-
micznej® [2J

Uwzgledniajac w obliczeniach dynamicznych bryty sztyw-
nej na podtozu sprezystym bezwtadnos¢ gruntu, dochodzi
sie do uk#adu o nieskonczonej ilosci stopni swobody dy-
namicznej, co zbliza nas do rzeczywistej pracy podtoza
gruntowego obcigzonego okresowo wzbudzajacymi sidami®[3]

Tematem pracy jest podanie wzordéw na obliczenie
czestosci drgan swobodnych bryty sztywnej o podstawie
kotowej spoczywajgcej bezposrednio na gruncie, traktowa-
nym jako podtoze sprezyste, ktdorego cechy charakteryzuja
dwa parametry.

Jak wiadomo grunty budowlane pod obcigzeniem zewnetrz-
nym statycznym wykazuja zaréwno odksztakcenia sprezyste
Jak 1 trwate®

Jezelil jednak obcigzenie powtarza sie w pewnych, do-
puszczalnych dla danego gruntu granicach, co ma miejsce
przy obcigzeniach dynamicznych, grunty o odpowiedniej
nosnosci nabieraja cech sprezystych 1 obserwujemy wtedy
przede wszystkim odksztatcenia sprezyste /RysOV. [4}
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Rys.1. Krzywa zanikania odksztatcen trwatych przy powta-
rzajacych sie obcigzeniach gruntu w granicach 6r

2. CHARAKTERYSTYKA PODLOZA SPREZYSTEGO

Rozpatrujgc drgania bryty sztywnej na poddozu spre-
zystym przyjeto, ze podtoze gruntowe stanowi podprze-
strzen sprezysta ograniczonag w stanie nieobcigzonym po-
ziomg powierzchnig ktdora pod wptywem obcigzenia osiada
sprezyscie nie tylko w miejscu dziatania tego obcigze-
nia, lecz réwniez poza jego obszarem /Rys.2/. |5J

Rys.2. Osiadanie powierzchni gruntu pod obcigzeniem dla
pod+oza dwuparametrowego
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Z ksztattu osiadania powierzchni gruntu mozna wniosko-
wac¢, ze na wielkos¢ osiadania gruntu pod obcigzeniem ze-
wnetrznym ma wpdyw nie tylko opdr objetosciowego odksztat-
cenia gruntu, lecz takze jego opo6r na Scianie. Sidty Sci-
najace powstaja w gruntach sypkich na skutek tarcia we-
wnetrznego miedzy czagstkami oraz ich wzajemnego zazebia-
nia sie zas w gruntach spoistych dodatkowo na skutek ich

spéjnosci .
W zwigzku z tym poddoze gruntowe przy drganiach mozna
scharakteryzowa¢ dwoma parametrami: i Dg.

Pierwszy z nich D, wyrazajacy sie w /kG/cm™/ jest
to wspodczynnik dynamicznego sprezystego odksztakcenia
objetosciowego gruntu.

Wigze on wielkos¢ pionowego jednostkowego oddziatywa-
nia gruntu z osiadaniem powierzchni /w/ w postaci:

2.1 p=D1.w

Drugi D- wyraza sie w /kG/cm/j jest to wspodczynnik
sprezystego dynamicznego odksztadtcenia postaciowego grun-
tu.

Wyraza on intensywnos¢ sit sScinajgacych na jednostke
ddugosci w postaci:

3. DRGANIA SWOBODNE POWIERZCHNI GRUNTU

3.1. Réwnanie roézniczkowe ruchu

Réwnanie roézniczkowe ruchu podtoza gruntowego obcigzo-
nego w pewnym obszarze obcigzeniem rownomiernym mozna
otrzyma¢ rozpatrujac roéwnowage wydzielonego z podtoza
gruntowego elementu o bokach dx = dy = 1 i wysokosci
h© /Rys,3/.
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Rys.3. Sity dziatajgce na wydzielony element podfoza grun-
towego

Na wydzielonyelementdziatajg nastepujace sity;
“ opor objetosciowy grun-

D1 w dx dy
m O , tu )
s 2 Xy " reakcja bezwkadnosci
gruntu
0
D2 dx dyi + + ~"~2 dxydy ” OPO1 postaciowy gruntu

N2 dy CGX* +"273y + 7;«) dyy”~x ~op6r postaciowy gruntu
y
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Wysokos¢ graniastostupa /h / oznacza tu migzszosc
strefy efektywnej pod+oza gruntowego.

Strefa efektywna jest to warstwa gruntu w obrebie
ktorej praktycznie zachodzi proces odksztatcenia podtoza
w czasie drgan«

Rzutujac wszystkie sity dziatajgce na wydzielony ele-
ment na kierunek pionowy, otrzymamy rownanie rézniczkowe
ruchu powierzchni gruntu o postaci:

3>1
dx Oy at

W réwnaniu tym oznaczaja:
m - masa sprowadzona gruntu do powierzchni na je-
dnostke powierzchni,
N1*n2 7 dynamiczne parametry poddoza,

p - obcigzenie zewnetrzne na jednostkepowierzchni
gruntu,
w - osiadanie powierzchni gruntu.

Réwnanie rozniczkowe ruchu powierzchni gruntu poza
obszarem obcigzenia /p/ w uktadzie wspoétrzednych biegu-
nowych jrtyl po przyjeciu wspotrzednej bezwymiarowej

£, /gdzie s * 'ri(%i;£ / raa postac:

2 ” v 52 m -2
StiL =1 3T AL « - _—£cle . n
dH2 $ 42 N D1 dt2

Mase sprowadzong m mozna obliczy¢ mnozac cata mase
wydzielonego z gruntu ilementu przez wspoédczynnik sprowa-
dzenia /u/.

Wspoétczynnik sprowadzenia /«/ wyznacza sie podobnie
jak przy drganiach uk#adéw pretowych sposobem Rayleigha.
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3« WSPOLCZYNNIK SPROWADZENIA MASY PODLOZA

Stosujac sposob Rayleigha w przypadku poddoza grunto-
wego, nalezy podzieli¢ wydzielony ze strefy efektywnej
gruntu graniastostup o bokach dx = dy = 1 i wysokosci
/h / na jednostkowe czesci o masie /m/ /RysO4/.

Osiadanie /w/ kazdej z tych czesci w procesie drgan
bedzie funkcja gtebokosci /z/ oraz czasu /t/ i1 mozna go
przedstawi¢ w postaci zaleznosci

30201 w (z, © w ® . T (2

Gdzie: [wqg (t)]jest osiadaniem powierzchni gruntu w
danej chwili czasu () zas |f (@] jest funkcja ksztattu
charakteryzujacg zmiane wielkosci osiadania podtoza grun-
towego z glebokosciag,, Funkcje F (& mozna wyznaczy¢ dla
kazdego pod¥oza gruntowego znajgc cechy Fizyczne i me=
chaniczne gruntu /Rys»4/«

Wypisujac rownanie energii kinetycznej uk#adu zadane=>
go oraz uktadu sprowadzonego /Rys.5/ otrzymuje sie wyra=
zenie o0 postaci:

5 9% _' f?_‘d W max \2 , 1 < s Wo max\
' i 7 - - )@ -? mV ‘at-

Rys.4. Wykres zanikania odksztatcen podtoza gruntowego
z gtebokoscig
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z ktérego po podstawieniu zaleznosci / 3201/ i uproszcze-
niu, otrzymuje sie wyrazenie na wspodczynnik sprowadze-
nia (ju)

3.2.3 Ju = h
e

Uwzgledniajac wyrazenie /302»3/ wzOr na mase sprowa-
dzong ma postac:

3.2.4 dz

4. DRGANIA PIONOWE BRYLY SZTYWNEJ

Rozpatrujgac drgania pionowe brydy otrzymujemy po spro-
wadzeniu masy gruntu do powierzchni, ukdad o nieskorncze-
nie wielu stopniach swobody dynamicznej jak na rysunku 6.

Ulech na ten uktad dziata chwilowo sida osiowa /N/ wy-
chylajaca go w potozenia rownowagi Rys.6.

Na skutek wkasnosci sprezystych poddoza gruntowego po-
wstang drgania pionowe 0 pewnej czestosci A » Drgania
te beda zanika¢ na skutek thumienia. Poniewaz wpdyw thu-
mienia na czestos¢ drgan jest nieznaczny w niniejszej
pracy zostat pominiety.

Odksztatcenie uktadu w procesie drgan dla czestosci
podstawowej bedzie miato posta¢ jak na rys.6. W obszarze
podstawy brydty odksztadcenie powierzchni gruntu bedzie
miato stalg wartos¢ w . Poza obszarem podstawy bryty
odksztakcenie to bedzie stopniowo zanika¢ 1 w punkcie
weztowym przyjmie wartos¢ rowng zeru.

Réwnanie rozniczkowe drgan swobodnych pionowych ukda-
du otrzymamy z réwnania rownowagi rzutujac wszystkie
sity na kierunek pionowy z uwzglednieniem reakcji bez-
wtadnosci podtoza 1 brydy. [7] Réwnanie to ma postac:

4.1 =Z
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Rys.6. Odksztatcenie powierzchni gruntu w procesie drgan
pionowych dla czestosci podstawowej

gdzie:
- masa bryty na jednostke powierzchni podstawy
bryty
r - promien podstawy bryty
Z - suma rzutéw wszystkich sit na kierunek pio-

nowy dziatajacych na ukdad wraz z dynamicz-
nym oddziatywaniem podtoza
wq - odksztatcenie podtoza pod podstawa bryty

P rlzy czym . n a
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gdzie:
R, - dynamiczne oddziatywanie pod+foza gruntowego

Rd “ - Nb - §
- ciezar bryty
N® - dynamiczny opoér poddoza gruntowego.

Na dynamiczny opor poddoza gruntowego zdtozy sie opor
gruntu w obszarze podstawy bryty, ktdéry oznaczymy przez
Np oraz opdr poza jej obszarem Ng czyli

Op6r gruntu pod podstawa brylty sktada sie z oporu
gruntu pochodzacego od sztywnosci poddoza oraz z oporu
gruntu pochodzgcego od reakcji bezwkadnosai poditoza
czyli:

4.2

Opor podtoza poza obszarem podstawy brydy mozna obli-
czy6 jako - krotng objetos¢ powstalta miedzy po-
wierzchnig podtoza gruntowego w stanie spoczynku, a po-
wierzchnig powstata po odksztatceniu gruntu w procesie
drgan. Nalezy wiec wyznaczy¢ funkcje osiadania powierzch-
ni gruntu /w/ poza obszarem bryty w procesie drgan a na-
stepnie scatkowa¢ to wyrazenie w granicach od t, =
do L-¢
gdzie:

- bezwymiarowa wspédrzedna danego wezda drgan.

Wyrazenie na /w/ czyli na osiadanie powierzchni grun-
tu poza obszarem podstawy brydy znajdziemy wychodzgac z
wyprowadzonego rownania /3*1/ przy zatozeniu ze -jjflr = O,
gdyz przy drganiach pionowych otrzymuje sie powlerzchnie
obrotowg.

Czyli réwnanie /3.1/ przyjmie postac:

2 m 2
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Rozwigzania réwnania /4.3/ szukamy w postaci

4.4 w®J'"0 = W(t)(A cosA t+E sin\ t)
gdzie:
W(A)- Jjest funkcja ksztattu, nie zalezy od cza-
su /o

A, B - state
Az - czestos¢ katowa drgan pionowych.

Podstawiajac wyrazenie /4*4/ do réwnania /4.3/ otrzy-
mamy po przeksztaktceniu réwnanie roézniczkowe zwyczajne

0 postaci:

? m A 2
d w 1 dw -f s z \

4-5 - 13 -0

Wyrazenie w nawiasach roéwnania /4*5/ moze miecC wartoss
dodatnig lub ujemng w zaleznosci od wielkosci m , A ,
1 D1, S z

Przypadek ujemnej wartosci nie bierze sie tu pod uwa-
S¢> gbéyz rozwigzania rownania 4.3» przedstawiaja wtedy
ruch aperiodyczny, czego nie rozpatrujemy w niniejszej
pracy,

W przypadku gdy to wyrazenie jest dodatnie oznaczamy
go przez f> czyli:

z /m A2 X 2

Podstawiajac wyrazenie 4.6. do 4-5. otrzymujemy roéwna-
nie o postaci

3.7 ad L FRANSRZy -

Jest to rownanie Eulera-Bessela z parametrem /?
o wskazniku n - O.
Catka ogd6lna tego rownania ma postac:

A
te wfe) =
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State catkowania wyznaczymy z warunkéw brzegowych
mianowicie:

dla mtJ-Wo
4.9
dla e- - W?,) -0

Uwzgledniajgc warunki brzegowe otrzymamy:

Cldo (fiztsl) +G2\ (fiz 0

Rozwigzujac ten uktad roéwnan wzgledem C1 1 C_ wy=
znaczymy:

Jo(pzKo)Yo(fizKI)  Jo(fizZI)Yo(ftzK
4.10 o(pzKo)Yo(fizKl) Jo(fizzl)Yo(ftzKo)

Jo(fizKo)y>(fiz£,i)~ JoifizZi)Yo(fizEo)

Po podstawieniu wyrazen /4*10/ do wzoru /4.8/ otrzy-
mujemy wyrazenie na W() w postaci:

M (/iecMM) -JM)YoUzV]
JO(féo)Yo - Jo(jlzZE<)Y063,€0)

Podstawiajac wyrazenie 4®11. do 4*4 otrzymamy

4.12 wht)= = m (AcosA.zt+BsLnAzt)
Jo(Hzto )XI 4) ~Jo(fiz'e1lZ$>(fizto)

Opor podtoza poza obszarem podstawy bryty bedzie
wiec rowny

«9mf/HIiyMM, -
°L |1 JoftzW M rh D(M<)YO(fi* &

R ef K& - Jofivh)fef V(fizEEde | )’

2xr02DWO(AcosXzt +B&inAzt)
Hzto [Jo(Hzto)Yo(Hzt<)-Jo(fizt,)YO(fao>\
o{[i, (Hzt*-JilH ztoK ]YoHzW - D(Pz? AY & ztnt,-V A tolto\}
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Uwzgledniajac wyrazenie 4®12 oraz 4®13 réwnanie drgan
uktadu przyjmie postac

xro2(mf*ms) BY +xr,, 20, Yo +

4« H %r2 ZD"WpiAcosAzt * BcosX2t)
"M*S0)Y0(0z5<)-Jo(0zEt)%>(&t;0)] PzZzﬁg

{ffromM~"rz& ~J(iSzUtol -YHMoffl) =0
i1 podstawiajac
wo,©) -WOig)(PoosA.zil i-BsinAzt)

otrzymamy po uproszczeniu rownanie czestosci o0 postaci:

, IC w S P,

Rozwigzujgac to rownanie metodg graficzng mozemy wyzna-
czy¢ kolejne czestosci katowe drgan swobodnych pionowych
od podstawowej do czestosci wyzszych rzedow.

Wyrazenie po prawej stronie roéwnania 4.15 mozna ozna-
czy¢ przez S [/kG/cm /, oznacza ono jednostkowg dyna-
miczng sztywnSS¢ poddoza na przesuw pionowy.

4.16 S -0

Wyrazenie na czestos¢ drgan mozna wtedy zapisac w
postaci

4.17 XZn _y **(< n- 11213141"'

5. DRGANIA OBROTOWE BRYLY EFOKOLA POZIOMEJ 0OS1 UKLADU

Zatozmy, ze na bryte sztywng o podstawie kotowej dzia-
+a w plaszczyznie pionowej przechodzacej przez Srodek
ciezkosci bryty i1 jej podstawy chwilowy moment M.

Przyjmujac zupedng sztywnos¢ podtoza na przesuw po-
ziomy, moment ten wywoda drgania obrotowe uk#adu dokota
poziomej osi /rys,7/.

Dla czestosci podstawowej uktadu, odksztatcenie po-
wierzchni pod¥oza w obrebie podstawy brydy ma ksztatt
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dwéch potcylindrycznych klindw, a poza obszarem podstawy
dwéch krzywoliniowych powierzchni. Sprowadzajgc w pro-

0§ symetrii

Rys.?< Odksztakcenie powierzchni gruntu w procesie drgan
obrotowych dokota poziomej osi dla czestosci podstawowej

cesie tych drgan mase podtoza do powierzchni podobnie
jak dla drgan pionowych réwnanie roézniczkowe ruchu ma

wtedy postac

51 %r m-UZ » K21¢ x_
* N dt2
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L - suma momentéw wszystkich sit wzgledem pozio-
mej osi obrotu uk#adu przechodzacej przez
Srodek ciezkosci podstawy bryty*

- promien bezwkadnosci ukdadu

h - odlegtos¢ srodka ciezkosci bryty od jego pod-
stawy

@ <« kat obrotu bryly w procesie drgan

r - promien podstawy bryty

- masa bryty

Wyrazenie na L mozna zapisa¢ w postaci:

5,2 L = Nﬁ-+axrg ha?
gdzie:
Ma - moment oporu pod¥oza gruntowego w procesie
drgan
q - ciezar uktadu na jednostke powierzchni pod-

stawy bryty.

Opor podtoza przy obrocie bryty o kat < mozna obliczyc¢
jako sume dwéch momentow
a/ momentu /Mp/ od oporu podstawg brydy na ktéry zto-
zy sie opo6r od sztywnosci gruntu oraz opor od sit

bezwkadnosci, czyli
4

- * — -f-
5.3 Mpa r% ms(e%-ka) Ao * D.1 J oc

b/ momentu /Affig/ od oporu pod¥oza poza obszarem pod-

stawy bryty.

Opor podtoza poza obszarem podstawy bryty w procesie
drgan mozna wyznaczy¢ jako moment dwoch D~krotnych
objetosci powstatych miedzy powierzchnig pod¥oza grunto-
wego w stanie nieobcigzonym a powierzchniag odksztatcong.

Nalezy wiec wyznaczy¢ funkcje osiadania gruntu /w/,

a nastepnie scatkowa¢ w granicach od 0 -3 oraz od rQ
do r™ czyli wyrazenie na moment Mg ma postac:
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Wyrazenie na /w/ wyznaczymy wychodzgac z ogélnego
rownania rozniczkowego ruchu powierzchni gruntu,gdy ob-
ciazenie zewnetrzne /p/ rowne jest zeru. Réwnanie to ma
postac:

55 ¢JS. + i + -1 ¢ > . oW
ae2 € e2 n

Wyrazajac skrajne sprezyste odksztatcenie poddoza po
obwodzie podstawy brydty przez

5«6 w = r_ o Sih«
skr o] y

Rozwigzanie réwnania 5*5. przedstawiamy w postaci
5.7 w = v sin™>

Podstawiajac wyrazenie 5.7 do réwnania 5*5 otrzymamy
rownanie o postaci;

gg dz-V-T-—rr—11+ *‘r;v_i dZN_.O

ae2 5 N2 dt2

Rozwigzania rownania 5-8. poszukujemy w postaci;

5.9 V(EY) = 7(e)(A cosA™t + BsinA™t)

gdzie:
V(e) - funkcja ksztattu nie zalezna od czasu
A,B - state
Aa, - czestos¢ katowa drgan swobodnych obrotowych
dokota poziomej osi przy zupednej sztywnosci
pod¥oza na przesuw.

Podstawiajgc wyrazenie 5«9- do rownania 5,8, otrzymu-
Jemy
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przyjmujac, ze wyrazenie

i oznaczajac
5.11 1= A*

otrzymamy po podstawieniu 5*11*

%a *1 F & (* g )V mo

Jest to réwnanie Eulera-Bescela z parametremAr
o wskazniku n = 1.
Catka ogolna rownania 5» 12. ma postac:

5.13V(a)- GBI ) WQ y# ;
State catkowania i wyznaczymy z warunkéw brze-
gowych, mianowicie:
dla e«e9 ———» Y@ *r0c =
5.14
dla V) -0

Stad po podstawieniu 5.14- do 5-13- otrzymamy:

WhSJ+Wkbij-0

Rozwigzujac ten ukdad réwnahn wyznaczymy:
wulJ;,
3" hi&wi& j-w&w&Yy
5,16 ”
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Po podstawieniu wyrazen 5,16. do 5.13* otrzymujemy:

517 W VWiy,(&g9 , g ) -i<(irgw iA*g)]
NAY e

Po uwzglednieniu 5-9. oraz 5. 17. wyrazenie 5 7 na /w/
w procesie drgan przyjmuje postac:

w =t \ sintp
5.18 ~MAr

*(Acos +B&in\xt)

gdzie:
- kat zmieniajacy sie odzera do *
< - katwychylenia bryty wprocesie drgan.

Podstawiajgc 5-10 do 5*4 otrzymujemy

n ¢Di D (Acos XKt +BsinXat)
9 j4(p*u  ¥(pa%) -j,(Hee,Jn (& to>"

fMAfgJf f JjfiaE) r2sin2p dpdn -
L on
X r,

~Ji ff Yo r2sin2<p Gpdr \ =
ormr J

%\Ds 3Pt (Acos Apet +Bsin Aat)

Irt(BKeo)Yt(fi*b)-Jt(0aziWfic'tio>] ficc ”
5.19

- -Yzt&ZJZo021]} -

%r03\Di(Acos\at +BsinAat)
tofPcctoWfiaW-Jii&”"WAoelioilA,*!

W f i oz A h - h (Hcn0”o J-

-jar*?,WHoc -Y(MHazZoK j}
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Uwzgledniajac wyrazenie 5,3 oraz 5«19 roéwnanie drgan
ukdadu przyjmie postac:

4
xr02(e2+h®)(mf +mS)iA/é w D,<x-%r2gh0a *

xr& YoDAcosKat +BsinAx t)
5*20 [JSaW &ej-JSfiaiiimcceJhcEo™

SJjfiatZ M ifiuW tf-Wteotii}“0

Uwzgledniajac, ze

v
a’a— (A cos Aat + B sinAoct)

(0]

po podstawieniu i uproszczeniu przez funkcje czasu i
przez V otrzymamy rownanie czestosci;

K (m f*ms)(e2+h2)->-¢h0 =
5-21 2

Wyrazenie po prawej stronie réwnania mozna oznaczyc
przez S /kG/cm / oznacza ona jednostkowg dynamiczng
sztywnos¢ poddoza na obrét dokota poziomej osi, wiec

Sa-Dif "V

Whoc Ko> -/,(he,)¥Be0U x?*

Wyrazenie na czestos¢ drgan mozna wtedy zapisaé w
postaci:

1/ $0-~Qh0m

"OCN* | (frhzHmf-+nis)
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6 . DRGANIA SKRETNE

Zatozmy, ze na bryte sztywng o podstawie kotowej
dziata w ptaszczyznie poziomej chwilowy moment /M/.

Moment ten wywota obrét bryly sztywnej dokota piono-
wej osi, a powstalte przemieszczenia poziome wszystkich
punktéw powierzchni gruntu bedg mie¢ posta¢ jak na rys.8.

Rys.80 Przemieszczenia punktéw powierzchni gruntu w pro-
cesie drgan skretnych dla czestosci podstawowej

Przemieszczenia te bedg rosty radialnie od sSrodka
podstawy bryty osiggajac najwiekszg wartos¢ dla r » r
po obwodzie podstawy bryty, a nastepnie bedg male¢ da-°
zgc w pewnej odlegtosci r,j do zera. Rownanie roéznicz-



Drgania swobodne bryty sztywnej o... 27

kowe drgan swobodnych skretnych ukdadu z uwzglednieniem
masy poddoza mozna otrzyma¢ z warunku réwnowagi dyna-
micznej :

6-1 *rok “f 42 =

gdzie:
Lij - suma momentow wszystkich sit wzgledem osi
pionowej przechodzacej przez Srodek ciezkos-

ci ukdadu

mf - masa brydy na jednostke powierzchni podstawy
bryty

L, — promien bezwkadnosci uktadu wzgledem piono-

wej osi ciezkosci
f - kat obrotu bryty.
W tym przypadku

Ly = My

gdzie
MY, - moment oporu pod¥oza gruntowego przy obrocie
ukdtadu dokota pionowej osi

Op6r podtoza przy obrocie bryty o kat ¥ mozna obliczyc
jako sume dwoéch momentow
a/ momentu Mp od oporu pod¥oza pod podstawg bryty
na ktéry ztozy sie opor od sztywnosci poddoza oraz
opor od sit bezwtadnosci gruntu, czyli

6.2 MBY :Xr% 9; my d’v'2 + — §~ T.EH.Q

b/ Momentu /Mg/ powstatego od oporu podtoza poza ob-

szarem podstawy bryty.
Opor podtoza poza obszarem podstawy bryty mozna wyzna-

czy¢ jako moment dwoéch krotnych powierzchni przesu-
wu czgstek pod¥oza gruntowego
2r >

6.3 =rglfl/ / & r dr d<
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gdzie:

- wspotczynnik dynamicznego sprezystego od-
ksztatcenia objetosciowego gruntu przy prze-
suwie poziomym,

r - odlegtos¢ sSrodka ciezkosci powierzchni prze-
suwu czastek gruntu poza obszarem podstawy
bryty.

Réwnanie przesuwu czgstek w przekroju sSrednicowym we
wspotrzednych biegunowych z uwzglednieniem masy podtoza
mozna otrzyma¢ rozpatrujac rownowage wycietego elementu
powierzchni podtoza gruntowego,

Na wydzielony element gruntu beda dziata¢ nastepujagce
sity:

idx dy - opoér objetosSciowy przesuwu poziomego

T2 ~ dy* T2(F% + dx)dy " opdr postaciowy gruntu
dx przy przesuwie poziomym

Tg dxj T2wa"y + — Vdy)dx ” opor postaciowy gruntu
dy przy przesuwie poziomym.

Rzutujgc wszystkie sidy na kierunek poziomy dziataja-
ce na wydzielony element otrzymamy réwnanie o postaci

4 ae2 * « * *1 at2

Rozwigzanie tego rownania poszukujemy w postaci

6.5 = @E) (A cosA™t + B sinA~t)

gdzie:
©(s)- jest funkcja niezalezng od czasu /t/
A,B - state
A, - czestos¢ katowa drgan obrotowych dokota
pionowej osi.

Podstawiajac wyrazenie 6.4 do réwnania 6.3 otrzymamy
, 2
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Zaktadajac, ze wyrazenie w nawiasach jest dodatnie
czyli, ze:

m Ay2 ”
ST 1=8,
rownanie 6.5 przyjmie postac:
6*7 2 e de 1f

dg

Jest to rownanie Eulera-Bessela z parametrem 4,
o wskazniku n = 0.
Catka ogd6lna tego rdéwnania ma postac

6.8 $(V*C5ID(,Sye) +®BYO(fiYa)
State catkowania C,, Cg obliczymy z warunkéw brze-
gowych, a mianowicie

dla - - e(e)-eo

6.9
dla e -e, - Oig; -0

Dalej po podstawieniu 6.8 do 6.7 otrzymamy ukdad dwoch
réwnan na wyznaczenie i Cg o0 postaci:

GJO(\ Zo) +3B(A,€,0) —6C
®GJo(/irEl) +GB (Br)'0

6.10

Rozwigzujgc ten ukdad réwnan wzgledem C™ i1 Cg znaj-
dziemy;

e @Yofved
5=J0(AKO)VA<)-Jo (WU IivV

~Bpyo (iyzi)
Jo(i*vZO)Yo( - JO(a, ki) y(fifSo)

6.11
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Podstawiajgc wyrazenie 6,10 do 6,7 otrzymamy;

12 8(E) = ) 06*Y\
Jo (Oy to ) Yffie e * Jofdhz<Yoterz0)
a nastepnie uwzgledniajac 6,12 wyrazenie 6,5 przyjmie
postad:
N f\* %AYOf\2)~J0 ) (Acos\yt ~Bsin\yt)
z o Jo03*Ko) Yo(ilys , )-JO(TWYO(A, €0)

czyli opor podtoza poza obszarem podstawy bryty bedzie
rowny:

n e rs T/ 60 (AcosXyt +Bsin\vt)
% h% ZoWvli)-Jowrf,) Yo(Oylo)
2ic n
[Yofiyz,) f JOJ 0(p>") rdr o> ~
o
-JoiPyKi) f f V((tv%)rdrdy ] -
0 B

2%s2rsT, 60(Acoshvt +Bsin\vt)
6.14 Q0" oY 0y Jo(0y>0,0¥iivEg \fly

Wfivw W A -J , (fivt;o)So\-

2xrs r2 Ti 80(AcosAy t +BsinAvt)
JOty S,) Ya(va,yJo(") Y o(0,E0) ] 7

JJ0% %  KJb-V HyJ}
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Uwzgledniajgc wyrazenie 6«2 oraz 6.14 rownanie drgan
uktadu przyjmie postac:

X r@(mf +ms) f + ES5# TV +

2%rsr02 TfSO (Acos A-yE +B sir\vt)
6« 15 * M o

m{WHyeMMySfti-UK to )]I-

-JoA, ej [, 18, % X0)So T} 0
Uwzgledniajac, ze
6.16 y0=— {AcosXvt-BsinXvt)
1o

otrzymamy po podstawieniu i uproszczeniu rownanie cze-
stosci

(mf *ms)e2X¥ - j T jF+

6.17 [ | r
o 4rs{yoDle,;PRIEHS |, ., o UPZTT 0w

Vfyrazenie po prawej stronie rownania 6.17 mozna ozna-
czyC przez /kG/cm/ .

Oznacza ono jednostkowg dynamiczng sztywnos¢ poddoza
na obrét dokota pionowej osi, czyli

Wyrazenie na czestos¢ drgan obrotowych dokota piono-
wej osi mozna wtedy zapisac.

1/ Syn
XVn ~ [a2(mf.-tims)
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7. DRGANIA POZIOME PRZESUWNE
PRZY ZUPELNEJ SZTYWNOSCI PODLOZA NA OBROT

Zat6zmy, ze na brylte sztywng o podstawie kotowej dzia-
+a na wysokosci sSrodka ciezkosci brydy sita pozioma H.

Przyjmujac zupedng sztywnos¢ podtoza na obroét, sita
ta na skutek sprezystosci poddoza na przesuw, wywota
drgania poziome przesuwne ukdadu»

Dla czestosci podstawowej przemieszczenia punktédw po-
wierzchni podtoza bedg miaty postac¢ jak na rys<9o

Rys.9 Przemieszczenia punktow powierzchni gruntu w pro-
cesie drgan poziomych przesuwnych dla- czestosci podsta-
wowe
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W obszarze podstawy brydy przemieszczenia te bedag
miaty stakg wartos¢ rowng /aj zas poza obszarem podsta-
wy bedg malaty od wartosci /ug do zera.

Sprowadzajac w procesie tych drgan mase podtoza do po-
wierzchni podobnie jak przy drganiach pionowych bryty,
rownanie roézniczkowe ruchu z uwzglednieniem reakcji bez-
wdadnosci podtoza 1 bryty ma wtedy postac

7.1 %r@ mf ddZtuZ" <

gdzie:
X - suma rzutéw na kierunek poziomy wszystkich
sit dziatajacych na uktad.

Na wartos¢ X ztozy sie opor dynamiczny poddoza /R /
pochodzacy od sztywnosci gruntu oraz dodatkowo od sit p
bezwkadnosci podtoza w obszarze 1 poza obszarem podstawy
bryty.

Op6r podtoza w obszarze podstawy brydy mozna przedsta-
wi¢ w postaci;

il 2 dzWw 2-r
7» 2 AP 1 ~ 2 + &fo Tfuo

dzie:

? T1 - wspltczynnik dynamicznego sprezystego od-
ksztatcenia objetosSciowego gruntu przy prze-
suwie poziomym,

ud - przemieszczenie poziome bryty,
rQ - promien podstawy bryty.

Opo6r podtoza poza obszarem podstawy bryty mozna obli-
czy¢ jako site sprezysta réwng T~-krotnej powierzchni
przesuwu czastek podtoza gruntowego przez odpowiednie
przemieszczenia tych czastek w procesie drgan, czyli;

zx n
7.3 Hw - f f u($)rdrdy>

gdzPe: o r
u- oznacza przemieszczenie czastek powierzchni
gruntu poza obszarem podstawy bryty.

Nalezy wiec wyznaczajac Ffunkcje przemieszczen czagstek
powierzchni gruntu /u/ 1 podstawi¢ do wyrazenia 7.3.
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Réwnanie krzywej przesuwu czgstek powierzchni gruntu
poza obszarem podstawy bryty w przekroju sSrednicowym wy-
znaczy¢ mozna rozpatrujac réwnowage wycietego elementu
powierzchni gruntu rys®

Rzutujac wszystkie sidy na kierunek poziomy otrzyma-
my po uproszczeniu

d 2u 1 du ms dzu n
7.4

Rozwigzanie na / / szukamy w postaci:

7.5 u =U(E)(A coshxt-Bsm Axt)

wstawiajac 7.5 do 7.4 otrzymamy wyrazenie:

? 6 1 mQ
dE2 E oK T /

Jesli przyjmiemy ze al . ,

) Ti
i oznaczymy

7.7 sf
u

otrzymamy po podstawieniu do 7.6 réwnanie Eulera-Bessela
z parametrem o wskazniku n = O.
Catka tego roéwnania ma postac

7.0 U - C7J0(fix i[)+Ca YO (fix e)
State catkowania C,, 1 C wyznaczymy z warunkow
brzegowych, mianowicie!
dla
7.9 U(e0)-C7J0(Px3g0) +@8BY0(Ixe0)-U0
oraz dla e-e*

(/(ej - )+ay0@3 ¢0;=0
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Rozwigzujac 7»9 wzgledem i Cg wyznaczymy:
U«Ya(faE4)
Jow*ZoW W -Jow* YO(" 0)
7°10 c -W
J A>OM0 (fix  4) ~Jg (&4 &
Po podstawieniu wyrazen na i Cg do 7.5 otrzymu-
Jjemy
_\D ny CB! ’kij

Podstawiajgc 7.11 do wyrazenia 7.3 opor podtoza poza
obszarem podstawy bryty bedzie roéwny:

u _ & 70
J O(fix"0) YO(fix
2x ¥
«lW ht,)ffWxVS<tec'.y
ohr
7.12 -JotfabiffyofatftdEdy ]-
obhH
20r?T<U0
£0xW (fa  'Jo(& Si>Yefa?0>1% ?/
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Uwzgledniajac 7.12 oraz 7.2
Réwnanie ruchu ukdadu przyjmie postac:

*m, imf +ms)—  +<«afy Tiu0+

7.14 2%r®1‘-}lJn(Av,qut—Bsm'X\}(]]_
[IO(Mo) V(& S<)-JO((x¥YI"Eo" A o

w(fixe )[J, A e4)aa - JA& €0)e,,]-
-JO(fi*fiMifi* ~Y,(fix & E01) -0

Uwzgledniajac,, ze:

7.14 ug = UO sA cos AX t+B smAX t

otrzymamy po uproszczeniu rownanie czestosci w przypadku
gdy podtoze jest zupednie sztywne na obrot.

2{Y -JjtfiAoA0]-JOM M 6 M M -W fiA M ]
[Jo(fi* \A)-MOM)VMo)IMo2

Wyrazenie po prawej stronie rdéwnania oznacza sztyw-
nos¢ podtoza gruntowego na jednostke powierzchni przy
przesuwie poziomym brydy, mozna go oznaczy¢ przez S
i nazwa¢ jednostkowym dynamicznym wspodczynnikiem sziy
nosci przesuwu poziomego.

Wyrazenie to ma postac

7.16
X 1fiA oW * $4) -Jo(fi*")YO(i*EQ)]fiAo
Czestos¢ katowg drgan swobodnych poziomych przy zato-

zeniu zupednej sztywnosci poddoza na obrot mozna w skro-
conej postaci zapisac

7.17
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W wyrazeniu na S wchodzi wartosc¢ fi jesli rozwig-
zemy rownanie 7*15 metoda graficzng znajdziemy czestosci
drgan swobodnych przesuwnych od podstawowej do wyzszych
harmoniczny cha

8.  DRGANIA WAHADLOWE BRYLY SZTYWNEJ NA PODLOZU
SPREZYSTYM Z UWZGLEDNIENIEM MASY PODLOZA GRUNTOWEGO

Jezeli brydte sztywng o podstawie kotowej wychylimy z
potozenia réwnowagi na przykdad chwilowo dziatajaca silg
poziomg, to zacznie ona wykonywa¢ sprzezone drgania po-
ziome przesuwne oraz drgania obrotowe dokoda poziomej
osi w plaszczyznie X0Z /rys«, 10/*

Rys.10. Przemieszczenia bryty sztywnej w procesie drgan
poziomych obrotowo-przesuwnych

Drgania te mozemy przedstawi¢ ukdadem dwu réwnan roéz-
niczkowych, ktére otrzymamy z warunkéw rownowagi ukdadu
z uwzglednieniem reakcji bezwkadnosci zarowno brydty jak
i podtoza gruntowego.

%rQ@ (mf +ms)

oot 4ms) 92 = ¢
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gdzie:

Q - promien bezwtadnosci masy uktadu za ktory mo-
zemy uwazad bryte wraz z masg sprowadzong
podtoza;

WA poziome przesuniecie sSrodka ciezkosci ukdadu
i kat obrotu w danej chwili /t/;

X - suma rzutédw wszystkich sit na kierunek pozio-
my

La~ suma momentéw tych sit wzgledem poziomej osi
OY.

W rozpatrywanym przypadku wyrazenia na X i L przyj-
ma postac:

X Sx(uo hO()(q)%rO
8.2

Lor s* +SX (u0+h0a o)h0+ thatO] ac %

gdzie:
S - dynamiczna sztywnos¢ jednostkowa podtoza dla
poziomego przesuwu
Sw - dynamiczna sztywnos¢ jednostkowa podtoza przy
obrocie fundamentu dokota poziomej osi OY
q - ciezar bryty wraz z masg sprowadzong pod¥oza
na jednostke powierzchni podstawy bryty.

Podstawiajgc wyrazenie 11.2 do réwnan 11.1 oraz dzie-
lagce przez pa otrzymamy:

(mf *ms 7925 +8xu§-stxHood =0

a fy
<f(mf +ms) +(Sx +5X h@- th)ocOS x hou0 ~0

Dzielgc réwnanie pierwsze przez /m + m/ zas drugie
przez tq2+hel /mx + mS/ oraz wprowadzajgc oznaczenia:
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otrzymamy;

d2u0o ~ ,2 2
N2 X o°~o O

7 -AF +Ua +H-y~"xK-A.x("-/;-"-

Rozwigzan szczegdlnych tego ukdadu poszukujemy w po-
staci

uO = U0 gA C0s At + B sin At)
8.6 \ _ v
o = A (A cos At + B sin At;
(o] 0 X
gdzie: " VQ
U ,A - nie zalezg od czasu /state/ A * ~
[0} [0} [0} ro
A,B - state, ktdére mozna wyznaczy¢ z warunkow
poczgtkowych ruchu
A - czestos¢ katowa drgan ukdadu.

Podstawiajac wyrazenia 8.6 do réwnan 8.5 i upraszcza-
jac przez funkcje czasu otrzymamy:

-A2W+AZW-A Z2hoA0=0
-yA2AOAA2Wu-y)A2]A0-AKu-y)ig-o
Po przeksztatceniach uktad 11.7 przyjmie postac:
(AR-A 2)u0-n0ax A0 =0

H-y)*-UOA[X% U-y)AR -yA2]A0-O
"o
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Aby otrzyma¢ rozwigzanie na U rozne od zera
i A * 0 wyznacznik gtoéwny tego ukdadu winien by¢ roéw-
ny zeru, czyli

K-*1 -K h,
(-K ) .

Rozwigzujac ten wyznacznik otrzymamy rownanie czestos-

8.9 7°A4A-(A* +\k)\2+ -0

z ktdérego mozna wyznaczy¢ czestosci drgan wkasnych ukda-
du

8.10 AR = i

Przyjmujac kolejne Wartoéci na S, 1 Sa, wyznaczyc
mozna wszystkie czestosci drgan swobodnych ukdadu od
podstawowej do wyzszych harmonicznych.
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