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UOGOLNIENIE ROWNAN ROZNICZKOWYCH ODKSZTALCEN
PIERSCIENIA SPREZYSTEGO W OSRODKU LINIOWO - SPREZYSTYM

Dany jest pierscien kotowy o przekroju prostokatnym
z materiatu jednorodnego i izotropowego w osrodku linio-
wo - sprezystym. Pierscien ten jest obcigzony sitami
skupionymi rozmieszczonymi osiowo wzdfuz jego obwodu i
skierowanymi radialnie ze zwrotem na zewnatrz (rys.l1l).

Rozpatrujemy elementarny wycinek pierscienia na od-
cinku miedzy przytozonymi sitami skupionymi.

W nawigzaniu do rys.2 wprowadzamy oznaczenia:

b, h

szerokos¢ i wysokos¢ przekroju pierscienia
A - pole radialnego przekroju poprzecznego

R - promien pierscienia mierzony do jego osi
K

- wspodczynnik podatnosci poddoza na jednostke
d¥fugosci obwodu

k - jednostkowy wspoédczynnik podatnosci podtoza
(o wymiarze np. w kG/cm3)

Q - sita poprzeczna

N - sita podtuzna w ptaszczyznie pierscienia
M - moment zginajacy

s - elementarna d+ugos¢ luku o promieniu R

Bioragc pod uwage sity wewnetrzne i reakcje osrodka
sprezystego, otrzymamy nastepujace rownania roéwnowagi .
Suma sit+ w kierunku x
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Suma sit+ w kierunku osi vy
- Kwds+N sin~ + (N+dN) sin—- - d Q = 0. (1b)
Moment wzgledem jednego konca elementu +uku
, 2

M- MM+dM -Qds+ Kw - N d s sin dy=0. (1c)

Pomijajac mate rzedu drugiego, ukdtad rownan (1) upro-
Sci sie do postaci

ta+a O $261
ds+R™?® 2a/
H t K* -R *0 t2b>

W réwnaniu (2b) iloczyn Kw stanowi obcigzenie pier-
Scienia na jednostke ddtugosci obwodu, pochodzace od od-
dziatywania S$rodowiska (K = k h).

Site podduzng N 1 moment zginajacy M mozna wy-
razi¢ przez odksztakcenia za pomocg zwigzkow

0\

Y lla‘ij /ﬁj’l +f>ﬂr\5 bS)

N m¥ Il f - 13b)

Wprowadzajac d s = R d 1 podstawiajgc do réwnania
(2b) zroézniczkowane poddug dp rownanie (2a) otrzymamy



Uogblnienie roéwnah rozniczkowych. ..

Rézniczkujac dwukrotnie rownanie (3b) i wprowadzajac

d2 N do réwnania (4) uzyskujemy roéwnanie
dp

ar u d2 w K R2w du «

3 " 2" AE + dg>~
dop dp ¢
Oznaczajac przez
2
i M“KR

m “ 1 e ae"™

dochodzimy do pierwszego rdéwnania roézniczkowego wyrazo-
nego w odksztatceniach

3 2
d 3u :9 u ‘9 W , - MW = 0. {g}
de df ap

Z réwnan (2a) 1 (2c) uzyskujemy

,dJI _dJ _ o0
R do ay?

skad po podstawieniu pochodnych zwigzkéw z ukdadu (I)*
dochodzimy do drugiego rownania roézniczkowego w postaci

13» nit+U t,)¢5» .0 ©®©

,3

przy czym

A R2
n=_:_

Dwa rownania roézniczkowe rzedu trzeciego mozemy za-
stgpi¢ jednym réwnaniem rozniczkowym rzedu szoéstego.

W tym celu rdézniczkujemy réwnanie (6) i dodajemy je
stronami do réwnania (5)

Otrzymujemy

-4 -2 w o
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stad
du 1 d w 1

dp 1+ n dy4 1+ n ay

i nastepnie

By, Tah i dw o, dR
3 1+n,,6 1+n,, 2 2
dy dp dp dp

Woéwczas z rownania (7) uzyskujemy roéwnanie

2
@~ =mn + m- n.

Wprowadzajac wartosci na m i n

EJ A E \Y

Ostatecznie roéwnanie roézniczkowe rzedu széstego przy-
bierze postac

dbw . o 2 Pw . >
aﬁ- + 2 &Pr + dxg = * ®

W Swiatowej literaturze technicznej zagadnienie pier-
Scienia pracujgcego w opisanych na wstepie warunkach
poruszone jest w artykule Dr G»Oravasa pod tytudem
"Beitrag zur Berechnung des Kreisringes auf elastischer
Unterlage”™ ogtoszonym w miesieczniku "Der Bauingenieur™

nr 5/1956 r®



Uog6lInienie réwnan rézniczkowych»». 7

Gravas dochodzi jednakze do réwnania rézniczkowego
pigtego rzedu w postaci

5 3 4
* KR
aw mdow g YAY e - yoa-

&P dp

(Rébwnanie nr 22 na stronie 179 we wskazanym powyzej
artykule) »

Porownujac ze sobg (9) z réwnaniem (10) widzimy, ze
réznica miedzy nimi Jjest znaczna, bowiem réwnania sa
réznych rzedéw oraz wystepuja odmienne wartosci wspéd-
czynnikéw co 20

Réznica ta pochodzi stad, ze w réwnaniu (10) nie jest
uwzgledniony wpdyw zmiany d¥tugosci obwodu pierscienia,
wywotanej jego obcigzeniem«

Gdyby wiec sity skupione bydy rozmieszczone gesto
jedna obok drugiej, to wynikajgce stad odksztalcenie
pierscienia i zwiekszenie sie jego obwodu nie napotkato-
by - w ujeciu Oravasa - na opor ze strony osrodka spre-
zystego«

Tak jednak nie jest, gdyz przy powiekszaniu sie ob-
wodu pierscienia nastepuje zwiekszenie nacisku na stro-
ny osrodka na pierscien co znacznie zmienia charakter
jego pracy statycznej«

Na wartosciach liczbowych mozna wykazaé¢, ze rozwigza-
nie podane przez Oravasa jest praktycznie nieuzyteczne,
gdyz otrzymuje sie nadmiernie duze wartosSci numeryczne
wielkosci statycznych majacych wpdyw na wymiarowanie
ustroju, dla pierscieni o realnych rozmiarach i1 obcigze-
niach»

Wystepujg rowniez i takie przypadki, ze zmiana modu-
+u sprezystosci materiatu pierscienia w granicach mia-
rodajnych dla poszczeg6lnych marek betonu, prowadzi do
wartosci statycznych wyrazonych wydacznie w liczbach
urojonych«

Niezbednym okazato sie wiec uog6lnié¢ réwnanie rdznicz-
kowe odksztakconej osi pierscienia na przypadek zawie-
rajacy rowniez istotny wpdtyw zmiany ddugosci jego obwo-
du pod obcigzeniem, co byto przedmiotem niniejszej pra-
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OGoCmeime AM4»4}ePeHIliMajlLHLIX ypaBHeHMH ae”~JopMaspiii
ynpyroro KOJitpa b jniHeimo yripyroit cpe”e

B cTaTte BbiBe”eHti ¢incjDcpepeHpnajibHbie ypaBHeHwa b nepe-
MeipeHMHX ynpyroro KOJibua, Haxo”™arperoca b ynpyron cpe’e,
a TaKJKe yxa3aHO Ha nenojiHyio paspaGorxy stofo Bonpoca XY-om.

B BbiBe"eHHbix ypaBHeHMax yHTeHC M3MeHeHne ~jiuhbi
OKpyacHOCTH, Bbi3BaHHoe narpysKon co6paHHbiMn n pa”~najibHO
HanpaBjieHHbiMM cnjiaMH.

Generalization of differential equations of elastic

ring"s strains in a linear medium

The derivation of differential equations in the ela-
stic ring displacements, being in the elastic medium,
has been given in the paper.

The gaps in the elaboration of the problem by xy
were indicated, too.

In the derived equations the change of circular cir-
cumference, caused by a.load of concentrated forces ra-
dially directed, was taken into account.
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