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ZYGMUNT BOROWIEC

PROJEKTOWANIE BELEK ZESPOLONYCH1^

1. WSTĘP

Zagadnienie projektowania belek zespolonych, w któ
rych sprężone żebro współpracuje z nadbetonem, nie zo
stało dotąd w sposób wyczerpujący rozwiązane.

Dotychczas została opracowana [1], [2], [11], [12]
metoda .projektowania belek zespolonych o nisko położonym 
styku,^ mianowicie desek lub wkładek sprężonych zespo
lonych z nadbetonem.

Praca belek o nisko położonym styku różni się jednak 
wyraźnie od pracy belek o wysoko położonym s ty k u ,3) sta
nowiących przedmiot analizy niniejszej pracy.

W pierwszym przypadku część sprężona jest wiotka 
w porównaniu z nadbetonem, zaś w drugim przypadku jest 
odwrotnie, nadbeton jest wiotki w porównaniu z żebrem 
sprężonym.

W przypadku desek lub wkładek sprężonych, w nadbeto- 
nie mogą powstać rysy, co przy styku wysoko położonym 
jest niemożliwe.

1  ̂ Konstrukcje omawiane w niniejszej pracy nie mają 
ustalonej nomenklatury w języku polskim, np.: Z.Zie
liński [11] nazywa je konstrukcjami sprężonymi nad- 
betonowanymi, natomiast prof. S.Kaufmap [8] używa 
określenie ustrój zespolony, a M.Bieniek [5] żelbeto
we konstrukcje zespolone.

2) Styk jest nisko położony, jeśli środek ciężkości prze
kroju zespolonego C leży powyżej styku.

3) *Styk jest wysoko położony, jeśli środek ciężkości
przekroju zespolonego C leży poniżej styku.
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Obydwa przypadki różnią się sposobem wykonaniao Gdy 
styk jest wysoko położony nie stosuje się rusztowań do 
podparcia konstrukcji podczas betonowania górnej płyty 
(nadbetonu) - obciążenie od świeżego betonu i obciąże
nie robocze przenosi żebro-należy więc rozpatrywać trzy 
stany pracy belki:

1) stan bezużytkowy, gdy na żebro działa siła sprę
żająca i ciężar własny żebra,

2) stan roboczy, gdy na żebro działa dodatkowo ciężar 
świeżego betonu i obciążenie robocze,

3) stan użytkowy, kiedy na żebro nie działa już ob
ciążenie robocze, ale za to na cały przekrój dzia
ła obciążenie użytkowe.

W przypadku wiotkich desek lub wkładek sprężonych 
rusztowanie jest konieczne i stan roboczy nie występujeo 
Te różnice w pracy belek narzucają odmienne sposoby pro
jektowania»

Praca belek zespolonych o nisko położonym styku po
dobna jest do pracy belek żelbetowych, dlatego też spo
sób projektowania ich podobny jest do projektowania be
lek żelbetowych»

Żebra belek o wysoko położonym styku pracują w sta
nach "1" i "2" podobnie jak klasyczne belki sprężone, 
natomiast w stanie ”3” na obciążenie użytkowe pracuje 
cała belka zespolona»

Zagadnienia związane z projektowaniem belek zespolo
nych w szczególności obliczanie momentów łamiących i ry
sujących oraz wpływ skurczu i pełzania nadbetonu rozważa 
Kałasznikow [3]»

HoRuhle [13] [14] opublikował wyniki badań nad pracą 
żelbetowych belek zespolonych i wyciągnął wnioski dla 
wymiarowania konstrukcji zespolonych.

Wpływ skurczu nadbetonu w konstrukcjach zespolonych 
omawia również Sattler [4]»

W Polsce ukazała się praca Bieńka [5], traktująca o 
projektowaniu belek zespolonych o wysoko położonym sty
ku w fazie sprężystej i w fazie granicznej, oraz o spo
sobie obliczenia naprężeń od skurczu i pełzania nadbe
tonu o

Konstrukcje sprężone nadbetonowane oraz konstrukcje 
sprężone wkładowe omawia również Z. Zieliński [11]»
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Autor niniejszej pracy proponuje inny sposób projekto
wania belek zespolonych o wysoko położonym styku w fa
zie sprężystej - oparty na przyjęciu trzech stanów pra
cy belki.

2 o OZNACZENIA

Wielkości charakteryzujące przekrój oznaczone indek
sem ”1" odnoszą się do żebra, wielkości charakteryzujące 
przekrój oznaczone indeksem "2" odnoszą się do nadbetonu.

Wielkości odnoszące się do całego przekroju zespolo
nego nie posiadają indeksów.

Ponieważ rozpatruje się pracę belki w fazie spręży
stej, współczynnik redukcji przekroju nadbetonu równy 
jest stosunkowi modułów sprężystości betonu żebra i nad
betonu,

Ei Ei
n b ' 7 ' 7  ( 1 )2 2

- moduł sprężystości dla naprężenia równego "6".
E° - moduł sprężystości początkowy dla naprężenia rów

nego zeru.
Wzór (1) zakłada proporcjonalny spadek modułów spręży

stości w żebrze i w nadbetonie na skutek naprężeń, co 
w rzeczywistości w przybliżeniu ma miejsce.
S - siła sprężająca,
e - mimośród siły sprężającej,
S - moment statyczny, odciętej części przekroju,

względem osi przechodzącej przez środek ciężko
ści przekroju zespolonego,

  •
S1 - moment statyczny, odciętej części przekroju,

względem osi przechodzącej przez środek ciężko
ści przekroju żebra,

n^Pg - powierzchnia przekroju nadbetonu,
- zredukowana powierzchnia przekroju nadbetonu,
- powierzchnia przekroju żebra,
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- moment bezwładności przekroju żebra względem osi 
przechodzącej przez środek ciężkości żebra C^,

- odległość środka ciężkości żebra od górnego 
włókna żebra,

v’̂ - odległość środka ciężkości żebra od dolnego
włókna żebra,

J 1 J 1; w!j * - wskaźniki zginania żebra,
1 1

- wysokość żebra,
- wysokość nadbetonu,

°bb2 -  szerokość płyty nadbetonu,
b^ - zredukowana szerokość płyty nadbetonu,
J - moment bezwładności przekroju zespolonego wzglę

dem osi przechodzącej przez środek ciężkości 
przekroju zespolonego C,

v - odległość środka ciężkości przekroju zespolonego 
od górnego włókna nadbetonu,

- odległość środka ciężkości przekroju zespolonego 
od dolnego włókna żebra,

s = y-h^ - odległość środka ciężkości przekroju zespo
lonego od styku,

1 ■ ~J~'1; W *= - wskaźniki zginania przekroju ze-
2 spolonego potrzebne do obliczenia

naprężeń w żebrze,
W = — ; - wskaźnik zginania przekroju zespolonego, po

trzebny do obliczenia naprężeń w nadbetonie,
- moment zginający od ciężaru własnego żebra,
” moment zginający od ciężaru własnego nadbetonu,
- moment zginający od obciążenia roboczego,

Mp - moment zginający od obciążenia użytkowego,
- siła poprzeczna od ciężaru własnego żebra,

Qg2 - siła poprzeczna od ciężaru własnego nadbetonu,
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Q - siła poprzeczna od obciążenia roboczego,
Qp - siła poprzeczna od obciążenia użytkowego.

Naprężenia normalne, rzeczywiście panujące w prze
kroju oznaczono przez "eT", natomiast naprężenia dopu
szczalne przez "k".

Naprężenia normalne ściskające przyjęto za dodatnie 
(+), naprężenia rozciągające przyjęto jako ujemne (-).

Naprężenia styczne oznaczono przez "T".
Indeks przy symbolu naprężenia oznacza stan pracy 

belki, w którym dane naprężenie występuje.

3.1. Stan "0"

Jest to stan początkowy. Występuje w żebrze bezpośre
dnio po sprężeniu.

W dalszych rozważaniach stanu tego nie rozpatruje się, 
podobnie jak to czyni Guyon [6].

3.2. Stan "1"

W stanie bezużytkowym, podobnie jak w dwóch następ
nych stanach, występuje siła sprężająca o wartości usta
lonej, mniejszej niż w stanie "0" na skutek strat Teolo
gicznych. W tym stanie działa na belkę oprócz siły sprę
żającej także moment zginający od ciężaru własnego że
bra.

Naprężenia w żebrze muszą spełnić następujące nie
równości:

3. STANY PRACY BELKI

(2)

(3 )
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3o3° Stan ”2"

Jest to stan roboczy, występuje wtedy, gdy umocowane 
do żebra deskowanie wypełnia się świeżym betonem»

Żebro jest obciążone (prócz obciążeń, które występo
wały już w stanie "i”) momentem od obciążenia roboczego 
i momentem od ciężaru własnego nadbetonu.

W obciążeniu roboczym uwzględnia się; ciężar desko
wania, nierównomierne rozprowadzenie betonu bezpośrednio 
po wyląniu go w deskowanie, obciążenie dynamiczne od be
tonu spadającego z pewnej wysokości, ciężar robotników 
i środków transportowych«

Warunki nieprzekroczenia naprężeń dopuszczalnych w 
stanie "2” przedstawiają się następująco;

JL
p .

Se 
W *

M
♦ S i  * ^  k.W (4)

2
S_

W W,
s Ł
w i

M_£
W 1

(5)

3o4. Stan ”3’’

W stanie użytkowym na żebro działa siła sprężająca, 
moment od ciężaru własnego żebra i nadbetonu, natomiast 
na moment od ciężaru użytkowego pracuje cały przekrój 
zespolony.

W stanie użytkowym muszą być spełnione następujące 
nierówności;
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4» OBWIEDNIE GRANICZNE

4o 1. Belki o stałej sile sprężającej na długości belki 
i zmiennym mimośrodzie

*
Przy wyznaczaniu obwiedni granicznych wprowadzono do

datkowo następujące oznaczenia?

* 1  *1
‘III ■ “B1 + V  * “p V  Br a  ‘ ł V  ł “ Pi, >

Rdzenie uogólnione dla stanów "1” i "2” wyznacza się 
w sposób podobny jak dla klasycznych, niezespoionych be
lek sprężonych 7$ natomiast dla rdzeni w stanie "3" - 
odpowiedników w klasycznych belkach sprężonych nie ma.

Dolną granicę rdzenia uogólnionego wyznacza się z wa
runków nieprzekroczenia naprężeń dopuszczalnych w stanie 
”1*' (por. wzory (2) i (3))

c m t k t kl W1
+ =* k1 e^ ~  + (1~ ’

q MT MT k1 W 1
+ <5 7 -  1 > F 7 ‘

Miarodajna jest mniejsza z dwóch wartości rdzenia:
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Górną granicę rdzenia uogólnionego oznacza się z uwa
gi na naprężenia w stanach ”2" i "3"» Dla stanu "2" 
otrzymuje się:

Mfr S Se 221 _  ,
2 = P 1 ” W.J W 1 2

MTT k W£. _ 1) — 1.
S ®C P 1

e t . s_ t ¡¡a. . i i a  s. k'
o w W °

1 1 W
“tt kó W!

. *  J Ł .  H - j Ł )
C 1

W tym przypadku również miarodajna będzie mniejsza 
z dwóch wartości rdzenia:

u2

W 1 k?^  (J-- 1), lub

,  k2,
? 7 +1- *;)■

(10a)

O  Ob)

Uwaga:
Gdy w stanie "1" wykorzystuje się obydwa naprężenia 

dopuszczalne, wzory (9a) i (9b) stają się identyczne.
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*' k, J, k,(v, + V,*) - Y,k, - T,'k'
r - —  - 1)» , . ; ■
u1 P 1 V 1f 1 ▼.jk, ♦ v 1k l

ki ~ k'i
* p” v~k + v' k*F 1 V 1K1 + V1K1

Podobnie, gdy w stanie ”2" wykorzysta się obydwa na
prężenia dopuszczalne, wzory (9a) i (9b) przyjmą postać 
(10c)*

k?“k?
r u 2 -  1 1 0 0  5

Przy wyznaczaniu "r^" i ”r g", wiadomo było, że 
mniejsza wartość rdzenia ogóln^onego silniej ogranicza 
mimośród, gdyż moment pozostał, niezmieniony. W stanie 
"3" występują dwie różne wartości momentu: oraz
KIII* należy rozpatrywać obydwa rdzenie uogólnione.

M t t _ L t t  k .  W ,
6 - ——  — + —' e 5* 1 — (—2. _i)— 1.
3 " P, w 1 + w 1 3 S W  1;P1

«. k
r u 3 - i r ^ - 1 > ( 1 1 a )

S_  ̂ Se 
p, *■,

i m '
W* 3* k' " l i i  , ,  i i ,  ! i

r ' u3
Wl ki
—1 d «  — 2)
P1 V

(1Tb)

Obszar zakreakowany (patrz rys.5), w którym musi się 
mieścić linia ciśnienia ograniczony jest od góry nie je
dną krzywą jak to miało miejsce w belkach sprężonych
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niezespolonych, ale trzema krzywymi» W danym przekroju 
poprzecznym miarodajna jest ta krzywa, która bardziej 
ogranicza zakreskowany obszar»

4o2o Belki z kablami odginanymi

Dla skrócenia wzorów wprowadzono następujące ozna
czenia:

<T ii 6' iii <T' Mm '  <r- §_ Se
I = “ II " “ 9 III “ ~ w!J 9 w = F 1 W^9

0- ił. 6  iii er ff s_ Sę
I = W.,9 II “ W 1 9 III " W 1 9 w F 1

Warunki nieprzekroczenia naprężeń dopuszczalnych 
w żebrze przedstawiają się następująco:

* ffi ■= ki * ei »

<r . <?„ * e ■ k

6"' +  6 ' r r r  s *  k L  +  0 'T T T  k .w III 3 w III 3

Po przekształceniu powyższych nierówności otrzyma 
się następujące warunki:

k’ = fr'2 °II
G f

oraz
wo

<5".wo 6' ( 12)
wo k' -h III

6"’wo
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oraz

(13)

Nierówności (12) i (13) różnią się swymi prawymi stro
nami od analogicznych nierówności wyprowadzonych dla 
klasycznych belek sprężonych [8].

Graficzną interpretacją warunków (12) i (13) będzie 
zastrzeżenie by "ząbkowane" wykresy funkcji naprężeń od 
siły sprężającej w skrajnych włóknach żebra mieściły się 
w zakreskowanych obszarach (patrz rys.6 i 7).

Na skutek krzywolinijnych tras kabli, występuje pio
nowa składowa siły sprężającej ( v ) ,  która redukuje siłę 
poprzeczną w żebrze belki zespolonej, podobnie jak w 
klasycznych belkach sprężonych [8].

Funkcje naprężeń stycznych w poszczególnych stanach 
pracy belki przedstawiają się następująco:

5. REDUKCJA SIL POPRZECZNYCH

(14)

(15)

Q_S, \
W nadbetonie T_, \= ' T J3(z) nfeJ b2 (17)
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Naprężenia ścinające w nadbetonie osiągają swe maksi
mum w styku.

h2 Q h2(v- — )
T . -P-- T -    (17a)

nb

Na podstawie wzoru (17a) można wyznaczyć siłę ścina
jącą w styku na jednostkę długości belki.

h
Q d P 2 (v" 2 )

Ta,|rs V b -  p V - -  (18>

W przypadku, gdy naprężenia styczne maksymalne w sta
nie "2” są większe od maksymalnych naprężeń stycznych 
w stanie "3" - minimum naprężeń stycznych wystąpi, kiedy 
naprężenia styczne w stanie "i" równe będą naprężeniom 
stycznym w stanie "2”. Z tego warunku oblicza się war
tość składowej pionowej siły sprężającej oraz przynależ
ną jej funkcję naprężeń stycznych: 
max max

%Z 3

Q + Q
V  =  Q g i  +  q  ( 1 9 )

T 1 - T2 - 2iqg2 ł V

W przypadku, gdy maksymalne naprężenia styczne w sta
nie "3" są większe od maksymalnych naprężeń stycznych 
w stanie "2" - minimum naprężeń stycznych wystąpi, kiedy 
naprężenia styczne w stanie "1" równe będą naprężeniom 
stycznym w stanie **3**• Dla tego przypadku wyrażenia na 
wartość pionowej składowej siły sprężającej i przynależ
nej jej funkcji naprężeń stycznych, przyjmą następujące
formy: 
rmax max 
2 3
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cp _ (21a)
1 (*)

T1 " ^3 * 2 + ł1 3 1 (z) '2 Jb(z)

Wartość współczynnika zależy od położenia punktu, 
w którym oblicza się naprężenia ścinające.

Wartość współczynnika 9 należy obliczyć dla punktu, 
w którym występują największe naprężenia główne rozcią
gające. Zachodzi to zwykle dla punktu P (por. rys.8).

Wartość współczynnika w punkcie P wynosi 9 :

9 * yfe- (21b)P J s 1p

Śp - moment statyczny odciętej części przekroju poło
żonej poniżej punktu P, względem osi przechodzącej 
przez środek ciężkości przekroju zespolonego C,

Ś. - moment statyczny odciętej części przekroju poło- 
^ żonej poniżej punktu P, względem osi przechodzą

cej przez środek ciężkości żebra C^.

W powyższych rozważaniach opierano się o wykresy sił
poprzecznych w trzech stanach pracy belki, chociaż na
leżało rozpatrywać obwiednie maksymalnych i minimalnych 
sił poprzecznych.

Sporządzanie jednak obwiedni sił poprzecznych jest 
na ogół niepotrzebne, gdyż na podporach, gdzie napręże
nia ścinające i naprężenia główne rozciągające są naj
bardziej niebezpieczne obwiednie sił poprzecznych pokry
wają się z wykresami sił poprzecznych, natomiast w środ
ku rozpiętości belki, gdzie różnice pomiędzy obwiednia
mi a wykresami sił poprzecznych są największe - naprę- 
żeś ścinających nie bierze się zwykle pod uwagę.
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60 DOBÓR PARAMETRÓW SPRĘŻANIA 
DLA ZADANEGO PRZEKROJU

Sposób wyznaczania siły sprężającej i mimośrodu dla 
zadanego przekroju oparto na metodzie Magnel a [9] , z tym 
że za miarodajny przyjęto stan bezużytkowy (1), a nie 
stan początkowy (0)o

Z warunków nieprzekroczenia naprężeń dopuszczalnych 
w żebrze w trzech stanach pracy belki ̂ prowadzono nastę
pujące nierówności:
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+ k 1 —  TT”  (26)F, W' W', "  2 S1 1 1

^  ( 2 7 . )  gdy
P1 W 1 *1 3 6 ®xil , 3 W1

P1 ' 5
Mn
w-

e 1
W1 P 1

MI I I » Ir

W1
3

1 e

P1 W1

k3 "
i l l l

W1

1 . . e
P

1

lub i >  (2Tb) g d y k > _ m
u I I I  J W1

S Se 111 1.1 ___ „1. 1 1 (po 1
W * i  3 s ~ v, !łu'

3 +

Wszystkie warunki; (23)* (24), (25a lub 25b), (26),
( 27a' lub 27b), (28) oraz e *s v.j - & ' spełnione są w ob
szarach zakreskowanych na rysunkach 9 i 10»

Zasadnicza różnica pomiędzy wykresami powyższymi 
(rys»9 i 10), a wykresami Magnel^a polega na ilości pro
stych, które ograniczają obszar wewnątrz którego ̂ awarte 
punkty (siły sprężające i odpowiadające im mimośrody) 
spełniają warunki nieprzekroczenia naprężeń w żebrze»
Na klasycznych wykresach Magnel 'a są cztery proste, na
tomiast na wykresach dla belek zespolonych jest sześć 
prostych.
Uwaga;

Ponieważ sprężanie nie wywołuje naprężeń w nadbetonie, 
zat.em nie może być ograniczeń dla parametrów sprężania 
z uwagi na naprężenia dopuszczalne w nadbetonie«
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7» MOŻLIWOŚCI WYKORZYSTANIA NAPRĘŻEŃ

Należy tu rozróżnić dwa przypadki: pierwszy, gdy roz
piętość belki nie przekracza rozpiętości granicznej 
oraz drugi, gdy rozpiętość graniczna została przekro
czona. Określenie rozpiętości, granicznej pozostaje takie 
same, jak dla klasycznych belek sprężonych [e], z tym 
że ciężarowi własnemu w klasycznych belkach sprężonych 
odpowiada ciężar własny żebra w belkach zespolonych, 
zaś obciążeniu użytkowyrau w klasycznych belkach sprężo
nych - ciężar własny nadbetonu wraz z obciążeniem ro
boczym lub ciężar własny nadbetonu wraz ze zredukowanym
obciążeniem użytkowym (por. wzory na MTTT i MTTT na . n\ -Lii. 1-Llstr.8;.

7®1• Rozpiętość belki nie przekracza rozpiętości gra
nicznej

Założenia:
1) Nadbeton układany jest nad żebrem, zatem środek 

ciężkości przekroju zespolonego leży powyżej środ
ka ciężkości żebra,

v > v1

a środek ciężkości przekroju zespolonego leży po
wyżej połowy wysokości żebra.

v #>  s = v - hg

Prawdziwość ostatniej nierówności wykazano na 
str.72

2) Pomiędzy naprężeniami dopuszczalnymi dla stanów 
"2" i "3M zachodzi następujący związek:

(k2.kp < (k3+k p  ♦ J  d -  4 ^ )

Założenie drugie nie jest silne, zezwala bowiem na 
znaczne zróżnicowanie naprężeń dopuszczalnych, 
chociaż do wymiarowania przekroju przyjmuje się 
je zwykle równe sobie (k2 =k^ k^k^).
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Twierdzenie:
W żebrze można wykorzystać pięć naprężeń dopuszczal

nych, a]e tylko w dwóch alternatywach:

&) ^2 ' ^2’ k3

b) k1# k', k2, k^, k'

' lub

Dowód dla alternatywy "a": gdy wykorzystuje się na
prężenia k? i k2, to w stanie "3" można wykorzystać tyl
ko naprężenie k^,

M K v ' M li_ £ ___ 9. _1 . k ' _ k _E = _ę.
W ‘ W v + 2 3 W W v ’

M M V, M v s
W  + V + k2~k? '  (1*

Na podstawie założeń 1) i 2) zachodzą związki:

f,<= 1, kj =- k^lkj-k') - (1 - i j .

wobec tego zachodzi nierówność:

6^ ■*= k-j (c.n.u.)

Dowód dla alternatywy "b": gdy wykorzystuje się na
prężenia kj i k y  to w stanie ”2" można wykorzystać tyl
ko naprężenia k y
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Ponieważ na podstawie założeń 1) i 2) zachodzą związ
ki:

f, -= 1 oraz k' ̂  k' ♦ k3 - k2 ♦ j*(1- ^ ) ,

wobec tego można napisać:

>  k' (c.n.u.)

Uwaga:
Ponieważ we wzorach na 6^ i ćTg nie występuje ani 

6^ ani , więc niewykorzystanie któregoś z naprężeń 
dopuszczalnych stanu "1" wcale nie umożliwia wykorzy
stanie naprężeń 6"g lub 6 y  Naprężenia stanu ”1" nale
ży zatem zawsze wykorzystywać»

Nasuwa się jeszcze pytanie, czy prócz piątek wykorzy
stanych naprężeń: a) k^, k*, kg, k', k ' oraz b) k^, k^,
kg, k^, k' nie mogą istnieć inne piątki, mianowicie:
o) k^, k^, k^, k y  kg, lub d) k^, ^2* ^2* 3̂*̂

Na rys»l2 widać, że zanim zostanie osiągnięte naprę
żenie k^ we włóknie dolnym, już wcześniej wystąpi na
prężenie k2 we włóknie górnym, zatem piątka *'c" jest 
niemożliwa do spełnienia» Podobnie na rys»11 widać, że 
zanim we włóknie górnym żebra wystąpi naprężenie k3 
już wcześniej wystąpi we włóknie dolnym naprężenia kj, 
więc także piątka "d" nie może być spełniona» Piątki "a" 
i "b" są więc jedynymi, możliwymi do wykorzystania, 
piątkami naprężeń dopuszczalnych»

Rozważania powyższe są ważne pod warunkiem, że speł
nione są założenia geometryczne.

Gdy środek ciężkości żebra leży nie niżej połowy swej 
wysokości (v^ «s V 1 *̂ uwzgl^óniając związki:

v ' <  v \ a tym samym s-=v^

otrzymamy wprost nierówności:

v > v ^  >  s -więc v >• s (c.n.u«)
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Gdy środek ciężkości żebra leży poniżej połowy wyso- 
ści żebra (’ 

ce założenia:
kości żebra (v^ >  vp, trzeba zrobić jeszcze następują-

k =k^
■ ? ■*1*

które zresztą jest zawsze spełnione, gdyż w stanie użyt
kowym przyjmuje się niższe naprężenia dopuszczalne niż 
w stanie bezużytkowym.

Z porównania wzorów 16) i (2) oraz (3) i (7) otrzy
muje się następujące związki: '

W 1 W
Wg2 + MP W M + M ^

"i "  4  U9) W, - " ■ O0)
J I \ J i

Dzieląc stronami równanie (29) przez (30) otrzyma
się związek (3 1 ):

He ł
W 4 M W
— \ - — 2---- —2---- (31)
wT ,ia .  w;

M W P
Po dalszych przekształceniach związek (31) przyjmie 

postać (3 1 a)«

jsŁ  / J _ .  X )  _  1  „  I _  ( 3 1 a )
M WV ~ w’ W u l a ,p 1 1 s

Ponieważ zachodzi nierówność:
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zatem lewa strona równania (31a) będzie dodatnia, ale 
wtedy także prawa strona tegoż równania musi byó większa 
od zera:

— ' - —  > 0  ^ v s v >  s (c.n.u.).
s

7• 2 = Rozpiętość graniczna .lest przekroczona

Gdy rozpiętość belki przekracza rozpiętość graniczną, 
trzeba zrezygnować z wykorzystania naprężenia kf, po
dobnie jak to ma miejsce w klasycznych belkach sprężo
nych [8]. Niewykorzystanie naprężenia k{ nie wpływa na 
wykorzystanie pozostałych naprężeń dopuszczalnych (por. 
uwagę na str.72), po przekroczeniu rozpiętości granicz
nej można wykorzystać cztery naprężenia w żebrze i to 
w dwóch alternatywach:

a) k2, kg, k ' lub

b) k^, kg, k^, k^ .

8. WYMIAROWANIE PRZEKROJÓW KA B LOBET ON OWY G H

8 o 1 o Rozpiętość nie przekracza rozpiętości granicznej

a) Wykorzystuje się naprężenia: k^, k*, kg, kg, ky 
Dane: 1, p, q, M , M , k', kg, k', ky  k', Rż>

Należy oszacować wymiary nadbetonu i obliczyć "g " oraz
Z porównania wzorów (2) i (4)  oraz (3) i (5) 

otrzymuje się:
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Po przyjęciu "h^' (np. h1 =

(np. Q * 0,5) (por.[8]) można już obliczyć wszystkie 
pozostałe wielkości charakteryzujące przekrój:

Parametry sprężania wyznacza się przy pomocy wykre
sów (9) i (10), albo bezpośrenio ze wzorów:

Jak widać z powyższych wzorów, projektowanie żebra 
w przypadku "a" nie różni się w swej idei od projektowa
nia klasycznych belek sprężonych.

Nadbeton projektuje się na podstawie wzoru (34), któ
ry wyprowadza się ze wzorów: (5) i (7)«

Z warunku równości momentów statycznych żebra i nad- 
betonu względem środka ciężkości przekroju zespolonego w

• h
v r  wuw, ri 1

+

V  ł (Mg2 - V  <por- w )

(34) jeśli k2= k^ wtedy W

(35)

wynika związek (36a) (por. rys.1)



70 Zygmunt Borowiec

Jeśli uwzględni się związki (36a) i (36c), można na
pisać następujący wzór na wskaźnik zginania przekroju 
zespolonego;

h2,2
w — l----1------------  ( 36d)

v" + K (v,. + “ •)1 v 1 h '

Po przekształceniu wzoru (36d) otrzymuje się wzór (37)'

w
- (37). h 2 # h

P1^V1 + 2~^ +W V̂1 + 2~^

Wzory (37) i (36c) pozwalają obliczyć zredukowane 
pole nadbetonuo

Współczynnik redukcji przekroju nadbetonu, który je
dnocześnie określa markę nadbetonu (patrz tabela nr 1 
na str,29), wynosi;

nb = TbP2

- uprzednio oszacowany ciężar nadbetonu na 1 mb,
F - zredukowane pole nadbetonu, obliczone ze wzorów 

(37) i (36c),
= ciężar właściwy nadbetonu.

Jeśli prawidłowo oszacowano ciężar nadbetonu, to 
współczynnik redukcji winien się zawierać w granicach; 
od 1,65 do 1 , 1 2 5  w przeciwnym razie trzeba ciężar nad
betonu szacować na nowo, a obliczenie powtórzyć.
Uwaga;

Przy obliczaniu przekroju zespolonego metodą "a" - 
wstępne założenie odnośnie styku wysoko położonego zo
staje zachowane dla f- <  1,75, ponieważ dla p = 1,75<ł
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wspólny środek ciężkości przekroju zespolonego znajdzie 
się w styku, a dla p >  1»75q powyżej styku.

h P
°, 3 ~ = 2  c- rlrlO.Sh.+O.ISh .)« 0,5h (por. wzór 

1 P1 ' 2+1 1 1 1 36a)

F, = 0,3' 0,04h1

J = J1 +0,52h^P1+P2.0,152h^ = 0,14 h*}‘1 1 2 1

0,14h
W 1

l 1
» 0,14h1

0,04h:
" i  “  ó T ś h f  *  ° * 0 8 h i

Jł ~ ŹL 
q “ W

0,14h;

1 O, 08h
= 1,75

1

Nadto należy sprawdzić czy istnieje niebezpieczeń
stwo przekroczenia naprężeń dopuszczalnych w nadbetonie.
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Jeśli uwzględni się związek (33) oraz wprowadzi współ- 
M

czynnik cC = —— — , to wzór na "h " przyjmie postaó 
<ł g2

następującą:

n, k-v ' 
h_  / T ~T'T  -2 mc, * - Ł —  - - (38)

Aby zorietować się co do rzędu "hg" można założyć 
następujące wartości czynników we wzorze (38):

nb—  = 0,66 (por, tabelę nr 1) cc = 0,5 

k,
. = 0,8; y = 0,75h,; s * 0,25h*

1— 2

h2 ^  0,66 0^5 °»75hi - 0*25h1 = 0,55h1

W belkach o wysoko położonym styku, projektuje się 
zwykle nadbeton znacznie cieńszy od połowy wysokości 
żebra, wobec tego naprężenia w nadbetonie będą z reguły 
niewykorzystane.

b( Wykorzystuje się naprężenia: k^, k.|, kg, k y  ky

Dane jak w przypadku "a".
W tym przypadku również trzeba wstępnie oszacować

M
"g9" i obliczyć "M o" oraz cc » tt-“£— » P° czym oblicza 

Ł gc q g2
się wskaźniki zginania:
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Wzór (39) wyprowadza się z porównania wzorów (6),
(4) i (2). Pozostałe wskaźniki zginania nie można obli
czyć ze wzorów (40) i (41), gdyż wartość jest nie
znana.

M 0+M
W' = ■  ̂ (40)*1 k1-6'’

M
P - A , ',I j -. T  t 4 1 )

Wartość powyższych wskaźników zginania może obliczyć
przy użyciu wsoółczynników TC. = r~ i lX = r*“» które wy-

1 1znacza się z układu równań: (42) i (43b).
Równanie (42) wyprowadza się ze wzorów (40) i (41), 

po wyrugowaniu Otrzyma się wtedy następujący zwią
zek:

v!
i f W  + *  i k2’k i )] + 7^( (k2"k1} = k1 " k3 (4la)

Po dokonaniu przekształceń i podstawieniu:

(k -k )+cC(k -k’,) (1-ot) (k?-k’ )
A = ■» .2 k, ' ■ -- oraz B - ------------

k1 k3 1 3

związek (41a) przyjmie postać (42): •,

X _ A /jo\
~ (1+A+B)^ - B

Drugie równanie (43b) otrzymać można z porównania wa
runku momentów statycznych i równania na moment bezwła
dności przekroju zespolonego (por. rys.1).
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h„
J = J 1 + P ^ Y ^ s ) 2 + P 1(s+ ) (v s )

W i c h 1 -  W 1 'xlh 1 +  P  ̂  h 2  (,x 1 =• oc) ( (43b)

Porównując wzory (42) i (43b) uzyskuje się następu
jące równania na i TC:

A ł a i
’ W- h„ . _

+ _£.)„ _A±B_
h.F, 2h' 1+A+B

1 1

, A v W 
1+A+B' h1P 1 +

+ i ikt£— )— — 
1+A+B 2h (44)

r (l+A+B^-B (45)

Aby korzystać ze wzoru (44) trzeba z góry przyjąć 
przekrój żebra "F^”„

Można tego uniknąć zakładając z góry ę = 0„5° Jeśli 
poza tym przyjmie się k^=k^ wzór (44) przyjmie postać 
następującą: feJ

v, A irr2- “ 2 ) “  B

1+A+B 7+a+b <’* hf) *

— Ł t li.)
1+A+B h1/ (44a)

Znając TĈ (wzór 44a) oraz TC (wzór 45) łatwo można 
już obliczyć pozostałe wartości potrzebne do zwymiaro- 
wania przekroju:

J-
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J = '«'-4, i, - g, ■ V r Kg1’

kivi+k’ivi 1 rji vii
s- - - y -- • - ś [hf lkr k2) * *giłlV V  v T

Parametry sprężania można też wyznaczyć przy pomocy 
wykresów (9) i (10). Zredukowane pole przekroju nadbetonu 
równe jest;

«
v 1 - s

P2 ~ P1   b~ (por. wzór 43a).
s ♦ ^

Ponieważ ciężar nadbetonu ’’g2" został z góry oszaco
wany współczynnik redukcji nadbetonu można obliczyć z na
stępującego wzoru;

g.2n, - —b P2Tb

Podobnie jak w metodzie "a” musi być spełniony na
stępujący warunek;

1,65 S* nb ss 1,12.

w przeciwnym wypadku należy ciężar nadbetonu oszacować 
na nowo i powtórzyć obliczenie.

Wymiarując przekrój sposobem Hb!' zawsze będzie zacho
wany warunek wysoko położonego styku, niezależnie od 
stosunku Na podstawie rys. 12 można napisać następu
jącą proporcję;
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Ponieważ prawa strona tej proporcji jest zawsze więk
sza od zera, więc lewa strona też musi być większa od 
zera- co równoważne jest z warunkiem styku wysoko poło
żonego.

M
Ir — Ir . w Ir X V >  O!

2 3* W1 2 3 *

~  0; >  s >  0;

Niebezpieczeństw® przekroczenia naprężeń dopuszczal
nych w nadbetonie jest większe w metodzie "b", aniżeli 
w metodzie "a", zwłaszcza gdyo?>0,5

. M (s+h_) _ k-
* ST W " s ~  k3‘ s (por- " 2<5r 8)b s

*. * k3,«ik2^ ’)-k2 (por-

M V
W

1 V1
k' =- Oj

h 2 ^ { m [ k 3 - k 2 + o C (k2 - k ! , ) ]  1}  3 ( 4 6 ^

Jeśli przyjmie się następujące wartości czynników 
we wzorze (46);

nb k>*
k3*k25 m~ " °»66» k'-kT = s * °»3h1;

otrzyma się następujące wartości "hg":
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Tabela 1
1 Rw1 n bZestawienie współczynników: ; m * jj=™'ł

dla betonu żebra marki R *=400 i różnych marek nadbetonuwi
Rw2*

Marka
nadbetonu

Rw2
nb m m

140 1,65 2 ,86 0 ,58

170 1,46 2 ,35 0,62

200 1,31 2 ,0 0 0 ,66

250 1,19 1 ,60 0 ,74

300 1,12 1,33 0 ,8 4

8.2. Rozpiętość belki przekracza rozpiętość graniczna

a) Wykorzystuje się naprężenia: k^t kg, kg, k^.
W tym przypadku projektuje się żebro tak, jak kla

syczną belkę sprężoną według znanych metod [8] , nato
miast nadbeton dobieramy tak, jak w punkcie 8.1 a), 
gdy rozpiętość graniczna nie została przekroczona.

Z uwagi na wysokie położenie środka ciężkości żebra, 
trudniej jest zadośćuczynić założeniu wysoko położonego 
styku. Konsekwencja tego jest jeszcze silniejsze ograni
czenie stosunku aniżeli w przypadku 8.1.a).

Graniczny stosunek obciążenia użytkowego do robocze
go, przy którym środek ciężkości przekroju zespolonego 
znajdzie się w styku, będzie tym mniejszy im większa 
będzie rozpiętość belki.

b) Wykorzystuje się naprężenia: k^, kg, k^» k^.
Aby w tym przypadku można było korzystać ze wzorów 

podanych w punkcie 8.1 b), należy wyznaczyć naprężenie 
0^, a następnie przyjąć je jako umowne naprężenie dopu
szczalne kij.
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W celu obliczenia rozpiętości granicznej oraz umowne
go naprężenia dopuszczalnego k - wykorzystano znany 
w klasycznej teorii belek sprężonych [o] wzór:

M
6 " ru s S~ (47a)

Jeśli we wzorze (47a) uwzględni się oznaczenia stoso
wane w niniejszym artykule - otrzyma się wzór (47b)»

M .
e " ru1 ~ ""s"~ U7b)

Po podstawieniu do wzoru (47b) następujących wyrażeń?

J1 k1 “ kie = v'„ - 0,1h„; r’ „ = =----:— — ;t t~  (porowzór 9c)1 * V  u1 P 1 Y-k̂ +Yljk.j

- 0,5Y,-',! TC,- ^  S- i, k ^ + d - ^ k ' ,

2p 7 l
Mg1 = — -g --- { 7b = 2,5 t/m3;

I
otrzyma się następujący wzór na umowne naprężenie do
puszczalne k'̂ : g

“  - lK 1k1(1»28 - 1,6^) 

k1 = (1-^) (2(88 - 1,6%,) (48^

Wartości ^  i k, otrzymać można z dwóch równań: 
(44a) i (48)o Z uwagi na dość skomplikowaną fermę oby
dwu równań- najlepiej rozwiązać je metodą kolejnych 
przybliżeń» Metoda ta jednak czasem prowadzi do rozwią
zania bardzo wolno; wtedy można posłużyć się wykresem 
(por»rys<> 13) °

Jeśli orietujemy się, co do rzędu wartości poszuki
wanego rozwiązania, wystarczy obliczyć po dwie wartości
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obyd.u funkcji U , 1 *1 ()!,'„)•
Przez obydwie pary punktów prowadzimy proste» Punkt prze
cięcia obydwu prostych stanowi szukane rozwiązanie»
(patrz rys»14)»

Po wyznaczeniu umownego naprężenia dopuszczalnego k^s 
można już dalej liczyć jak w punkcie 8»1»b)»

Przekształcając wzór (48), można otrzymać wyrażenie 
na rozpiętość graniczną;

V = V h1 [ V l (1 >28“1» + (2,88-1,6^)] (49)

9» WYMIAROWANIE PRZEKROJOM STRUNOBETONOWYCH

Do projektowania żebra belek zespolonych, sprężonych 
strunami służą podobne wzory jak w przypadku żeber sprę
żonych kablami, z tym że zmieni się wartość momentów 
zginających i wielkości charakteryzujących przekrój» 

Wszędzie tam, gdzie występował moment zginający od 
ciężaru nadbetonu " ^ 2 " ” na^e^Y podstawić moment od 
ciężaru całego przekroju zespolonego "M * M »+M
dotyczy to wszystkich wzorow na wskaźniki zginania i 
współczynnik cC»

Przy obliczaniu wielkości charakteryzujących przekrój 
żebra, a także cały przekrój zespolony - należy uwzglę
dnić struny stalowe, podobnie jak to ma miejsce w kla
sycznych belkach strunobetonowych [8].

Parametry sprężania dobiera się w ten sposób, by wy
korzystać naprężenia dopuszczalne w przekroju podporo
wym, tak jak w klasycznych belkach strunobetonowych [8] .

Przy spełnieniu wszystkich powyższych zastrzeżeń moż
na korzystać ze wzorów podanych pod 8»1a), lub 8»Ib).

Projektowanie nadbetonu, gdy żebro jest już zaprojek
towane, niezależne jest od sposobu sprężania, można za
tem bez zastrzeżeń korzystać ze wzorów wyprowadzonych 
dla belek kablobetonowych»
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10. WNIOSKI KOŃCOWE

Belki zespolone są ekonomiczniejsze od belek sprężo
nych. W belkowych mostach sprężonych nie układa się na
wierzchni bezpośrednio na belkach sprężonych, lecz daje 
się warstwę betonu, na której dopiero układa się nawierz
chnię. Tej warstwy betonu nie uwzględniano w oblicze
niach statycznych. Jeśli te same belki sprężone zapro
jektuje się jako zespolone, traktując wyżej wymienioną 
warstwę betonu jako nadbeton, uzyska się znaczne oszczę
dności na: stali, betonie wstępnie sprężonym, a także 
na ogólnym ciężarze konstrukcji.

W przeliczonych przykładach liczbowych autor uzyskał 
następujące wyniki:

(P=3,6t/mb; l=20ra) (p=1,25t/mb; l=50m)
Zysk na sile spręża
jącej: 14% 12%
Zysk na betonie żebra: 70% 20%
Zysk na ciężarze kon
strukcji: 12% 10%

Jak widać zysk na betonie żebra jest szczególnie du
ży dla silnych obciążeń i stosunkowo niedużych rozpię
tości. Zysk ten jest szczególnie ważny z uwagi na to, 
że żebro trzeba zwykle transportować na miejsce wbudo
wania.

W przykładach tych obliczono także niekorzystny wpływ 
skurczu i pełzania nadbetonu sposobem podanym przez Kała
sznikowa [3]* Uzyskane w ten sposób dodatkowe napręże
nia są nieduże.

W górnym włóknie żebra otrzymano naprężenia^rzędu 
+15kg/cm^, natomiast we włóknie dolnym -5kg/cm . Prze
kroczenia naprężenia dopuszczalnego we włóknie dolnym 
można uniknąć zakładając naprężenie k^ o 5 kg/cm2 wyż
sze od przewidzianego w normie.

Dodatkowe naprężenie we włóknie górnym żebra nie jest 
niebezpieczne dla konstrukcji, gdyż jak wykazały do
świadczenia Levi [10] , beton ulega w tym miejscu zmiaż
dżeniu znacznie później niż by to wynikało z wartości 
odkształcenia, lub naprężenia niszczącego.

Porównanie belek zespolonych z belkami sprężonymi, 
nad którymi nie daje się betonu jest mniej korzystne 
dla belek zespolonych niż w wypadku opisanym poprzednio.
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Jednak i wtedy stosowanie belek zespolonych jest ce
lowe z uwagi na oszczędność betonu wstępnie sprężonego 
i stali, chociaż otrzymuje się konstrukcji cięższą od 
sprężonej z uwagi na nadbeton.

W rozdziale 8 podano dwa sposoby wymiarowania przekro 
ju: "a" i "b". Zachodzi pytanie, który z tych sposobów 
pozwala ekonomiczniej zaprojektować przekrój?

Na podstawie przeliczonych przykładów stwierdzono,że 
w przypadkach gdy obciążenie użytkowe jest nieduże 
(^ <  1,5) lepsze wyniki daje sposób "a", natomiast dla 
dużych obciążeń użytkowych ^  1,5) lepsze wyniki uzys
kuje się projektując przekrój sposobem "b".

W przypadkach, gdy = 1,5 obydwie metody dają prze 
kroje mniej więcej równowarte pod względem ekonomicznym, 
jednak w metodzie "a" uzyskujemy mniejszą siłę spręża
jącą i przekrój żebra, ale za to większy przekrój nad- 
betonu w porównaniu z metodą "b".

Ta graniczna wartość obciążenia użytkowego, powyżej 
której przekroje zaprojektowane sposobem "b” są bardziej 
ekonomiczne od przekrojów zaprojektowanych sposobem "a" 
zależy od rozpiętości belki; po przekroczeniu rozpięto
ści granicznej w miarę dalszego wzrostu rozpiętości - 
graniczna wartość obciążenia użytkowego ulega zmniejsze
niu.

We wszystkich rozważaniach traktowano nadbeton jako 
płytę o przekroju prostokątnym (por. rys.1); jednak ze 
wzorów wyprowadzonych w tej pracy można korzystać także 
w przypadku gdy nadbeton ma kształt dowolny (ale syme
tryczny względem osi pionowej); wtedy "h2" oznaczyć bę
dzie podwójną odległość środka ciężkości przekroju nad- 
betonu od skrajnego górnego włókna żebra, a przy spraw
dzaniu naprężeń w nadbetonie należy brać pod uwagę fak
tyczną odległość górnego, skrajnego włókna nadbetonu od 
środka ciężkości przekroju zespolonego.
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LE CALCUL DES POUTRES COMPOSÉES 

R é s u m é

L ’article susdit conserne les calcules, chns la phase 
élastique, des poutres composées avec le joint situee 
en haut.

On a introduit trois phases de travail de la poutre: 
à vide, sous la charge de service et sous la charge 
d usage.

Tous les calculs statiques sont adaptes à ses trois 
phases.

On a prouve, q *on peut réaliser seulement cinq de six 
contraintes limites et que c ’est possible seulement 
dans deux alternatives.

On a donné les formules de dimension de la section 
transversale de la poutre; aussi bien pour le cas d une 
poutre de portée inférieure à la portée critique, que 
pour le cas d ’une poutre de portée superiere a la portée 
critique.

ENTWURF DER VERBUNDTRÄGER

Z u s a m m e n f a s s u n g

Der vorstehender Aufsatz betrifft der Entwurf, in 
der Elastizitätphase, der Verbundtäger mit hoher Fugen
lage.

Man führte drei Lastfälle ein: Zustand nach dem Auf
bringen der Vorspannung, Zustand mit Arbeitslast und 
Zustand mit Verkehrslast. Für diese Lastfälle sind die 
statische Berechnungen angepasst.

Man hat bewiesen, daß es möglich ist nur fünf von 
sechs zulässigen Spannungen auszunutzen. Das ist nur 
in zwei Alternativen möglich.
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