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ANALIZA NIEZDATNOSCI OBIEKTU W PROCESIE
ODNOWY O SKONCZONYM CZASIE ODNOWY

} Streszczenie: W artykule dokonano analizy niezdatnosci
obiektu, ktory w procesie eksploatacji podlega procesowi odnowy
0 skonczonym czasie odnowy. NiezdatnosC obiektu zostata scharak-
teryzowana dwoma procesami losowymi: sumarycznym czasem przebywa-
nia obiektu w stanie niezdatnosci oraz integralnym procesem awarii.
Znaleziono rozktady tych procesow, Ich wartosci oczekiwane
oraz wariancje. Badano_aproksymacje rozkkadu sumarycznego czasu
przebywania_w stanie niezdatnosci  rozkkadem beta oraz przykdad
wykorzystania wyprowadzonych zaleznosci do zastosowan pra%tycznych-

1, Wstep

Istnieje obszerna klasa obiektow technicznych, dla ktérych proces
eksploatacji, z niezawodnosciowego punktu widzenia, mozna zidentyfikowac
Jako proces odnowy o skonczonym czasie odnowy w -

W gérnictwie procesem takim mozna opisa¢ np. proces eksploatacji prze-
nosnika [2], proces eksploatacji maszyny wyciagowej klatkowej [ij, proces
eksploatacji maszyny urabiajacej [2], czy tez proces eksploatacji maszyny
przerdbczej [0]. We wszystkich wyzej wymienionych przypadkach wnikliwa ana-
liza charakterystyk i wskaznikéw niezawodnosciowych pozwala nie tylko na
ocene whasnosci obiektu do spelniania stawianych przed tym obiektem wymagan,
lecz takze na wyciagniecie odpowiednich wnioskéw. Wnioski te stanowi¢ mogg
podstawe do podjecia decyzji o dalszym uzytkowaniu obiektu, o pdojeciu przed-
siewzie¢ profilaktycznych, terapeutycznych lub tp. Niektdre charakterystyki
i wskazniki niezawodnosciowe mogg by¢ wykorzystywane ponadto w analizach
efektywnosci dziatania obiektu™*. Jednag z takich charakterystyk jest suma-
ryczny czas przebywania obiektu w stanie niezdatnosci .

Przedmiotem niniejszej pracy sg rozwazania zwigzane z analizg niez-
datnosci obiektu w procesie odnowy o skoriczonym czasie odnowy; niezdatnosci
okreslonej przez sumaryczny czas przebywania obiektu w stanie niezdatnosci
oraz przez integralny proces awarii ™ .

’\Ws\h)om_i na o tym artykuk } ; ; o ;
literaturze przedmiotowej w jezyku polskim proces ten definiowany jest
bez nazwy /patrz ogﬁ [63str.115 lub £6] str.285/.

Poniewaz” proces owvy O skonczonym czasie odr.oyy nazywany jest tez proce-
sem awarii t6]. dlatego tez proces okreslony wzorem £5}nazwanc "‘integralnym-

prooesem awarii .
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2. Sformutowanie problemu

Proces odnowy o -skonczonym czasie odnowy zwykle okresla sie nastepuja-
co:

Niech ‘tpi» tpg»=*e oznaczajg czasy trwania pracy obiektu oraz niech
5l = t P»eee* 0znaczajg czasy trwania odnowy /niezdatnosci/obiektu. Chwile

Zh "2 tpi +tlil; n=>1,2,... nazywa sie chwilami awarii obiektu, nato-

miast chwile z <IN + = nazywa sie chwilami odnowy obiektu. Zakkada sie
ponadto, ze zmienne losowe * &, 1« 1,2,... sg niezalezne oraz ze czasy
trwania pracy obiektu maja jednakowy rozk#ad P { tpd<x} m F /x/ o Sredniej
Tp 1 wariancji 6, a czas trwania odnowy obiektu majg jednakowy rozkdad
P {tai< x } = G/x/ 0 $redniej i wariancji 6Z.

Proces odnowy o skoriczonym czasie odnowy definiuje sie jako:

w - fe (Znt N »
* %lIm ~ K zZh+1* yen-=%1,
Przykktadowg realizacje procesu /1/ przedstawia rys. 1.

Yfth

S L aeie odnowy Ty o

Szczegdhowa analiza procesu /1/ zostaka przedstawiona w wielu pracach
/m.in. w [5,6}/. Niektore punkty tej analizy stanowig przedmiot dalszych
badan teoretycznych /patrz np. [3 /, a uzyskiwane rezultaty z tych badan
wzbogacajg zasob informacji otrzymywanych z procesu oraz stwarzaja przeskan-
ki do szerszego stosowania procesu /1/ w opisach rzeczywistych procesow eks-
ploatacji obiektow;

Niniejsza praca stanowi probe rozszerzenia aparatu analizy procesu /1/
0 dwie charakterystyki:
- rozk¥ad sumarycznego czasu przebywania obiektu w stanie niezdatnosci oraz
- integralny proces awarii.

Okreslenie 1

Sumaryczny czas przebywania obiektu w stanie niezdatnosci okresla wzor:

/e JQ - Y/ &, t>0 12/
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Realizacje procesu /2/ dla procesu odnoo skonczonym czasie odnowy
/przedstawionego na rys. 1/ ilustruje rys. 2.

Istnieje mozliwos¢ zdefiniowania procesu bedacego "‘dopeknieniem™ pro-
cesu D/t/, a mianowicie»

Okreslenie 2
Sumaryczny czas przebywania obiektu w stanie zdatnosci okresla wzor:

t
MY - / Y/X/ &, t>0 73/
[0}

Rys. 3. Proces A/t/ - sumaryczny czas przebywania obiektu
w stanie zdatnosci

Oczywiscie, Zzes

D/t/ + M/ * t /v
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Z chwilg okreslenia D/t/ powstaja pytania:
- jaki rozktad ma D/t/?
- jakie sg podstawowe parametry /srednia, wariancja/ D/t/ ?

W celu odpowiedzi napowyzsze pytania okreslmy proces pomocniczy,
ktoéry nazwano integralnym procesem awarii.

Okreslenie 5

Integralny proces awarii procesu /1/ okresla wzor*

N/t/
N/t/>0

id 151

N/t/- 0O

N4 V4

ie:
oz N/t/ - liczba odnéw w czasie {o,t-l:l )
Realizacje integralnego procesu awarii /5/ dla procesu przedstawionego

na rys. 1 ilustruje rys.4.

3w

Y W vVv*v *

Rys. 4. Integralny proces awarii J/t/

3. Analiza niezdatnosci obiektu w procesie odnowy o skoriczonym czasie
odnowy

Na wstepie zauwwazmy, ze zdarzenie {j/t/< x} jest rownowazne zdarze-
niu {p/t + x/<x} dla t> 0 i x"j>0. Jezeli tak. to:

P{I/t/ < x}-P {D/t + X/ < x]
lub co jest rownowazne:
p{J/trx/<xj, t>Xx,

p{o/t/<x}- { /6/
1, t<x.
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,A zatem majac okreslony rozkdtad integralnego procesu awarii J/t/ mo-
zemy okresli¢ rozk¥ad sumarycznego czasu przebywania obiektu w stanie nie-
zdatnosci -

Ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite i majac na wadze wzor /5/
mozemy zanotowacC, iz:

p{i/t/<xF« 2 P{j/t/<x N/ - n}p{N/t/ -n 7/
n«o
Ales n
p{j/t/<x] \/t/ - n} -P{£ taiC Va4
<y i1

Wiadomo rowniez, M
p{»/t/ - n} - /Y - Fn+t1/t/
A zatem
P{i/t/ <x}« 2 On/x/ D h/t/ " Fn+l/t/] /a/

w W Vv

Rys. 5. Proces odnowy N/t/
Uwzgledniajac z kolei /6/ mamy /.
m_*

p{d/ V <x}= Cn/x/[Fn/t—x/ - Fn+tl/t=x/1 ,t>X /9

Wzor /8/ okresla rozkkad Integralnego procesu awarii J/t/, natomiast
wzor /9/ okresla rozkkad sumarycznego czasu przebywania obiektu w stanie
niezdatnosci. Przykladowo, jezeli rozklad czaséw trwania pracy i odnowy sa
wykdadnicze o ontesywnosciach: powstawania odnowy a.i zanikania odnowy”, to:

~Realizacje procesu odnowy N/t/ dla procesu odnowy o skoriczonym czasie
odnowy, przedstawionego na rys.1, ilustruje rys. 5

* Dla porownar*iag rozk#ad sumarycznego czasu przebywania obiektu w stanie
zdatnosci okreslony jest wzorem:

p{A/t/<x}- 2:0 Fntl/*/ [Gn/ W -O0R+1/t-X] , t>X 710/
n
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p{W/t/< *}-£ /1 - 2 N e-J«/ coxx
n«8g i*o

i
F{O//<4- 2/1-1: ~ /Xe/I/™ 4 N e~ ww
n»o " o

Obraz graficzny typowej funkcji rozk#adu D/t/ przedstawia rys. 6.
Wyznaczmy wai*toS¢ oczekiwang integralnego procesu awarii ENJ/t/?. Wycbo-

czac ze wzoru /5/ mamy: N

{ v} s tail /1Y
-

Rys. 6. Dystrybuanta procesu D/t/

A zatem wartos¢ oczekiwana integralnego procesu awarii E |j/t/} rowng
Jjest wartosci oczekiwanej sumy N/t/ niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym rozkdadzie.

Wariancja integralnego procesu awarii 02{j/t/} rowna jest:

~ {j/t/}y - E {j/t/;- E [/t 2 - E{J2/t/} - E2{j/t/}= c~ 1tj} -
{i/t/} {J_N/ ; [3/t/1% { } {i7t/}= el it
- 2f 2  *_j 712/
{ 3 3

Przykkadowo, jezeli rozktady czaséw trwania pracy i odnowy ag wykkad-
nicze o parametrach, odpowiednio, \ oraz jl , to warto$¢ oczekiwana integra-
Inego procesu awarii dana jest wzorem:

E {J/v} -
natomiast wariancja:
62 {j/t/}= 7~

Jezeli t jest duze, to wzor /8/ jest niewygodny do obliczen.

Warto zatem zauwazy¢, ze rozktad D/t/ jest asymptotycznie normalny i zale-

zy tylko od dwoch pierwszych monentow rozkkadow F/x/ oraz G/x/, a miano-
wicie:
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«lim

§i—o* - )i Ix/ 713/

gdzie:
a- IR BiaftA _JI~* 714/
T— « - "ﬂ)
B .. /Ta6p/S"Tpg¥2,, /15/
po y.

0/ tl - dystrybuanta standaryzowanego rozk¥adu normalnego.

Wyznacaay obecnie wartos¢ oczekiwang procesu D/t/ oraz jego wariancje
Wychodzac wprost z okreslenia 1 mamy:

E {D/t/j - E{TUL -Y/X/| - t - / E /x/] dx /16/
Warto zauwazy¢, ze t

ElyWt| -ppVv/ -1l -1-F// +/ Jj -F/tx/JdH /x/ /17/
gdzie: 0

Tt g1 *f{<<*}-£
i jest to tzw. wspékczynnik gotowosci obiektu.
Wiadomo, ze dla duzych t wartos¢ oczekiwana procesu odnowy o skon-
czonym czasie odnowy staje sie niezalezna od t 1 wynosi "p/Tat+Tp/.
A zatem dla duzych t:

! T T
E IDA/I="t - "B+Tp- t “ igHip t

co jest zgodne z tym, co wyrazaja wzory /13/ i /W.
Obraz graficzny wartosci oczekiwanej procesu D/t/ jest przedstawiony
na rys.7.

Rys. 7. Wartos¢ oczekiwana procesu D/t/

Wyznaczmy z kolei wariancje procesu D/t/.
Z rownania /4/ wynika, ze

62{d /t/} » 62{a /t/} 718/
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Wyznaczmy zatem wariancje procesu A/t/

Mamy:
62 {A/t/} . E {A2/t/] - EXA/U/}
1 datej: t t '
E2{V/} - e2{/y/«/ <} - U elys~} ax 2 719/
tt N t-t
E{A2/t/} - A[/ ¥/x/ AX1Y= e{ /7 yIx/ yIy/ dx &y} —/ / E~Ix/Y/y/Sydxdy
0 00 00

labozy T ze y>x. Z definicji many:

e{y/x/ YIy/}= p{v/x/ =1, Y/y/=1} - p{Y/y/-1 WY/X/=1} _e{ Y/x/}
ale:
ELY/Y/ -111 /X =1}y=ef Y/y-X/}

ty
E{A/UY} - 2/(/ E{YIY-*/}e{y /x/} dx)dy 720/
00

Wigzac /18fF /19 oraz /10/ otrzymujemy:
"ty t
62{D/t/} = 2/ (/ E-iyly=/e{¥/x/{dx)dy -c/ e{y/x/} dx] 2 [2\

A zatem wzor /21/ okresla wariancje procesu D/t/.
W przypadku gdy rozkkady czasow trwania pracy i odnowy sa wykdadnicze o pa-
rametrach odpowiednio X oraz p , to wartos¢ oczekiwana procesu D/t/ dana
Jjest wzorem:

ew - X"r-a - 3 tiyA/t/ «=/
natomiast wariancja procesu D/t/

62{D/t/} =2(vT™r Rt-/71 -e-"JI"Z/Mly- ¢ t/]

{+e-/"[e-/"/t .2 /X+H/K/G} 123/

Aproksymacja dystrybuanty sumarycznego czasu przebywania obiektu w
stanie niezdatnosci

Zaprezentowany wzor /9/ nawet w jednym z najprostszych przypadkow pra-
ktycznych, tj. gdy rozklady czaséw trwania standw pracy i odnowy sg wykdad-
nicze, okazuje sie dos¢ kdopotliwy w obliczeniach.

Sprobujmy zatem znalez¢ taki rozkdad, ktorego* tablice sg ogllnie dostepne
i ktory by dobrze przyblizyt interesujaca nas funkcje rozkkadu P D/t/ Xx .
Zauwazamy ze:
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- dla X<0 P {orv< x) - 0,

-dla x>t PAD//< xj =1,

-dla x - O obserwujemy skok funkcji P {D/t/<x |« 1-F/t/, albowiem
odpowiada to prawdopodobienstwu nie wystgpienia odnowy.

A zatem cakla masa prawdopodobienstwa zawarta jest w przedziale /0,t/.
Jezeli rozwazymy wiec zmienng losowg D/t/ t, wowczas okaze sie, ze zmienna
ta jest zmienng znormalizowang, gdyz cato$¢ masy prawdopodobienstwa miesci
sie w przedziale /0,1/.

Okreslamy funkcje dystrybuanty:

0 dlax<0,
1-F/t/ dlax » 0O,

e/ 1-F/t/[i-K/t,x/] dla 0<x<1,
1 dlax>1

gdzie:
K/t,x/ jest dystrybuantg warunkowg, okreslang wzorem:

K /t,x/ - P | D/ < x DI/ > 0j 725/

przy czym w warunkach D/t/ > 0 oznacza, zeco najmniej; jedna awariapoja-
wida sie w czasie /0,t/.

Przy tak zdefiniowanej funkcji rozk#adu problem aproksymacji sprowadza
sie do znalezienia takiej funkcji zmiennej losowej, ktdéra jest ciggla w
przedziale 70,1/, ma wartos¢ oczekiwang fodwg:

Ejo/t/t] - EJD/Y/} /t F/Y/ /26/
oraz wariancje:
02 _{//t—_ e2toi -e2(DM = /21/
© }_Y* i t2FHY t£ r/t/

Ponadto, jezeli t— »0, wowczas F/t/— 1 - awiec K/t,x/—-3/t,x/,co o0znacza
ze dla duzych t Tfunkcja aproksymujaca powinna by¢ asymptotycznie normalna.

Zmienng losowa, ktdéra odpowiada powyzszym wymaganiom, jest zmienna lo-
sowa o0 rozktadzie beta:

m - f/Jrdu * /1 -0 e 181
0< x< 1, a>0, b> 0

Wiedzac, ze wartos¢ oczekiwana

oraz wariancja

62 l){\ P — /30/
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i uwzgledniajac 726/ oraz /27/ otrzymujemy, iz onteresujacy nas rozkdad
Jest rozk¥adem beta /28/ o parametrach:

a , S Dpyt//tjrs2 Ap/t//1] - E2 JP/t/} /31/
0 D/ 1 J © Y
1-E DU/ T
b« *S p/t?7V}3§ 2/

Podobnie mozna aproksymowa¢ funkcje dystrybuanty P fA/t/ < x®, defi-
niujac rozkdad:

0 dla x<O0,

N7 dla x-0.
WX/ - 3Bses + [i-F//] Z/t,x/  dla 0ox<d,

1 dla x>1

gdzie: zZ/t,x/ =P JA/t//t<x |A// > 0N
0. Zastosowanie

Kazdy obiekt techniczny powinien spelniaé¢ okreslone wymagania. Jezeli
np. przyjmiemy, ze obiekt ma wykonywa¢ prace Q w Jednostce czasu ¢-t i
podlega procesowi odnowy o skonczonym czasie odnowy, bo mozemy okreslié
takg funkcje S/t,Q/, ktora bedzie wyrazaka strate, Jaka ponosi sie w danym
czasie t eksploatacji obiektu z powodu Jego awaryjnosci. Funkcja ta moze
by¢ np. postaci:
/e, -a . /I /3V

Jezeli tylko sposob zwglednie warunki eksploatacjiobiektu nie bedg
ulegaly istotnym zmianom, to funkcje postaci /73V, ktorg nazwiemy funkcja
sumarycznej straty, mozna oblicza¢ ze wzoru:

s/t,/ - U E f/DU/} /35/
Przecietny blad tego oszacowania bedzie oczywiscie Q . D/t/ . Poniewaz
funkcja /3A/ Jest funkcja losowg, dlatego tez, procz informacji phynacej
z jej oszacowania wzorem /35/, mozemy podaC przedziak ufnosci, ktéry z za-
4ozonym a priori prawndobodobienstwem 1 — k pokryje rzeczywista wartosé
S/t,Q/, a mianowicie:

P{C «* " Ix-M1 /a3®b/< S/t,/<Q .t . Ixxy /a, b/}=1 —cc /36/

gdzie: a, b okreslone odpowiednio wzorami /31/, /32/,

Ix/a»°/ - dystrybuanta rozkkadu beta; tzw. niekompletna funkcja
beta,

M1, K, - odpowiednio dolna i gdrma granica przedziatu ufnosci dla
/t// t
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Nonpgram do wyznaczania wartosci niekompletnej funkcji beta przedsta-
wiony jest w zbiorze tablic [BJ . Istnieja takze specjalne tablice, z kto-
rych bezposrednio mozna odczyta¢ wartosci niekompletnej funkcji beta £t}

W przypadku, gdy nie dysponujemy ani tablicami ani nomogramem, wéwczas
mozna skorzysta¢ z tego, ze rozkkad beta ma powigzanie z wieloma innymi
rozkkadami, np. rozkkadem t Studenta, rozkkadem z Fishera, F Snedecora
czy rozk¥adem dwmumianowym: wyznaczy¢ granice przedziaktu ufnosci dla znorma-
lizowvanej zmiennej losowej D/t/ t w oparciu o wartosci krytyczne zaczerpnie-
te z wyzej wymienionych rozkdadow.

Przyk¥adowo:
- jezeli /a,b/ jest kwantylem rzedu ac rozkdadu beta, a F, /2a, 2b/ jest
wartoscig krytyczna rozkkadu F Snedecora to: *

Re /2a,2b/ = B . L Tcqahs

lub
- jezeli przez B /b-1; atb-1,1-x/ oznaczymy dystrybuante rozk#adu dwumia-
nowego to:
I"/a.b/ = B/b-1; atb-1,1-x/

Dla duzych wartosci t przedziat ufnosci dla funkcji losowej /3A/ znacznie
sie upraszcza, albowiem biorgc pod uwage wzoér /25/ mamy:

PlQ E {D/t/} - Ug Q 6{D/t/J< S/t,Q/<Q E {D/t/} + u™. Q6{D/t/}}-1-eC
/31/
gdzie:

- kwantyl rzedu ec standaryzowanego rozk#adu normalnego N/0,1/.
Dalszym przyblizeniem modelu /3/ do "'rzeczywistosci* bykoby np. przy-
jecie, ze Q = /t/, E{Q/V/} = Q/t/ = const, {Q/t/}<00i rozpatrzenie
S/t,Q/ jako E {Q// D/t/y .
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AHAJIH3 HHIPHTOOTOCTH OFHEKTA B HPOipiCCE BOCTAHOBUEHHH C KOHEHHHIC
HPEUEHEHM BOCTAHOBIIEHHT

Peanss

B ciaike paccHSTpHBaeTca aajms HenpnroflHoeTH ofiteKTa, KOTopaid noiBep-
raeTca b nponecce akCiuiyaTapmi BOCTaHOBJieHino C KOHevHHM BpeMeHeM; BocTaHOB-
jieSZS, KenpHrofIHOCTB oCieKia xapaKTepn3yeTca figMA BeposTHocTHHMH npoi sec-
calzS cyKMapHHM speMeneH npeOnsasKa ofii>eKia b coctoshhh Henpuro™hocth h
hhterpaJiBHLIM nponeccoii aBapnfi. OnpeaeaeHH pelJi03seHH sthx nponeccoB,HX
OkHflaewHe BejnraHHH h FlHonepcHH. HecJie™oBano anpoKcemiagH» cyMMapHoro pa3-
Z0SeHHH npOFIOZKZTeZLHOCTE I1TpeGHEaHHH oGteKTa B HenparOfIHOM COCTOHHHH pa3-
zoaeHHeM Gera; npHBOFlzica npzMep prcojiE30BaHH bhehhhx 3aBHCHVOcsefi
zza npakKTngecKoro npsmeHeHHS.

THE ANALYSIS OF THE OBJECT™ S UNSERVICIBILITY IN THE PROCESS OF RENEWAL,
CONSIDERING THE FINITE RENEWAL DURATION.

Summary

The paper presents the performed analysis of the object®s unservici-
bility, which underdeos the process of renewal, with the finite renewal
time, iIn the process of its expoitation. The objects unservicibility was
characterized by two random processes: the global time of the object"s
unservicibility, and the integral process of breakdwon. The distribution
of these processes was found, as well as the expected values and variances.
The approximation of the global distribution of unservicibility time was
given, using the betha distribution, as well as the example of utilization
of the derived relations for practical usage.



