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CZESLAW WOZNIAK
O,ANIZOMETRYCZNYCH PRZEKSZTALCENIACH PRZESTRZENI

Praca jest proba zastosowania elementow teorii grup do
opisu i badania odksztatcen skonczonych. Zamiast stosowane-
go na ogo6t w literaturze (por. fil, s.243) przeksztatcenia
punktowo - punktowego przestrzeni, rozpatrywano przeksztat-
cenia tensora metrycznego w ustalonym uktadzie wspo6trzednych.
Zbidr takich przeksztatcen tworzy grupe, ktdrg nazwano grupg
anizometryczng. Odksztatcenia przestrzeni badano w przypadku
szczegdlnym, gdy reprezentacje tej grupy mozna zredukowac¢ do
reprezentacji jedno\vymiarov/ych. Zagadnienie rozpatrywano jako
niezalezne od czasu.

1. Zatozny, ze dana jest n - wymiarowa (0<n><3) rozmai-
tos¢ elementarna drugiego rzedu ([2], s.278). Niech g i G
oznacza okresSlone na tej rozmaitos$ci, dwa rézne tensory me-

-1-1
tryczne 'kowariantne), g i G tensory do nich odwrotne
(kontrawariantne). Zachodzg zwiagzKki

-1

g.g =1 (1,1)
-1 .

G. G =1 (1.2)

w ktorych 1 .Jest afinorem jednostkowym. Przyjmiemy, ze ten-
sory g ig okres$laja metryke przestrzeni nieodksztatco-

nej £(lub jej czeSci), tensory G i G- metryke ciata
odksztatconego B.

Dla rozmaitosci tréjwymiarowej za“dopuszczalng przyjmiemy
jedynie metryke euklidesowg (tak w 3 jak i wB), dla roz-
maitosci dwuwymiarowych dopuszcza¢ bedziemy réwniez metryKki
riemanowskie.

x' dziatania na afinorach oznaczono jak w [5].
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Zatlozmy nastepnie, ze tensor G mozna otrzymaé przez
przeksztatcenie kongruentne t tensora g przy pomocy nie-
osobliwego afinora C:

G-C.g . C =1(9) (1.3)

Afinor C jest afinorem mieszanym o W alencji (1,1), C' jest
jego izomerem ([3j,s+r«75)e Oznaczajac przez (T afinor od-

~1

wrotny do C (tj. spetniajacy warunek C < C = 1), otrzyma-
my z (1.3)oprzeksztatcenie odwrotne (odpowiadajgce przejsciu
z E do E)

g= ¢l.G.clm (G). (1.4)

Podobienstwo w budowie relacji (1.3) i (1.4) jest zgodne

z zasadg dualnos$ci, podobnie jak to ma miejsce przy punkto-

wo - punktowych przeksztatceniach przestrzeni [1] (s.242).
Korzystajagc z (1.1i 2 (1.2), tatwo uzyskaé¢ z (1.3) i

z '1.4) przeksztatcenie proste i odwrotne, Wwyrazone przy po-

mocy kohtrawar ‘uatnych tensoréw metrycznych:

Gc=(C.g.c) “=C1.g*. C1 (1.5)
gl=(C*. G. C*)"1=c¢'. G1. C (1 »6;
2. Przyjmujemy, ze>afinor C powstat przez kolejne na-

suniecie (transwekcje) n nieosobliwych afinoréw o Walen-
cji (1,1)

C=C.C~A....Q.Ce £«

Podstawiajgc prawg strene (2.1) do (1.3), otrzymamy
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Jynika stad, ze G mozna otrzymaé¢ z g przez n kolejnych

G= t ... 1(9) (2.3)

Dla kazdych trzech przeksztatcen zachodzi zwigzek
| (K. >.u).
Przeksztatceniem jednostkowym ? nazv/iemy przeksztatcenie
tozsamosciowe (izometryczne): ~ X ="/
w0 v Wl o~ "7 de-

Zbiér wszystkich mozliwych przeksztatcen t speiniajgcych
powyzsze warunki, tworzy wiec nieskonczong grupe przeksztat-
cen metryki przestrzeni s.11). Nazwiemy ja grupa anizo-
metiyczna (zmieniajacg metryke przestrzeni).

3. Grupa anizonetryczna stanowi odwzorowanie homomorficzne
grupy afinoréow nieosobliwych C o walencji (1.1) z nasuwa-
niem jako dziataniem grupowym. Przeksztatceniu jednostkowemu
N odpowiada afinor ortogonalny , przeksztatceniu odwrotnemu
odpowiada afinor odwrotny. Dla kazdego uktadu wspdtrzednych
otrzymamy pewien zbidér macierzy C tych afinorow. Zbiory
te przyjmiemy za n - wymiarowe (0<n<3) reprezentacje Ii-
niowe grupy afinoréw C. Reprezentacje te sga réwnowazne,
gdyz przechodzac z uktadu wspdirzednych do nowego uktadu
wspOtrzednych (£a), otrzymujemy.

C,-A.C.A (3.1)

G2

i\]. dla g=1 okreSlony macierzg ortogonalng [5] ,5.841
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otrzymujemy reprezentacje sprzezong. Z porownania (1.3)

i (1.5) (a takze (1.4) i (1.6)) wynika, ze jest to jedno-
cze$nie reprezentacja grupy przeksztatcen kontrawariantnych
tensorow metrycznych.

4. W dalszym ciggu ograniczymy sie do przypadku, dla kté
rego reprezentacja grupy afinoréw C redukuje sie do repre-
zentacji jednowymiarowych (nieprzywiedlnych). Istnieje wtedy
uktad wspoOtrzednych, w ktéorym macierze C sa diagonalneX/s

cC= 0 Kf J o, o0<~aj (4.1)

'Przeksztatcenia przestrzeni charakteryzowane takg podgrupg
nazwiemy przeksztatceniami diagonalnymi. Dowolne przeksztat-
cenie diagonalne metryki przestrzeni, zgodnie z (1.3), (1.5)
i (4.1), mozna przedstawié¢ w postaci

@B * Afr) X{p,)Sxp A (4.2)

A= (\cc) A(B)r1 & («’P = (4.3)

Przeksztatcenia diagonalne tworzg oczywiscie grupy abelowe®

Niech 073 oznacza kat pomiedzy liniami wspoOtrzednych
w B, fap - kat pomiedzy liniami wspotrzednych w B. Korzy-
stajgc z (4.2), otrzymamy

GrrA Hr) A(0)Soca

X Tzw. wspoOtrzedne izostatyczne afinora C (por.(5] s.847-
850). Wdalszym ciggu wszystkie wzory bedg pisane dla n«0.
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Z (4.4) wynika, ze grupe przeksztatcen diagonalnych mozna
zdefiniowa¢ jako grupe przeksztatcen nie zmieniajgcych ka-
tow pomiedzy liniami przyjetego ukiadu wspotrzednych.

Jezeli d jest ditugoscig elementu liniowego wzdtuz
linii wspotrzednych w B a dlI/ \ diugoscig tego elementu
w B, to v

d lfcc) “ Alccar ddam ~a) (nie sumowac!). (4,5)

Wielkos¢ ~,aN, stanowi wiec wydtuzenie elementu liniowego
linii wspétrzednej

A .« (46)
(*> d '(cc)
. . . f 0
Pomiedzy wyznacznikami tensorow metrycznych w B i B
przy przeksztatceniu diagonalnym zachodzi zwigzek
defc Go/3= (\I) ~(2) 4(3) det (4.7)

Zgodnie z (4.7/ otrzymamy na element objetoSciowy dV ciata
B wyrazenie

dV = ~det (4pdf,'d|?dE3 = A,~ ~(;) A(3) det d£,2d43.
(4.8)

0
Oznaczajac przez dv element objetosciowy cia.ta B , z

@ 8) wynika relacja

Al A@2) ~(3) = dT "4 *9)

Warunek odksztatcenia rbwnooojetoSciowego przyjmuje postac
A\ A> A\ — 0
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Oznaczajgc przez d S/~ element powierzchni 4** const.
ciata B a przez dS/*s -takiz element ciata B, otrzymamy
z zaleznosci ([6], s.20j

ds(cf)=N G<rirdet G" d~= xffi) xfr}~g<rOCdet d& W (4.io0)

(oc#/3+y+a), nastepujgce wyrazenie na zmiane elementu po-
wierzchni £*= const wskutek odksztatcenia:

d snrl
X(y) = &S rt (cc* [i * y *oc), (4.11)

\%

Gtdwnymi niezmiennikami afinora C (por. [5 , 5.832-834)
5§

11 = X(1) +X(2) + X@3)

12 = A,-.) 1 (2) + vV 2)V j) + \ (3) X (1) (4el12)

3~ X(1) M2 X(E3)*

Zaleznoséci (4.6), (4.9) i (4.11)™ daja prosta interpreta-
cje geometryczng tych niezmiennikow.

Na zakonczenie,zwro¢my uwage na trzy przypadki szczego6lne
odksztatcenia diagonalnego:

a) Gdy wspoétrzedne izostatyczne tworzg uktad ortogonal-
ny (&ep= 0 dla <r+0), to \(”s, \ (2), V'3) sag wydtuzenia-

mi gtownymi. | | %
0) kazda z funkcja. Xfll* xc2\* X73) i unicka
tyitco jednej zmiennej, przy 6zEm - Y

1
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to mamy do czynienia z rozciggnieciem ($ciSnieciem) prze-
strzeni wzdtuz linii wspo6trzednych.

c) Gdy = Xf2\ = = X w kazdym punkcie rozpa-
trywanej czes$ci przestrzeni, tj.

G= Mg, (4.14)

zachodzi odwzorowanie konforemne B na B (odksztatcenie
to nie zmienia katéw pomiedzy dowolnie przyjety-
mi kierunkami). Zagadnienie to rozpatrzono w [2] (s.510-521)
w odniesieniu do dowolnej przestrzeni Riemanna.

5. Jako przyktad zastosowania wytozonej teorii, rozpatrz-
my beznaprezeniowy stan odksztatcenia powtoki cienkos$cien-
nej, znajdujgcej sie w dwuwymiarowym polu temperatury. Skta-
dowe tensoréw metrycznych G ig przyjmiemy w znanej
postaci f [0], s.377) wskazniki oznaczone literami alfabetu
greckiego przebiegajg cigg 1,2 - alfabetu tacinskiego ciag
1,2,3)*

Goc(i

a3 + 2bo + QO3 A A3 % @3 = °* °33 = A
(5.1)

¢00(3

~CC(3+ 2 + °X3”"’e3 * @gOf3 = °’ s33 " AN *

Symbolami a,b,c oznaczono kolejno pierwszy, drugi i trze-
ci tensor podstawowy powierzchni Srodkowej powtoki,0 jest
gruboscig powtoki, - odlegtoscig dowolnego punktu powto-
ki od jej powierzchni $rodkowej. Ponadto wskaznikg"O” ozna-
cza wielko$ci zwigzane z powitokgnieodksztatcong B.

Stan odksztatcenia powtoki rozpatrzymy jako rezultat zto-
zenia dwoch przeksztatcen anizometrycznych; przeksztatcenia
powtoki.,, i na tarcze o tej samej grubos$ci i tensorze metry-
cznym G o skiadowych

1 1 1
2
Gaf3= a3 » Goc3 =° G33 " AN ©-2)
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oraz przeksztatcenia tej tarcz/ na powloke odksztatcong B.
Pierwsze przeksztatcenie ma postac

cel3 = <*£ gry A5.3)

1
przy czym sktaaov/ie C po zlinearyzowaniu przedstawia wzor

I* -4f - < - 2C«> K (5-4)
w ktorym Il jest krzywizng Srednig powierzchni Srodkowej
powtoki nieodksztatconej, uogolnionym symbolem Cconec-
Icera ([6], s.12)- A

MV drugim przeksztatceniu

Y e =0v> =33 m°3'3 =33 (5-5)

2
sktadowe afinora < wynoszg

4N = AF +i A**3 '5 1)

2 zaleznos$ci (5.4)¢ (5.6) otrzymujemy po zlinearyzowaniu
sktadowe afinora reprezentujgcego omawiane odksztatcenie

1 2
C*Ch A* + (1£ A«Cj3 - 22£ 8+ A*EHh*) S -

c *3 Sk # (5 ,7)

Zaldézmy teraz, ze kierunki parametryzacji powtoki sg orto«
gonalne i pokrywajg sie z gtownymi kierunkami jej anizotro-
pii termicznej. Ze zwigzkow

6 -
dirj =e 1 dl (nie sumowacd!), ¢k =la.?(£..,|") (5.9)
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Vv ktérych k. sg wspdiczynnikami rozszerzalnos$ci termicznej
(tj. gtownymi wartosciami tensora rozszerzalno$ci termicznej)
a T(4,,4p) jest polem temperatury, otrzymamy relacje

26,
= i A1 - *
Gl'l' e X &n Cnie sumowacl;, (5*9)
7/ynika stad, ze C.I = e dla i =j. Poniewaz ponadto
cil =0 dla i +]j Xlzachodzq zwigzki
a1l ("~ -"¢c;3*b*a-1-1;1la;1 - N
AFf + ONANC*3+ h2A*2C*3 b2A f - b2A;1; <?®3-0

(5.10)

A*1 + (bAC *3+b2A*1C*3 bU*1 - V2 A*2)«?203 = 0

AS% + (b3A1%C3 + 2ASPCH]

pociggajac za sobg ponizsze warunki

r 6
0]
(5.11)
op 2 12 %
bt = bh e &, ve G 12)
2 = 26
g B2+ o9
b1 © v ° "o
- (5.13)
2 Vo8 92 62
1 ¢ * D1
d dla Cprzy i* j istnieje bowiem zmiana wielkosci

kata pomiedzy liniami wspdtrzednych, co przy zatozonej
parametryzacji nie moze zachodzié.
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Relacje (5.13) dla 6 + 09 sag spetnione tylko gdy b7"2 =
* b2 = 0.
Ze zwigzkéw (5.11) - (5.13) wynikajg ponizsze wnioskis

1. Beznaprezeniowy stan termiczny w powitoce nie izotropo-
wej moze zachodzi¢ tylko wtedy, gdy kierunki gtowne anizo-
tropii termicznej pokrywaja sie z liniami krzywiznowymi po-
wierzchni $rodkowej powtoki,

2. Linie krzywiznowe powierzchni Srodkowej powtloki nie-
odksztatconej przechodzg w linio krzywiznowe powierzchni
Srodkowej powtoki odksztatconej.

3. lloczyn krzywizny gtéwnej powierzchni $rodkowej powto-
ki i jej grubos$ci jest niezmiennikiem odksztatcenia termiczne-

go:

Shl = Ib~, «Jb.2 = Sh22 (5.14)

4. Zmiana geometrii zewnetrznej powierzchni srodkowej
powtoki zalezy tylko od rozszerzalno$ci termicznej w kierun-
ku prostopadtym do tej powierzchni.

Doktadnej analizie tego zagadnienia zostanie poswiecone
odrebne opracowanie,
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O AHM3OMETPMHECKMX UPEOEPA30BAHP1HX
IIPOCTPAHCTBA

KpaTKoe co epjkahme

PadoTa HBjineTCH npo6old npmvieHeHiiH 3JieMeHTOB Teopnn pe-
npe3eHTau,MM rpynn npw orMcaHHM m MCCJieAOBaHjm KOHeHHbrx
AecljopiviaiijMM. BMecTO o0Sbihho ynoTpeSjineMoro b jmTepaxype
npeo6pa30BaHHH npocTpaHCTBa paccMOTpeHO npeo6pa30BaHna

MeTpMnecKoro Ten3opa b onpeflejieHHoii CMCTeMe KoopfIMHaT.
CKonjieHiie t3kmXx npeo6pa30BaHMii o6pa3yeT rpynny, koto-
pyio Ha3BaHO aHM30MeTpMHecKoii rpynnoii. /(ec|[DopMapMio npo-

CTpaHCTBa MCClJiefloOBaHO b TaKOM MCKjnoHMTejiBHOM cjiyaae, Kor~a
penpe3eHTau;Hio stom rpynnti mojkho coKpaTMTbh a0 penpe3eHTai"MM
OAHoro H3MepeHMH. Bonpoc Stot paccMOTpeH KaK He3aBMCMMbit ot

BpeMeHM.

ABOUT ANIZOMETRIC SPACE TRANSFORMATIONS
Summary

This paper aims at the application of elements of group representa-
tion theory to the description and examination of finite deformations.
Instead of applied up till now in literature space transformation, the
metric tensor transformations in the established system of co-ordinates
were being considered. A set of such transformations forms a group,
which was called anizometric group. The deformations were examined
in a particular case, when the representation of this group could be re-
duced to the undimensional representation. The problem was considered

as independent on time.



