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1, Wstep

Kazde podtoze, a podtoze gruntowe w szczegolnosci nie
jest ciatem doskonale sprezystym, lecz stanowi osrodek o
roznych wlasnosciach i1 stad tez zachodzace w nim procesy
fizyczno-mechaniczne moga byC przez podstawowe réownanie
teorii sprezystosci opisane tylko w przyblizeniu.
Przyjmujac pewien uproszczony, jednakze w miare zblizajacy
sie do rzeczywistego osrodka, model fizykalny ciala, wyod-
rebniamy zawsze jego najwazniejsze i decydujgce o zachowa-
niu sie osrodka cechy, nie uwzgledniamy zas cech majacych
mniejszy wohyw.

Te ograniczajace przyjecia robimy po to, by skomplikowany
proces w zdozonym osSrodku moc analizowa¢ matematycznie mo-
zliwie przy pomocy niezdozonego aparatu, a sam wynik by by
przedstawiony w formie zamknietej 1 prostej, jako najbar-
dziej uzytecznej dla celdw praktycznych. Otrzymane wyniki
powinny nam daC¢ dane o zjawiskach zachodzacych w interesu-
Jacym nas osrodku.

2. Charakterystyka dynamiczna poddoza
2.1. Model fizykalny poddoza

Jedng ze swoistych wdasnosci gruntow, majaca istotne
znaczenie dla mechaniki podtoza grantowego, jest ich roz-
drobnienie tj., ze nie nalezg one do kategorii Scisle osrod-
kéw ciaghkych, lecz do ciat utworzonych z poszczegoélnych sta-
dych czastek, nie powigzanych pomiedzy sobg lub powigzanych
tak, ze sidy wigzace sg wielokrotnie mniejsze anizeli wy-
trzymadosd materiatu skdadowego samych czastek.

V/ czasie drgan poszczegolne czgstki podtoza doznajag nie
tylko przemieszczen sprezystych, lecz rowniez zostaja przesu-
niete wzgledem siebie. To przesuniecie czastek “wzgledem sie-
bie jest szczegbélng cechg charakterystyczng gruntéw jako

ciat rozdrobnionych 1 niedoskonale sprezystych.
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Podczas gdy przemieszczenie sprezyste zachodzi bez straty
energii, to juz przesuniecie wzgledem siebie czastek, czy-
li przesuniecie niesprezyste powoduje nieodwracalne zuzycie
energii.
Wrasciwos¢ pochHlaniania energii w trakcie odksztadcania cia-
4a stalego zwigzana z jego niedoskonadoscig sprezystg jest
w literaturze technicznej opisywana przy pomocy analizy réz-
nych cech niesprezystych wystepujacych w danym osrodku. Ma-
my tu przede wszystkim takie pojecie jak: tarcie wewnetrzne,
opor lepkosci, lepkoS¢ dynamiczna, histereza sprezysta,
thumienie 1 Inne'™" <
wymienione cechy wystepuja w roznych osrodkach w réznym
stopniu, lecz mozna je wszystkie ujgc wspolnym terminem
Jako niesprezyste.

Poniewaz zjawiska zachodzace w przyrodzie nie wystepuja
w sposob odizolowanys lecz sg sScisle ze soba pokgczone i
nawzajem na siebie oddzialywuja, dlatego tez dla okreslenia
wlasciwosci pochdaniania energil sprezystej przez podloze,
nalezy przyjac interpretacje mozliwie niezanezajaca istoty
procesu.
Zgodnie z tym przyjeto w tej pracy model poddoza posiadaja-
cy cechy sprezyste 1 niesprezyste.
Niesprezysta cheu-dherystyke podtoza opisano przez nie-
sprezysty op”r wewnetrzny bedqcy sidg hamujaca proces drgan
i proporcjonalng; do naprezen w ich bezwzglednej wartosci.
W procesie falowym sidy niesprezystego oporu wewnetrznego
zmieniajg skierowanie wraz z osiggnieciem maksymalnego wy-
chylenia, to jest co pot dhugosci fali. Zatem postac¢ wyste-
pujacych w czasie drgan osrodka sit niesprezystych bedzie
w analogii do tarcia Coulomba:

N=+F|P]

gdzie:
T - wspdlczynnik niesprezystego oporu wewnetrznego,
P - sida oddziakwali osrodka.

X)Przeglatd analizy teoretycznej najbardziej popularnych mo-

deli ciala stalego zawierajg np. prace: Kolsky ego (]
Kaliskiego [2], Ewinga i in. [3]=
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2*2_. Rownania rownowagi dynamiczrne.i poddoza

Vi mechanice osrodkéw cicCighych jednym z podstawowych
obiektow analizy jest elementarny rownoleglosScian. Ponie-
waz interesujgce nas zagadnienie dotyczy osrodka sprezyste-
go o dodatkowej charakterystyce niesprezystej, dlatego tez
postuzymy sie 1 tu nim» Wyodrebnijmy zatem wewnatrz obcig-
zonego osrodka element objetosci w postaci prostopaddoscia-
nu (rys.2-1), ktorego krawedzie przebiegajg rownolegle do
prostokgtnego ukdadu osi wspétrzednych x, y, z.

Wartosci naprezen wystepujacych na Scianach tego prosto-
padtoscianu sg funkcjg zmiennych X, y, z okreslajacych
jego potozenie.



46 Jozef Sliwa

Na sciane ABCD oraz A S C D przypadaja sity

o, tfdYdy & Q.2)

d<

i@ fy o dx i U)dcdy dz @.¥
bypadkowa sumy na oS x sit pochodzacych od naprezen
normalnych bedzie

bcr bty Oo®

«dfF + FstlH) N Iy m-»r “ @4
Rzuty na oS x sit ze scian AA DD 1 BE CC dajg wy-
Padkovw/a

0

vt A oo . Y av ©.5y

i CD c"i/ bedzie

b*C, yz: b%
f—) dxdy dz=—- gV 2.5

- 1
bz 9z 9z

Teraz mozemy napisaC pierwsze z rovman rownowagi dynamicznej

zas ze scian AB a"b*

elementarmej brydy
ber* br*® bt"
2L+ S+ g2-
9x 9y ba bt

Dwa pozostade rownania rownowagi dynamicznej bedaj
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W rownaniach tych oznaczono:

u, v, V - skfadowe przemieszczenia elementu w kierunku
odpowiednio osi X,Y,Zj
Q - gestos¢ osrodka,
X, Y., Z - rzut sidy masonej odpowiednio na oS X,y,Z;
t - czas.

Wprowadzimy teraz do analizy zagadnienia stale lamego zwigza-
ne z modudem sprezystosci podtuznej - E, z modudem sprezysto-
Sci poprzecznej G 1 wspodczynnikiem Poissona materiatu osrod-
ka V zwigzkami:

(2.8)
an) a-2a)

2.9

Dalej piszac rownania Cauchy"e@io dla odksztakcen:
Q eee O ¢eeQ é .10)

dv du
<y " 9x + 3y *
Odpowiednie naprezenia mozna zapisaC w postaci:

=L6+2ME ¢ .12)

oraz T =M £

€-13)
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gdzie oksztakcenie objetosciowe

+

dx * oy dz <2.14)

Wprowadzajgc nastepnie operator harmoniczny Leplacefe.

2 d326’l ckd vc )
Ve = |1 Of% CéE 2.15;

dlaot =u,v w

mozna rownanie (@ .7) przeksztadkci¢ i1 doprowadzi¢ do ukdadu
podstawowych réwnan wyrazajacych rownowage dynsmiczng osrodka
tj. do postaci rownan Lamego, a mianowicie nie uwzglednia-
Jjac tu si+ masowych otrzymamy:

QD) °¢ L mM7utF J!Tt_ M..2 3 9 Oof;

B +M72vE FI(HD -4 7 + MV2 V= 0 0.16)
0t2

222+ mwal
oz My -V

3. Fale sprezyste w podtozu

Rozwazmy teraz zagadnienie fal rozprzestrzeniajacych sie
w osSrodku o opisanej charakterystyce.
Zgodnie z dynamiczng teorig sprezystosci w osrodku nieogra-
niczonym rozchodzg sie od zrodda zaburzenia dwa rodzaje
fal: fale podhuzne 1 fale poprzeczne.
Fale te rozchodza sie z roznymi predkosciami. Gdy drgania
czastek osrouka i rozchodzenie sie fal zachodzi wzdhuz tej
sarej prostej to fale taka nazywamy falg podluzna, Fale
te charakteryzujg sie tym, ze przy ich prze;scuu wystepuja
w osrodku fazy Sciskania i rozciggania (rys.3-l1a).
\7 czasie tego procesu czasteczki osrodka nie doznajg jednak

obrotu.
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Jesli zas wychylenia czgstek osrodka sa prostopadte do
kierunku rozchodzenia sie drgan, to fale takg nazywa sie

falg poprzeczna«

Pale poprzeczne wywotujg katy
odksztatcenia postaciowego
i obroty, nie powodujac Sciska-
nia 1 rozciggania (rys.3-1b).
Gdy zas osrodek bedzie ogra-
niczony, a w szczegolnosci
bedzie podprzestrzenig, to
wtedy wystapig rowniez fale

a) = 1=t i el specjalnego rodzaju zwigzane
z powierzchnig tzw* fale po-
wierzchniowe .

Najwieksze znaczenie dla
praktyki inzynierskiej przed-
stawiajg dwa rodzaje fal po-
wierzdaniowych«

Pierwsze - to fale Rayleigha,
.............. ktorych skfadowe wychylenia
ty o= oo 1o* osemmef lezg w plaszczyznie prostopa-
dlej do powierzchni granicznej
péiprzestrzeni«
Drugi typ fal powierzchniowych
- to fale Love a. Pale Love a
wystepujg przy uwarstwieniu
pétprzestrzeni®

Rys>3.1«

3.1. Fale podtuzne

Korzystajac z rownan (2.16) i oznaczajac wzgledne odksztat-
cenia objetosciowe przez 6 oraz

d2e . \% 2\(/) G.D

dx 0z~
rownanie falowe przyjmie postac
2

Mi) VB + W2 + f r(I*-WMv2e> + MV 2] =0 G.2)
dt-~
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Jezeli skfadowe obrotu tj.

@3)

znikajg, czyli v *a> =U = 01 otrzymany rownanie fali
podhuznej w postaci:

GDH

dla sx=u, v, w

gdzie  ¢j £ ; 2l 2 G5

oznacza predkos¢ lali powHuznej w opisywanym osSrodku.

3.2. Fale poprzeczne

W przypadku fal poprzecznych odksztadcenie objetosciowe
jest rowne zeru, czvli 9=0,
Stad rownanie (2.16) przyjmie postac

UWVU+FfUV2u - (3.6)

Skkadowe elementarnego obrotu sg tu rézne od zera, czyli
B1 9 0.
Stad tez rownanie falowe mozna zapisac:

G-D
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dla ac71u, v, w. 1

gdzie o A ) ] 5 (3-8)

oznacza predkos¢ fali poprzecznej .

W ogbélnosci zaburzenia dynamiczne w osrodku majg charakter
ztozony skfadajacy sie z oksztakcenia objetosSciowego i po-
stacionvego. Dlatego powstajg jednoczesnie obie fale tj. fa-
le podduzne 1 poprzeczne.

Z porownaniawzorow (3.5 1 (3.8) wnika, ze predkosc¢ fal

podtuznych jest v/ |¢I<sza niz fal poprzecznych, stad tez fa-
le te rozchodzac sie“od zrodka zaburzenia wkrétce ulegaja
roztaczeniu 1 przenoszg sie niezaleznie od siebie.

3.3. Fale Rayleigha

Fale Rayleigha sg falami powierzchniowymi - pionowymi
(rys.3.fi).

z

Rys.3.2

Wychodzac z rownan rownowagi dynamicznej 1 obierajac droge
postepowania stosowang w analizie fal sprezystych, dojdziemy
do réwnan falowych rozdzielajacych wpkyw odksztakcen obje-
tosciowych 1 obrotowych tj.

@:hH . L+apva (.9

AQxf) ,M7>=2 —~ (3.10)
d t“
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P iy sg to potencjaly sprezyste wigzace przemieszczenia
W I *

u
9y
W ox
Stad tez
9u ow
O9x + 9z
G.12
93U ow  _
v2f = 97 9x =20

Przyymujac dalej funkcje przemieszczen podane przez Rjayleigha
(@ | mozna juz tatwo obliczyC predkoS¢ fali powierzchniowej -
pionowej w poddozu.

Przy nieobcigzonej powierzchni i1 gdy stade Lamego sg sobie
rowmne, czyli L =M predkos¢ fali bedzie wynosic:

®R=09194 . " (@« “5] G-13)

Predkos¢ tej fali jest zatem mniejsza anizeli predkos¢ fali
poprzecznej -

3.4. Pale toye™a

Przyjmijmy, ze na pOodprzestrzeni zalega warstwa sprezy-
sta o stalej grubosSci h. Odpowiednie charakterystyki osrod-
kéw beda: dlawarstwy L., M , , fl* dla p&lprzestrzeni
L2, M2, e2t 2 (rys.3*3).
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Rownanie falowe dla warstwy pélprzestrzeni bedzie miec
postac:

sz,, 02v,
(= WL “"Y+ L VA
Ny 0ot
(G.19
f' 82t,
+ * o
=h
Z
Rys.3.3

Warunki brzegowe zagadnienia sg nastepujace:

powierzchnie gorng warstwy spoczywajacej na podprzestrzeni
przyjmujemy jako nieobcigzong, czyli

Ov,

=0, dla z «-h (3.15)
9z

oraz, ze naprezenia 1 przemieszczenia na granicy warstwy
i podprzestrzeni czyli dla z =0 sg sobie rowne:

(3.16)
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Wykorzystujac warunki brzegowe otrzymamy, ze predkos¢ fali
Love ajest wieksza anizeli predkos¢ fali poprzecznej przy
charakterystykach warstwy, czyli

ct™ oti G.1)

1 mniejsza od predkosci fali poprzecznej o charakterystykach
pétprzestrzern tj#

c'll_' < Cp (3.18)

Dalej stad wynika, ze predkos¢ rozprzestrzeniania sie fal
Love a jest zawarta pomiedzy predkoscig fal poprzecznych

w gomej warstwie, a predkoscig fal poprzecznych w p&prze-
strzeni.

Zwigzki te dowodzg, ze aby fale Love’amogly sie rozprze-
strzeniaC, sprezystos¢ warstwy powinna byC mniejsza anizeli
nizej lezacej polprzestrzeni.
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M3 EMHAMMKM KBA3M-yilPyrorO OCHOBAHMH
KpaTKoe coflepxaHHe

B CTaTbe ripe"CTaBJieHO M 0~ejib ochobhhiih yHHTbiBaa €€ ynpy-
rae CBOHCTBa, 00ycjiOBJiMBaiomMe pacnpocTpaHeHMe bojih, a Taiose
CBOIicTBa Heynpyrwe, Bbi3biBakK>mne b cpen,e norjiomeniie 3Heprnn
ynpyrofi bojinbi.

Heynpyryio xapaKTepMCTMKy ocHOBaiiMH, Tax Ha3biBaeMoe He-
ynpyroe BHyTpeHHee conpoTMBjieHMe cpe~bi omicaHO anajioriiHHO
BHyTpeHHOMYy TpeHMio Coulomba. AZjih npHHHToii MOflejiw ocHOBa-
hhh BbiBereHO ypaBHeHMe ABMJIJKeHMH. Bbiboah ypaBHeHMH bojih
upoBefleHO aHajiM3 06'béMHbix m noBepxHOCTHDbix bojih.

ON THE DYNAMICS OF QUASI-ELASTIC FOUNDATION
Summary

In the paper a model of foundation has been represented with taking
into consideration its elastic features as the base of wave propagation and
its inelastic features causing the absorption of elastic wave energy in
the medium.

Inelastic characteristic of foundation has been described in analogy
to the internal Coulomb’s friction, so called unelastic internal resistance
of the medium.

For the assumed foundation model the dynamic equation and waves
equations have been derived, and the analysis of longitudinal, transverse
and surface waves has been carried out.



