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NAPRĘŻENIA DRUGORZĘDNE W PRĘTACH PŁASKO ZAKRZYWIONYCH

Wstęp

W te c h n ic z n e j  t e o r i i  p rę tów  składow e s ta n u  n a p rę ż e n ia  i  
o d k s z ta łc e n ia  można p o d z ie l ić  n a  p o d s t a w o w e  
(norm alne do p rz e k ro ju  poprzecznego) o raz  d r u g o r z  ę -  
d n e .  Z a ło ż e n ia  t e o r i i  te c h n ic z n e j  (omówione n p . w [ 1] ,  
s .1 3 9 -1 4 8 ) u m o ż liw ia ją  o k re ś le n ie  ro z k ła d u  n a p rę ż e ń  p o d s ta ­
wowych n ie z a le ż n ie  od o d k s z ta łc e ń  i  n ap ręż eń  d rug o rzęd n y ch . 
Te o s t a t n i e  można z k o le i  wyznaczyć z warunków rów now agi.
W t e j  p ra c y  p rzed s ta w io n o  ro z k ła d  n a p rę ż e ń  d rugorzędnych  
ja k o  wynik d z i a ła n i a  pewnych opera to ró w  ró ż n ic z k o w o -c a łk o - 
wych n a  fu n k c je  o k r e ś la ją c e  n a p rę ż e n ia  podstawowe ( p a r .1 ) .  
p rzy jm u jąc  znaną p o s ta ć  ty c h  f u n k c j i ,  ro z p a trz o n o  n ie k tó r e  
z a g a d n ie n ia  zw iązane z p rę ta m i s ła b o  -  ( p a r .  2) i  s i l n i e  
zakrzyw ionym i ( p a r .3 ) • Uwzględniono wpływ zm ienności p rz e ­
k ro ju  i  wpływ o b c ią ż e n ia  b ezp o śred n ieg o  n a  s ta n  n a p ię c ia .  
Z ałożono , że  p r ę t  p o s ia d a  p ła sz c z y z n ę  s y m e t r i i ,  k tó r a  j e s t  
zarazem  p ła sz c z y z n ą  je g o  o b c ią ż e n ia .  Spotykane w l i t e r a t u r z e  
p rzed m io tu  wzory d l a  n ap rę ż e ń  d rugorzędnych  (n p . d la  p rę tów  
o zmiennym p rz e k ro ju  p o r .  [ 2 ] s .6 2 -6 4 ,  [3]»  s .  172-176, £4] 
s . 20-29) s ą  przypadkam i szczegó lnym i r e l a c j i  wyprowadzonych 
w a r ty k u le .

W p ra c y  w ykorzystano  n ie k tó r e  te z y  rozpraw y d o k to r s k ie j  
a u to ra  [ 5] .  L ite ra m i M, Q, N oznaczono k o le jn o :  moment 
z g in a ją c y ,  s i ł ę  p o p rzeczn ą  i  s i ł ę  osiow ą. Symbol A ozna­
c z a  p o le  p rz e k ro ju  poprzecznego  p r ę t a ,  symbol J  moment 
b ezw ład n o śc i te g o  p rz e k ro ju  względem o s i  c e n t r a l n e j , p r o s to ­
p a d łe j  do p ła sz c z y z n y  s y m e tr i i  p r ę t a .

1 . N ap rężen ia  d ru go rzędne  .jako funkc.ie  n ap ręż eń  podstawowych

O bszar p r ę t a  param etryzow ano tró jo r to g o n a ln y m  układem  
w spó łrzędnych  s ,  y ,  z .  N iech  s = co n s t/ s tan o w i ro d z in ę  
p ła sz c z y z n  p rzechodzących  p rz e z  p rz e k ro je  pop rzeczne  p r ę t a ,
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y = co n s t -  ro d z in ę  p ła sz c z y z n  rów no leg łych  do p ła szc zy zn y  
s y m e tr i i  p r ę t a  (y  = O), z = c o n s t -  ro d z in ę  p o w ierzch n i 
w alcowych. P rzy jm ijm y , że krzywa y = z = 0 j e s t  o s ią  po­
d łu ż n ą  p r ę t a ,  r  -  prom ieniem  j e j  k rzyw izny .

P aram etry  WLamego d la  p rz y ję te g o  u k ład u  w spółrzędnych n ie c h  
w ynoszą: Kg = K *  U p  K = Kz = 1. P rz e k ró j poprzeczny
p r ę t a  j e s t  param etryzow any układem  k a r te z ja ń sk im  y , z ,

( -  j r < y <  + p  3 - |< 2 < z ? }.

> Oznaczmy ..przez O' » = 'T , O' składow e f iz y k a ln e30 23 SZ ZZ
s ta n u  n a p ię c ia  w dowolnym punkcie  (p o z o s ta ły c h  składow ych 
w p racy  t e j  n ie  v/y ko rzy  s t u  jem y). .Wyodrębnijmy p łaszczyznam i 
s = c o n s t s  t  ds = c o n s t o raz  povderzchn iam i z = c o n s t ,  
z+dz = c o n s t elem ent p r ę t a ,  .Warunki równowagi teg o  e lem en tu , 
po p o m in ięc iu  s i ł  masowych, p o s ia d a ją  p o s ta ć

(1.1)
b+

d
+ 2 2 + 2

(K f  (T dy) + —  f  K  dy - —  f  &  dy

2 " 2  “ 2

O O

P o z o s ta łe  rów nania równowagi s ą  tożssm ościam i z uwagi na  
i s t n i e n i e  p ła szc zy zn y  s y m e tr i i  n ap rężeń  (p ła sz c z y z n a  y = 0 ) .  
W dalszym  c ią g u  posług iw ać  s i ę  będziem y ty lk o  ś red n im i w ar­
to ś c ia m i n ap ręż eń  n a  s z e ro k o ś c i p rz e k ro ju  poprzecznego p r ę ­
t a :

2 2 2
(1.2)
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W ykorzystu jąc o z n a c z e n ia  ( 1 .2 ) ,  nadajm y warunkom (1 .1 )  p o s ta ć  
całkow ą;

z 0 z
1 r  C 2 9  ( t f k )  r i

K b t r - l J  t r b  d £ =  y  — Ł - d j r + j K b r ]  ( 1 . 3 )

f _ /  d r  „  - 1  /  b d£+ rKbor 1 '1 .4 )
z i/ ^  3? c/ *j> L. zJI Z~Z0KbGL

9

Równanie ( 1 .3 ) ,  j e s t  równov/ażne rów naniu  całkowemu Y o lte r ry  
d la  f u n k c j i  Kb«. Rdzeniem te g o  rów nan ia  j e s t  ( r  + 5)“ 1, r e -  
zo lw en ta  w ynosi ( r+ z )“ 1 [5] s . 1 4 -1 6 ), a  wzajemne rów nanie 
całkow e można doprow adzić do p o s ta c i

2 ?
P d(a b) r o i

K2b « '=  /  K(?) — —  d»r + p b t f l  . (1 .5 )
*/ 9 s  2

z

Oznaczmy p rz e z  P2 i  q2 znane składow e o b c ią ż e n ia  b rzegu  
z = zy ' 'd z ia ła ją c e  w k ie ru n k a c h  s i  z ) , w yrażone w je d n o ­
s tk a c h  s i ł y  n a  je d n o s tk ę  d łu g o ś c i o s i  p r ę t a .
Z warunków równowagi e lem en tu  brzegowego ( ry s .1 )  w y n ik a ją  
zw iązk i

M 3„z „ -  K » ]  a . .

dzc

d T

K I  z „z„ - M
dz.

2 -  -  z*=z2 —

+ P-

+ q r

(1 .6 )



P o d s taw ia jąc  prawe s tro n y  (1 .6 )  do (1 .5 )  i  (1*4)» po p ro s ty c h  
p rz e k s z ta łc e n ia c h ,  otrzymamy o s ta te c z n ie

p
V = (K^b) (—  /  K(T b d r  + K(z2 ) . p2 ) (1 .7 )

9 s  J _
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z
Zrs Z2

or = (K b ) “ 1 (~~  f  t f b  d £ -  - f c b  d r  + q j .  (1 .8 )
2 ds J J

z z

z  = const

Rys.1
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i/zó r (1 .7 )  pozw ala wyznaczyć ś re d n ie  w a r to ś c i  n ap ręż eń  s ty ­
cznych V, gdy znany j e s t  ro z k ła d  ś re d n ic h  n ap rę ż e ń  p o d s ta ­
wowych ■= 0' (s  , z ) .s s
Ze wzoru (1 .8 )  można n a s tę p n ie  o b lic z y ć  d rugorzędne n a p rę ­
ż e n ia  n o rm alne . R e la c je  (1 .7 )  i  (1 .8 )  s ą  ś c i s ł e  
w tym s e n s ie ,  że p rz y  ic h  wyprowadzeniu n ie  k o rz y s ta n o  z 
żadnych z a ło ż e ń  u p ra s z c z a ją c y c h .

2 . P rę t  s ła b o  zakrzyw iony

Prętem  s ła b o  zakrzywionym nazwiemy p r ę t ,  w którym  w arto ść
Z

j e s t  n ie w ie lk a  w porów naniu z je d n o ś c ią ;  we w zorach 
(1 .7 )  i  (1 .8 )  można w ięc p rz y ją ć  K = 1 . R ozkład n ap ręż eń  
podstawowych j e s t  t a k i  sam ja k  d la  p r ę t a  p ro s te g o :

G  = y  + j  z ,  P o d s ta w ia ją c  w yrażen ie  n a  0^ do (1 .7 )  i  ko­

r z y s t a j ą c  z p o n iż szy c h  r e l a c j i  (p o r .  n p . [5 ] s .2 1 7 ;  i  P-| 
s ą  składowymi o b c ią ż e n ia  b rzeg u  z= z^ , wyrażonymi w ¿jednost­
kach  s i ł y  n a  je d n o s tk ę  d łu g o ś c i o s i  p rę ta )*

dM
dS "  Q + Z1P1 "  Z2P2

dQ N . .
dS = 7  + q 1 -  q2

(2 . 1)

dN Q „
dS “  "  r  P1 "  P2

o trzymamy
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Wprowadzając n a s tę p u ją c e  o zn ac zen ia  ('pon iższe fu n k c je  d la  
p rę tów  o p rz e k ro ju  zmiennym z a le ż ą  rów nież od s ) ;

A*
■ /  b dE’Z-1

■f b d£, A^ = A2 -  Â  •

z z 2

s 1 b as, s2 = J  £h dS, sz = s2 -  s 1

c, - f  £ 2 b dr, i2 =f z2* dr, iz = i2 - i1

(2 . 3 )

wzorowi n a  n a p rę ż e n ia  s ty c z n e  nadamy p o s ta ć

=
Q 3z p -J ,A2 Z1 S2\ P2 ,A1 Z2 S1\ N d /Az\ 

+ —  + — ) + ~  (a ~ + + - ~  T->2b I  T b A

m a , zv
+ 2b 9 s  I  '*

I  ' 2b 93 A

(2 .4 )

P o s ta ć  t a  d la  p r ę ta  o s ta ły m  p rz e k ro ju ,  n ie  poddanego d z ia ­
ł a n iu  o b c ią ż e n ia  b ez p o śre d n ie g o , sprow adza s i ę  do dobrze

•jj
znanej r e l a c j i  (gdyż 32 = ~ 3Z)»

K o rz y s ta ją c  z w y rażen ia  (2 .4 )  o raz  wzoru ( 1 .3 ) ,  można 
o k r e ś l i ć  ro z k ła d  d rugorzędnych  n ap ręż eń  norm alnych 6 , 
Ograniczymy s i ę  w tym a r ty k u le  do przypadku p r ę t a  o s ta ły m  
p rz e k ro ju  poprzecznym . Otrzymamy wtedy
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I r  ( a /  t /

dp.
S 2 ^ ) d £  +  d i r 4  f  A ^ d S  +

z z
(2 .5 )

+ r /  s ,( « )

Łatwo w ykazać, że zachodzą zw iązk i

z

/
A2 (£ )d £  .  32 -  z A2

2
J  s 2 ( ^ ) d r = J 2 - z 5,.

(2.6)

W yrażenie ( 2 . 5 ) ,  z uw agi n a  ( 2 . 6 ) ,  po p rz e k s z ta łc e n ia c h  
p rzy jm u je  p o s ta ć

M 3 TT z S - J  A q1 J 0”zSo J 1-z S 1w z H / z z z>, h  2 2 2 _ ]___
°z  3 2 rb  J  + 2 rb  ' J  + A )+ b * J  + b * J

1 dpl f  S2‘ zA2 . z l ( J 2~zS2 )
+ b dS d3

(2.7)
3^-z  A1 z 2 ( J 1-z  S,j)

A

Dwa p ie rw sz e  s k ła d n ik i  powyższego wzoru o k r e ś l a j ą  n a p rę ż e ­
n i a  r a d ia ln e  wywołane zakrzyw ieniem  p rę ta ?  p o z o s ta łe  s k ła ­
d n ik i  wzoru zachow ują swą p o s ta ć  rów nież  d la  p r ę t a  p ro s te g o .  
R ozkład d rugo rzędnych  n a p rę ż e ń  norm alnych z g in a n ia  rów nom ier- 

M S2
nego ( 6  = g y - y )  j e s t  a n a lo g ic z n y  do ro z k ła d u  n ap ręż eń

s ty c z n y c h  wywołanych d z ia ła n ie m  s i ł y  Q.
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3 , P r ę t  s i l n i e  zakrzyw iony

Ogólne wzory na  n a p rę ż e n ia  d rugorzędne w p rę c ie  s i l n i e  
zakrzywionym p o s ia d a ją  dosyć z ło ż o n ą  budowę (p o r .  [53)» 
d la te g o  w a r ty k u le  ograniczym y ro zw ażan ia  ty lk o  do prę tów  
o s ta ły m  p rz e k ro ju  i  s ta ły m  p ro m ien iu  k rzyw izny . N ap rężen ia

podstawowe o k re ś la  znana r e l a c j a  <7 = — + M ( ~  + y  ~ ~ * )»

z 2
w k tó r e j  J  = J* £^b d£ .

r7.
' I

P o d s ta w ia ją c  j e j  praw ą s t r o n ę  na  m ie jsc e  0 ,  w (1 .7 )  i  po- 
łłu g u ją c  s i ę  zw iązkam i (2 .1 )  otrzymamy

T =  (K^b)

Z2- O + r p - r p  ^

'  —  J*c

z

Wprowadzaj ąc  oznacz e n ia

  J K (£)b d£ + (Q + zlp1 - a2p2).
z

„ (3 .1 )
2 S

( ¿ 7  f  K ^ ) b d i  + / )  +  K ( z 2 )  p 2

Z2
A(j = J  K (£)b d£ , Ag = f  K(£) b d S (3 .2 )

Z1

otrzym ujem y p o n iż szy  wzór na ro z k ła d  n ap ręż eń  s ty czn y ch

(3 .3 )



Naprężenia drugorzędne w prętach.«« 75

N ap rężen ia  6r o b liczam y , ja k  p o p rz e d n io , ze wzoru ( 1 .8 ) .  
Wy korzystam y r e l a c j  e ( 2 . 1 ) ,  ( 2 . 6 ) ,  (3 .2 )  o raz  wprowadzimy 
dodatkowe o zn ac zen ia

Zi

■I
¿ J

ri - /  F t i  b « ■

, 2 ^  
2 ~J r

Z

■ / r f i
z

£ b  dJT

b d£|

(3 .4 )

Ponieważ zach o d z i

r 2 o • 1
/  S2 ( r )  K (JT) d i  = I 2 -  z S2 K" (3 .5 )

ro z k ła d  ty c h  n a p rę ż e ń  d la  przypadku  p 1 = c o n s t i  p2 
c o n s t ,  nożna p rz e d s ta w ić  w p o s ta c i

-1
H /. ~z " z i  N / Z Sz K ~ J z Az n

2rb  '  ?  + rA 2 rb  ; 7  A

qi J2 - z S2 K“1 q2 Jr z S1 K“1 
_ _  . + ~  • “

(3 .6 )

K-1

w k tó r e j  Sz = S2 -  » J 2 -  J ^ .  Ponieważ S2 (z^) =

S1(z2) = 0, A2(Zi) = A'1(z2)= A, Sz (z1)= - Sz(z2) . - p

ła tw o  sp ra w d z ić , że  fu n k c je  v  i  d  s p e łn i a j ą  wymagane wa­
ru n k i b rzegow e. D la p rętów  n ie  poddanych d z ia ła n iu  o b c ią ż ę -
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n ia  b ezp o śred n ieg o , r e l a c j e  (3«3) i  (3«6) prow adzą do wzorów 
podanych w [ 6 ] .

Uwagi końcowe

P rzed s taw io n a  m etoda w yznaczan ia  n ap ręż eń  drugorzędnych  
d a je  w yn ik i w y s ta rc z a ją c o  dokładne ty lk o  d la  n ie z b y t w ie l­
k ic h  zm ian p rz e k ro ju  poprzecznego p r ę ta . .  Przeprow adzone 
w [5]  o b l ic z e n ia  w ykazują Jed n ak , że naw et d la  m ałej zm ien­
n o ś c i  p rze ,k ro ju  p r ę t a  mogą w y stąp ić  duże zmiany w r o z k ła ­
d z ie  n a p rę ż e ń  d rugorzędnych j do tyczy  to  zw łaszcza  n ap ręż eń  
s ty c z n y c h . D la p rę tów  p ro s ty c h  n a p rę ż e n ia  norm alne p o p rze ­
czne Jako n ie w ie lk ie  mogą być pom ijane , le c z  Już d la  p r ę ­
tów s ła b o  zakrzyw ionych (rów nież gdy p rz e k ró j J e s t  s ta ły )  
ic h  w ie lk o ść  J e s t  rz ę d u  w ie lk o ś c i  maksymalnych n ap ręż eń  
s ty c z n y c h . N ap rężen ia  wywołane bezpośrednim  d z ia ła n ie m  ob­
c ią ż e n ia  o s ią g a ją  w iększe w a r to ś c i ,  p rzed e  w szystkim i w 
p rę ta c h  s i l n i e  zakrzyw ionych.

LITERATURA.
[13 J .C ourbon  -  Cours de r é s i s t a n c e  des m a té r ia u x , P a r is

1955.

[2] S.Tim oshenko -  S tre n g th  o f  M a te r ia ls ,  P a r t  I I ,  New York
1956.

[3] R. i /H e rm ite  -  R e s is ta n c e  des m a té r ia u x , P a r is  1954»

[4] W,Krzyś i  M.Życzkow ski -  Wybór zadań  i  przykładów  z pod­
staw  t e o r i i  s p r ę ż y s to ś c i ,  PWN 1955«

[5] Cz.W oźniak -  S tan  n a p rę ż e n ia  w p rę ta c h ,  rozp raw a d o k to r­
sk a , G liw ice  1958«

[6.1 A .Turow ski -  N ap rężen ia  s ty c z n e  i  r a d ia ln e  w p rę ta c h  
s i l n i e  zakrzyw ionych , rozp raw a d o k to rsk a , G liw ice  1958.



Naprężenia drugorzędne w prętach.» 77

BTOPOCTEIIEHHBIE HAIIPiDKEHMH B IIJI0CK03ArHyTBIX 
CTEP2KHHX

K p a T K o e  c o p, e p j k  a h  m e
B C T a T b e  n p e f lC T a B j ie H O  p a c n p e ^ e j i e H M e  B T o p o c T e r ie H H b ix  H a -  

rip ajK eH M M  b  C T e p jK H H x , x a x  p e 3y j ib T a T  ^ e iic T B M H  H e K O T o p b ix  am cJ)- 

c j )e p e H u ,n a j ib H O -M H T e r p a j ib H b ix  o n e p a T o p o B  H a  4 > y H K p jin , o n p e f l e -  

jiaiO H i;M e o c H O B H b ie  H a n p H x c eH M H . P a c c M O T p e H O  H e x o T o p b i e  B o n p o -  

C bl B CBH3M CO C J ia S o  M CHJlbHO 3a rH y T b IM M  C T epjK H H M H .

Y H T e H O  M 3M eH H eM O C T b C en eH M H  M BJIM HHMe H en O C p eA C T B eH H O M  

H a r p y 3 K M .

SECONDARY STRESSES IN FLATLY CURVED BEAMS

S u m m a r y

In this paper the distribution of secondary stresses in beam as a re­
sult of action of some differential-integral operators upon the function 
that determines primary stresses has been represented. Some problems 
connected with beams that are lightly and strongly curved have been 
considered too.

The variability of cross-section and influence of, distributed load 
were taken into consideration.


