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CZESEAW WOZNIAK

NAPREZENIA DRUGORZEDNE W PRETACH PLASKO ZAKRZYWIONYCH

Wstep

Wtechnicznej teorii pretow sktadowe stanu naprezenia i
odksztatcenia mozna podzielié na podstawowe
(normalne do przekroju poprzecznego) oraz drugorz e-
d ne. Zatlozenia teorii technicznej (omoéwione np. w [1],
5.139-148) umozliwiajg okreSlenie rozktadu naprezend podsta-
wowych niezaleznie od odksztatcen i naprezen drugorzednych.
Te ostatnie mozna z kolei wyznaczy¢ z warunkéw réwnowagi.
Wtej pracy przedstawiono rozktad naprezen drugorzednych
jako wynik dziatania pewnych operatorow rézniczkowo-catko-
wych na funkcje okreSlajace naprezenia podstawowe (par.l).
przyjmujac znang posta¢ tych funkcji, rozpatrzono niektdre
zagadnienia zwigzane z pretami stabo - (par. 2) i silnie
zakrzywionymi (par.3)e Uwzgledniono wplyw zmiennos$ci prze-
kroju i wplyw obcigzenia bezposredniego na stan napiecia.
Zatozono, ze pret posiada ptaszczyzne symetrii, ktora jest
zarazem ptaszczyzng jego obcigzenia. Spotykane w literaturze
przedmiotu wzory dla naprezen drugorzednych (np. dla pretow
0 zmiennym przekroju por. [2]s.62-64, [3]» s.172-176, £4]
§.20-29) sg przypadkami szczegOlnymi relacji wyprowadzonych
w artykule.

Wpracy wykorzystano niektdre tezy rozprawy doktorskiej
autora [5]. Literami M, Q, N oznaczono kolejno: moment
zginajacy, site poprzeczng i site osiowg. Symbol A ozna-
cza pole przekroju poprzecznego preta, symbol J moment
bezwtadnosci tego przekroju wzgledem osi centralnej, prosto-
padtej do ptaszczyzny symetrii preta.

1. Naprezenia drugorzedne .jako funkc.ie naprezen podstawowych
Obszar preta parametryzowano tréjortogonalnym ukladem

wspotrzednych s, y, z. Niech s = const/ stanowi rodzine
ptaszczyzn przechodzacych przez przekroje poprzeczne preta,
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y = const - rodzine ptaszczyzn rownolegtych do ptaszczyzny
symetrii preta (y = 0), z = const - rodzine powierzchni
walcowych. Przyjmijmy, ze krzywa y =z =0 jest o0sig po-
dtuzng preta, r - promieniem jej krzywizny.

Parametry WLamego dla przyjetego uktadu wspoOtrzednych niech
wynoszg: Kg = K* U p K =Kz = 1. Przekrdj poprzeczny
preta jest parametryzowany ukladem kartezjanskim vy,z,
(-jr<y<+p 3-|<2<z2?}.

30”7 23 ='TSZ, OZZ sktadowe fizykalne
stanu napiecia w dowolnym punkcie (pozostatych skiadowych

w pracy tej nie viykorzystujemy). .Wyodrebnijmy ptaszczyznami
s = const s t ds = const oraz povderzchniami z = const,
z+dz = const element preta, .Warunki rbwnowagi tego elementu,
po pominieciu sit masowych, posiadajg postac

> Oznaczmy..przez O’

¢

b
io 2 +2
d
KF (T dy) +— F K dy -— F & dy
2 "9 )

Pozostate réwnania réwnowagi sa tozssmosciami z uwagi na
istnienie plaszczyzny symetrii naprezen (ptaszczyzna y = 0).
Wdalszym ciggu postugiwac sie bedziemy tylko $rednimi war-
toSciami naprezen na szerokoS$Sci przekroju poprzecznego pre-
ta:

@2)
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Wykorzystujac oznaczenia (1.2), nadajmy warunkom (1.1) postac
catkowa;

z0 z
1r C2 9 (tfk) r i
Kbtr-1J trb dE= vy — L-djr+jKbr] (1.3)
Ko, — ./ R dr, -1, ?b dE+ [Kbor 1 '1.4)
9 ?

Réwnanie (1.3), jest rownov/azne rownaniu catkowemu Y olterry
dla funkcji Kb«. Rdzeniem tego réwnania jest (r +5)“1, re-
zolwenta wynosi (r+z)“1 [5] s.14-16), a wzajemne rownanie
catkowe mozna doprowadzi¢ do postaci

?
P d(ab) roi
Kb«'= / K(?) — — d»r+ pbtfl . (1.5)
* 9s 2
z
Oznaczmy przez P2 i g2 znane skiadowe obcigzenia brzegu

z = zy "dziatajagce w kierunkach s i z), wyrazone w jedno-
stkach sity na jednostke diugosSci o si preta.

Z warunkoéw réwnowagi elementu brzegowego (rys.l) wynikajg
zwigzki

dzc
M 3,2z, - K »]a. dT *F

(1.6)
dz.
K 1 z,z2 -M - 7*=22 — + qr
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Podstawiajgc prawe strony (1.6) do (1.5) i

(1*4)» po prostych
przeksztatceniach, otrzymamy ostatecznie

(KM)  (— /pK(T b dr + K(z2)

V = . p2) (1.7)
9s J
z
as 72
o = (Kb)1 (~~ ¥ tfb dE- -fcb dr + qj. (1.8)
2 ds J J
z Z
Z =const

Rys.1
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i/zér (1.7) pozwala wyznaczy¢ Srednie warto$ci naprezen sty-
cznych V, gdy znany jest rozktad Srednich naprezen podsta-

wowych s -:0'S (s, z).
Ze wzoru (1.8) mozna nastepnie obliczy¢ drugorzedne napre-
zenia normalne. Relacje (1.7) i (1.8) sg $Sciste

w tym sensie, ze przy ich wyprowadzeniu nie korzystano z
zadnych zatozen upraszczajacych.

2. Pret stabo zakrzywiony

Pretem stabo zakrzywionym nazwiemy pret, w ktérym wartos$¢
Z
jest niewielka w poréwnaniu z jednos$cig; we wzorach
(1.7) i (1.8) mozna wiec przyja¢é K = 1. Rozktad naprezen
podstawowych jest taki sam jak dla preta prostego:

G =y +]j z, Podstawiajgc wyrazenie na 0~ do (1.7) i ko-
rzystajagc z ponizszych relacji (por. np.[5]s.217; i P
sg sktadowymi obcigzenia brzegu z=z", wyrazonymi w ¢jednost-
kach sity na jednostke diugosci o si preta)*

dm

ds " Q+ Z1P1 " Z2P2

dQ N . .
dS =7 +ql - @2 (2'1)
dN Q 7

ds “ "r P1"™ P2

o trzymamy
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Wprowadzajagc nastepujgce oznaczenia (‘ponizsze funkcje dla
pretow o przekroju zmiennym zalezg rowniez od s);

A ib de, A
Iﬁl b dE

Z z2
sl b as, s2 =J £h dS, Sz

A2 - AN .

s2 - sl (2.3)

c-T govar, i2 =F 722, iz=i2 - i1

wzorowi na naprezenia styczne nadamy postac

. Q3z pd A2 Z1S2\ P2 Al Z2S1\ N d /A
=20l T A *t+— )+~ @~+ | ' +2b93 K>

(2.4)
m a , zv
+2b 9s | '*

Posta¢ ta dla preta o statym przekroju, nie poddanego dzia-
taniu obcigzenia bezpoéredn%ego, sprowadza sie do dobrze

znanej relacji (gdyz 32 =~ 3Z)»

Korzystajagc z wyrazenia (2.4) oraz wzoru (1.3), mozna
okresli¢ rozktad drugorzednych naprezen normalnych 6 ,
Ograniczymy sie w tym artykule do przypadku preta o statym
przekroju poprzecznym. Otrzymamy wtedy
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dp.
Il r (a / t / s 2 yd £ + d 4 f A d s
zZ zZ

(2.5)

+r / s,(«)

tatwo wykazaé, ze zachodzg zwigzki
z
A2(E)dE . 32 - z A2
/

@-6)

2
J s2(~)dr=J2 - z 5,

Wyrazenie (2.5), z uwagi na (2.6), po przeksztatceniach
przyjmuje postac

wo M3,z S, As gl 39728y, JjzSi
°z 3 2rb J + 2rb J +A)d)+b * ] +b * J
(2.7)

1 dpl f S2°7A2 . z1(J2~252) -z AL z22(J1-z S))
+b dS d3 A

Dwa pierwsze sktadniki powyzszego wzoru okre$lajg napreze-

nia radialne wywotane zakrzywieniem preta? pozostate skta-

dniki wzoru zachowujg swg postaé rowniez dla preta prostego.

Rozktad drugorzednych naprezern normalnych zginania rownomier-
M S2

nego (6 =g9gy-y) jest analogiczny do rozktadu naprezen

stycznych wywotanych dziataniem sity Q.
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3, Pret silnie zakrzywiony

Ogblne wzory na naprezenia drugorzedne w precie silnie
zakrzywionym posiadajg dosy¢ ztozong budowe (por. [53)»
dlatego w artykule ograniczymy rozwazania tylko do pretéw
o statym przekroju i statym promieniu krzywizny. Naprezenia

podstawowe okresla znana relacja <& = —+ M(~ +y ~~*)»
z2
w ktérej J =J* £7b df.

7

Podstawiajac jej prawag strone na miejsce 0, w (1.7) i po-
Hugujac sie zwigzkami (2.1) otrzymamy

-O+rp-rp 22 @I
T= (K"b) v J KLE)D
z
” (3.1)
2 S
(¢7f Kr)ybdi + /) + K(z2) p2
z
Wprowadzajgc oznaczenia
Z2
Aj = K(£)b d£, Ag =F K(£) b dS (3.2)

Z1

otrzymujemy ponizszy wzor na rozktad naprezen stycznych

(3.3)



Naprezenia drugorzedne w pretach.«« 75

Naprezenia 6r obliczamy, jak poprzednio, ze wzoru (1.8).
Wykorzystamy relacje (2.1), (2.6), (3.2) oraz wprowadzimy
dodatkowe oznaczenia

i ’2 ~] r 2/\Eb aJT

(3.4)

M-/ F ti b «m m/ rfi b

Poniewaz zachodzi

r 2 o . e 1
/ S2(r) K (dI) di =12 - z S2 K" (3.5)

rozktad tych naprezen dla przypadku pl = const i p2
const, nozna przedstawi¢ w postaci

-1

H [ ~z "zi N / ZSz K =~1Jz Az n
2rb ' ? + rA 2rb ; 7 A

gi J2 -z S2K“1 g2 JrzS1K“1l
. + ~ . 113 K

w ktérej Sz = S2 - » J2 - JN. Poniewaz S2(z") =

S1(z2) = 0, A2@i) = A1GE2)=A, SzG1)= - Sz(2) . - p

tatwo sprawdzié, ze funkcje v i d spetniajg wymagane wa-
runki brzegowe. Dla pretéw nie poddanych dziataniu obcigze-
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nia bezposredniego, relacje (3«3) i (3«6) prowadzg do wzoréw
podanych w [6].

Uwagi koncowe

Przedstawiona metoda wyznaczania naprezen drugorzednych
daje wyniki wystarczajaco doktadne tylko dla niezbyt wiel-
kich zmian przekroju poprzecznego preta.. Przeprowadzone
w [5] obliczenia wykazujg Jednak, ze nawet dla matej zmien-
nosci prze,kroju preta mogg wystagpi¢ duze zmiany w rozkta-
dzie naprezen drugorzednychj dotyczy to zwlaszcza naprezen
stycznych. Dla pretow prostych naprezenia normalne poprze-
czne Jako niewielkie moga by¢ pomijane, lecz Juz dla pre-
tow stabo zakrzywionych (réwniez gdy przekrdj Jest staty)
ich wielko$¢ Jest rzedu wielkosci maksymalnych naprezen
stycznych. Naprezenia wywotane bezposSrednim dziataniem ob-
cigzenia osiggajg wieksze wartosci, przede wszystkimi w
pretach silnie zakrzywionych.
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BTOPOCTEIIEHHBIE HAIIPIDKEHMH B IIJIOCKO3ArHYTBIX
CTEP2KHHX

KpaTKoe cofRepikanme

B cTaTbe npeflICTaBjieHO pacnpe”ejieHMe BTopocTerieHHDbix Ha-
ripajKkeHMM b CTepjKHHXx, xax pe3yjibTaT ~eiicTBMH HeKOTopbix amcJd)-
cj)epeHu,najibHO-MHTerpajibHbix onepaTopoB Ha 4>yHKpjin, onpefle-
jiaiOHi;Me ocHOBHbie HanpHxceHMH. PaccMOTpeHO HexoTopbie Bonpo-
Cbl B CBH3M CO ClJiaSo M CHJIbHO 3arHyTbIMM CTepjKHHMH.

YHTeHO M3MeHHeMOCTb CeneHMH M BJIMHHMe HenOCpeACTBeHHOM

Harpy3KM.

SECONDARY STRESSES IN FLATLY CURVED BEAMS
Summary

In this paper the distribution of secondary stresses in beam as a re-
sult of action of some differential-integral operators upon the function
that determines primary stresses has been represented. Some problems
connected with beams that are lightly and strongly curved have been

considered too.
The variability of cross-section and influence of, distributed load

were taken into consideration.



