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Streszczenie,, Zelbetowe konstrukcje mostowe o dwoch
belkach gtéwnych i jedynie dwoch poprzecznicach konco-
wych nalezy z reguty spreza¢ podtuznie 1 poprzecznie0
Przy okreslaniu wielkoSci sprezenia poprzecznego piyty
jJezdni konieczng rzeczg jest uwzglednienie sztywnosci
belek g#dbwnych na skrecanie i zginanie poziome, ktoére
to czynniki wptywajg na zmniejszenie efektywnego spre-
zenia plytyo Traktujac plyte jezdni jako tarcze, wzmoc-
niong belkami krawedziowymi, wyznaczono efektywng si-
de sprezajgca w postaci szeregu nieskonczonegoO
Rozwazania zilustrowano przykdadem liczbowym, .

10 Wstep

/e wspotczesnych konstrukcjach mostowych daje sie zauwa-
zy¢ dgznos¢ do zmniejszania ilosci dzwigaréw ghownych© Coraz
czesciej stosuje sie belkowe mosty drogowe z dwoma dzwigara-
mi gkdéwnymi, rozstawionymi w odlegtosci 6 m i wiecejo Jesli
ograniczymy 1losS¢ poprzecznie stezajacych do jedynie dwoéch
podporowych, to otrzymamy ustrdj wyrézniajacy sie prostotg
formy i wykonawstwa a nawet i kosztem w poréwnaniu do innych
bardziej skomplikowanych form (rysol)o

Rozdziat poprzeczny obcigzenia dokonuje sie w tym wypad-
ku jedynie poprzez plyte,Wielkosci sit wewnetrznych, dla
tego rodzaju konstrukcji, nalezy wyznaczy¢ koniecznie z 1
uwzglednieniem przestrzennej pracy ustroju np0 w sposob po-
dany w [1] , 2] , [3] o Zak#ada sie przy tym monolitycznosc¢
ustroju®© Tak wiec wystgpienie rys moze spowodowac¢ zasadnicze
zmiany w wielkosci obliczonych sit wewnetrznych© Zagwaranto-
wanie dostatecznej pewnosci na rysy jest wiec naczelnym wa-
runkiem dla tego rodzaju konstrukcji© Zachowanie tego warun-
ku narzuca koniecznos¢ podduznego i poprzecznego sprezenia
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konstrukcji« Wielkos¢ sity sprezajacej belki ghowne wyznaczycC
natozy z uwzglednieniem rzeczywistej szerokosci wspodpracu-
jJacej ptyty [zmiennej na ddugosci belki) sposobem podanym
przez cSchleeha [4}#

YzzzzZT ik Jrizzn2zzzzz i

©)

Rys0l« Przekrdj poprzeczny i podduzny mostu dwubelkowego

Celem niniejszego artykutu jest ocena wpdywu sztywnosci
belek gtdéwnych na efektywnos¢ sprezenia poprzecznego piytyo
W wypadku obcigzenia sitami pionowymi belki gkdwne ulegng
ugieciu pionowemu i skreceniuO Skrecenie wptywa zas na wiel-
koS¢ momentéw w plycie, powodujac zmniejszenie momentdw pod-
porowych a zwiekszenie momentéw przestowych. Zauwazmy, ze
sztywnos¢ belki gkdwnej na skrecanie i zginanie w plaszczyz-
nie poziomej wptywa na efektywne sprezenie poprzeczne plyty
jezdni, gdyz czes¢ sity sprezajacej przechodzi w energie
odksztakcenia belki gtownej. Oczywiscie, nie bez wphywu po-
zostang réwniez poprzecznice podporowe,™tore w danym przy-
padku posiada¢ winny mozliwie duzg sztywnosc¢« Jesli ograni-
czymy nasze rozwazania jedynie do Srodkowej czesci przesta,
dostatecznie oddalonej od poprzecznie koncowych to wpdyw ich
moze by¢, z dostateczng doktadnoscig pominietyO [Dokdadniej-



Wptyw sztywnosci belek gtdéwnych na sprezenie» e 27

sze wzglednienie wpdywu poprzecznie wymaga obszerniejszej
analizy i bedzie podane w innej pracy

25 S_.ohemat statyczny ustro.iu

Zakozmy, ze rozpatrywany ustrdj obcigzony jest jedynie
sidami sprezajacymi centrycznie, poprzecznie plyte jezdni -
V(X)» Zagadnienie sprowadza sie zatem do rozwigzania tarczy
prostokatnej wzmocnionej belkami krawedziowymi» Dokonujac
odciecia ptyty od belek gtéwnych i1 zaktadajac w plaszczyznie
przeciecia niewiadome sity normalne S(x) « oxoh i styczne
T(X) a "yx«h otrzymamy schemat statyczny przedstawiony na
rysa2o0



28 Rudol ¥ Koppel

Sita s(x) jest sitg efektywnie sprezajaca plyte jezdni
i postaramy sie wyznaczy¢ ja w zaleznosci od sidy naciagu
kabli sprezajacych v(x) i parametréw geometrycznych ustroju#
Niewiadome sity wewnetrzne poszukiwa¢ bedziemy w postaci sze-
regu Fouriera# Przyjmujemy zatem nastepujace rozwiniecia?
dane obcigzenie zewnetrzne “naciag kabli) ,

v(X) » Svnsino™x [t/m] ©O)

niewiadome sity wewnetrzne

S(X) a 2snsina™x [t/m] )
t(X) a STnoosofnx [t/m] a)
gdzie sn a nr/L nal,2,3%..

3. Warunki brzegowe

> powyzszym rozdziale przyjeto, ze sidy wewnetrzne w pla-
szczyznie przeciecia sa skierowane przede wszystkim réwnole-
gle do ptaszczyzny sSrodkowej piyty jezdni, a skkadowe napre-
zenia i r jako wartosci Srednie na grubosci h tar-

czy# Pomijajac jeszcze opor phyty jezdni na zginanie sprowa-
dzono problem do zagadnienia tarczy# W zwigzku z pominieciem
sztywnosci ptyty na zginanie (oraz dla uproszczenia obliczen)
przyjmujemy, ze plyta jezdni polgczona jest z zebrem nie
wzdtuz catej wysokosci h ( a wiec nie monolitycznie), lecz
wzdduz linii styku Kk, lezacej na wysokosci ptaszczyzny Srod-
kowej pasa (potaczenie przegubowe). Warunki nierozdzielnosci
spetnimy jedynie dla tejze linii k# Wymagamy zatem aby wzdduz
linii k zachodzita zgodnos$¢ odksztatcen ¢ i przesuniec

vx phyty i1 belki, czyli
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Wx, wvx odnoszg sie do plyty
sx, odnosza sie do belki

Warunki 1) i () wystarczga do wyznaczenia niewiadomych sit
S(X) 1 t(x)O

Poprzecznice podporowe potraktujmy jako bardzo sztywne
w plaszczyznie pionowej a nieskonczenie wiotkie w ptaszczyz-
nie poziomejo Wskutek tego nalezy przyjac, ze?

a) belki gtowne sg na dziatanie momentow skrecajacych
sztywno utwierdzone w poprzecznicachj

b) skrecajacy moment utwierdzenia nie wywoduje znaczniej-
szych ugiec poprzecznicyj

c) potaczenie belki gkdwnej z poprzeczniea jest "zawia-
sowe" 0 Odnosnie brzegéw pdbyty x = 0 1 X = L przyjmujemy,
ze

d) podparcie na poprzecznicach jest przegubowe i nieprze-
suwne w kierunku z i y8

e) naprezenie normalne < (xsO,l) s 0 (zerowa sztywnosc¢
poprzecznie na zginanie w plaszczyznie poziomej).

Praktycznie zatozenia powyzsze odnosnie poprzecznie kon-
cowych nie beda doktadnie spednione, jednak powstajgce wsku-
tek tego zaburzenie stanu naprezenia bedzie szybko malato
tak, ze mozna z dostateczng dok#adnoscig przyjac, ze wplyw
ten na partie srodkowg bedzie juz bez praktycznego znacze-
nia.

40 Wyznaczenie niewiadomych si¥ 3(xX) 1 1)

4010 Wyznaczenie odksztatcen plyty .jezdni

Odksztatcenie i1 przesuniecie punktéw linii k plyty jez-
dni (Ex i1 v )od sid S™) 1 T(X) obliczymy poprzez super-
pozycje. Poniewaz sity te lezg w, ptaszczyznie Srodkowej pty-
ty, przeto mamy do rozwigzania zagadnienie tarczyO Rozwigze-
my je oddzielnie dla kazdej sity przy pomocy funkcji naprezen
Airy~ego.

4_.1.10 Tarcza obcigzona sida Tix)

Rys.3. przedstawia wycietg plyte jezdni, ktérg w dalszym
ciagu traktowa¢ bedziemy jako tarcze, z dziatajacymi na nig



30 Rudolf Koppel

jedynie sidami stycznymi t(xX)* Przyjmijmy, zo sidy brzegowe
T(X) wywotujg na brzegu tarczy y = b naprezenia i<
i odksztatcenia 6" i vl e X y

Funkcje naprezen F spedniajaca réwnanie rézniczkowe
tarczy

AAF » O
przyjmujemy w postaci szeregu
p-¢€e v inv &
gdzie
Yn - /«£[Uln + V Bln> ~ iCl»V, > "] @)

Z uwagi na symetrie ksztaktu 1 obcigzenia uwzgledniamy
warunki

~(ys+b) “ ~(Jte-b)

~y(y-+b) T ~yCy™-b)
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ktore pozwalajg wyznaczy¢ dwie state funkcje naprezen

Cln s Aln
Din " Bln

Uwzgledniajgc powyzsze stale, mozemy funkcje naprezen
przedstawi¢ w postaci

F e :al cosh”™y - snyBilnsinho”y) sinayc (CD)
n e~
n

ktdéra jest symetryczna wzgledem zmiennej y*

"Wprowadzajac ukdad wspotrzednych bezwymiarowych £ = *
7s mozemy funkc je naprezen (8) przedstawi¢ nastepujaco

Fa2X(“]j)2 cosh nx7 - njr~B” sinhiMn™Jsin nxi(9)

fi oparciu o (9) otrzymamy

2
&1x m a 2Xj(Aln - 23in) cosh nxri - ??Blnsinh n*ryjsinn®
(10)
2 *
< s “2 .Zthlincosh ajn?~ ajn2BIn sinh n*jsin nx”"
02P . i,
r a,, g -21! (A. B,, )sinh nan? - noB . cosh njrr cosnrfe
Ox0y » L 1n 1n 1n % 2)

W celu wyznaczenia statych A™n i B- , wykorzystamy wa-
ruskal brzegowe dla ysb wzgl0 7 « - «&>

My(E»p) ~ 0 a3)

~ (14)
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Uwzgledniajac (11) i I13) oraz (12) i (14) otrzymamy na-
stepujacy uktad rownali

2AM cosh rer@- 2nx(3sinh nxp>0 Bln » O
_ . Tn
- 2A1n sinh nx[h + Bln 2(sinh m r(3+ narj3cosh nx[b) m

po rozwigzaniu ktérego otrzymamy>

Bln 3 2h ~1n
gdzie
Y _ _2nx(3sinh, nyfl, (15)
nn " Znx P+ sinh(2njr3; \%

n 2 cosh njr/3
1n 3 2nx@@ + sinh@njrp)

Po wyznaczeniu statych mozna juz obliczy¢ odksztakcenia

£lx I vilx m trzeSu ™ C?» ByZaleznos¢ (10) i (11) przyj-
mie postac:

Ny [*&n”2™Mn™ cosil NXr?« nXTl An sinil m37?]sin 'Pl(é\)

6. ¢ o s h nxt] - nr? 4n sinh nsrrgjsin nare, (17)

"r ¢ Tn{[(I+™*In"27”in]c’°sh njr@ -(I"JInarlR™sinh rarf}jsin nx4*

"'h S Tn wiln sin("m3r® i18)
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gdzie
1n [(1+/T) *n“2elidcosh nx(3- (I+<Wnxf3eln sinh nx/3 (19)

7
EV1ix 3 Lé"V"XJUI?S

{[(M\n+(Mi>1n]sinh nr/3-

(20)
- (I+/DH)nx™a cosh nx(3jJ sin(n3T&) =
3 “irzZ Tn *1ln sin(nhxfi)
gdzie
Y>In3 ci& “ ){ K +T7~"PlJ sinhn™ “
- rar@ 81n cosh mr(3j 2D

4el»2» Tarcza obcigzona sitami S (X)

Schemat obcigzenia tarczy przedstawia rys«4» Z uwagi na
symetrie funkcja naprezen ma posta¢ analogiczng do (9)0
Mozemy zatem napisac

N 2e M) 2PRA2n c®sh nXTi“

P> B2n sinh nx~Jsin nx£,

gowe

3 " 17Z 3nsin n3art

B ® < O
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otrzymamy po uwzglednieniu (11) 1 (12) nastepujacy ukdad réw=
nan

AX] 2cosh nsri - B2n 2njr(3sinh nxB « ~ Sn

A2n 2sinh njr@- B2n 2(sinh ru3> nsrl3cosh nX/A3) ~ 0

z ktdérego otrzymamys
Sn 2(sinh njg3 + nx/3 cosh ni/3 ) A Sn
A2n * 2h {2 nxB* siadT2 nxR) s 2h ”2n

S 2sinh nxB - S,
.r _ n 1 _n Q
2n “  2h @3 +sinh 2nxBj~ 2 h 2n

gdzie
v _ 2(sinh njri3 + nxfl cosh nxi3 ) /00\
~no 2nx0 + sinh 2nxi
2 sinh nxB @23)

2n ~ 2nxR + sinh 2nxR

Odksztadcenia ¢2x i V2X bedg miaty postac¢ analogiczng
do (18) i (20) a zatem

g9
Lx= N~ fen 21722n) cosh nXI? ” nxw2n sIQh g7 sin moré (4)
n
_2
s -Zjj~ ["nc°sh mxi? - njris2n sinh  X77]sin 4, (25)

EE2x "™ °2~"& 7 " 6)

» r X Sn|&1+ "N n ~2e2rdcosh nni3 ““ (+<Wnire2nsinh nxBjsin nx8=
n

1
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gdzie
W2n LA+ « 2”"2n]cosh nxE~ (1+*"MTA*sinh nx(@3
(27)
Ev2 s ~ F 1 3n{[(1+)"n+(1-)"2Jsinh nT,3
1
-(I#¥HNI/3i>2n cosh nar™Jsin nx£ a (€S))
3-¢1'Sn~r8l® N
gdzie
w2n - (I+)(D{["n+ ~J sinh nJr8 “ ~2n cosh nX|4
£29)

4e2,, Wyznaczenie odksztakcen belki

Na ryso5 przedstawiono przekrdj poprzeczny odcietej bel-
ki z dziatajacymi na nig sidami V(X/, S(X) i T(X)® Zgodnie
z zatozeniem (4) i (5) wyznaczy¢ nalezy odksztakcenia £x
i vx zachodzgce wzdduz linii kO W dalszym ciggu rozpatrzymy

V(x)

Nys 06
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tylko przekréj prostokatny (rys05)o Uwzglednienie przekro-
Ju niesymetrycznego (rys06) nie przedstawia zasadniczej
trudnosci« # tym wypadku nalezy sidy V,S i T roztozy¢ na
kierunki réwnolegte do gtdwnych osi bezwkadnosci 1 i |1,
obliczy¢ odksztalcenia zachodzace w kierunku 1 i 1l oraz
rzutowa¢ je na kierunki x wzglednie yO Nalezy jeszcze
pamieta¢, ze dla przekroju niesymetrycznego skrecanie za-
chodzi¢ bedzie wokdo+ Srodka sScinania S *rys06)o

4«2*1* 1i\plyw skrecania
Jednostkowy moment skrecajacy

mE,B) s r 2 (sn@n) sin nx4

Pomi jajac wptyw deplanacji przekroju, wyznaczymy kat
skrecenia z zaleznosci

GJ « L2 m(4,0)
s d4

Uwzgledniajac, ze dla 4= 0j 1> ifg 0, otrzymamyz

Przemieszczenie poziome linii Kk bedzie zatem réwne

VX a = TP

lub uwzgledniajac (9)

@0)
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4e2,2. Wpkyw sit T(X)

Wskutek dziatania sit+ 1(x) belka ulegnie ugieciuw pta-
szczyznie poziomej i1 pionowej (rys,7)# Poza tym sity Q?X)
powodujg powstanie w przekroju x sidy normalnej

X =3 r(x) dx»l X~Tn cos nx4,aa,3 ¢~N(*) Tn sin at, (31)

Wywodane sitami T(X) momenty zginajgace wynoszas

X b - Xr (32a,b)

Uwzgledniajac (32a) 1 (31) otrzymamy po dwukrotnym scak-
kowaniu przyblizonego réwnania rézniczkowego osi odksztatco-
nej belki szukane przesuniecie poziome

3

Wydtuzenie whtokna k przedstawia sie natomiast (przy po-
mini ciu przewezenia poprzecznego) nastepujacos
b?

* Q _ T~W
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Po uwzglednieniu (31) otrzymamyg

b2 2

ENix AT+ + \ sin njr®

4.2.3. Wptyw sit v(xX) 1 s(X)

Moment zginajacy belke w p¥aszczyZnie poziomej, wywodany
sidami V(X) 1 S(X), jest réowny (rys05)

»(0 - & ) 2Cvn™n) sin (35)

* *

Po dwukrotnym scatkowaniu réwnania rézniczkowego linii
ugiecia, otrzymamy we wspodrzednych bezwymiarowych przesung.?"
cie poziome

- -1ie si“ <36)

Wydduzenie wkdkna Kk przedstawimy zas przy pomocy (35)
nastepujaco 8

M2x"’\|_| Lo—riin

4.3. Obliczenie sit oix) i 1(X)

W celu obliczenia niewiadomych sit przekrojowych superpe»
nujemy wyzej obliczone odksztalcenia i zadamy spednienia
warunkow zgodnosci odksztatcen (4) 1 15)9 wzdduz linii kO

Zapiszemy to nastepujaco?
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Po wstawieniu w poy/yzsze warunki (38) poprzednio obltezo<
ne odksztatcenia sktadowe (18)9 (26)9 (@B4/9 (3?) Oraz (¢0),
(28), (30), (@3)9 (B6) otrzymamy pc uporzadkowaniu nastepu-
jJacy ukdad rownan3

2

n |WIn 1 1 rS1 .Q , 12 M .2 hov1
nil* “*n <F+J*+V r Snrr ***W ~o>n

P
ANn A8 bo | «iVQn v2 /A ,Err "
M{T T~ HyjTd n Lr Jq GJsJ™n

gdzie 9

Uktad (39) rozwigzac¢ nalezy kolejno dla kazdego a « 1,2,
3o00# k, przy czym k okresla ilos¢ wyrazéow szeregu uwzgled-
nionych  rozwinieciu (1) dla obcigzeniaO

Ogélnie z {J5?) otrzymamy niewiadome wspotczynniki rozwi-
niecia 2) i (B3) w postacig

h “ 1+ B kn Vn (40)
gdZ1x vV ,2 3., \/Z\J iV2arin yln r2\)
slh 2n o Ti" In\i 2n oV uste] .2 U°2n VZ2n J yd
Hn
232
4 w & -y ~Rirhinn 1nPoARY EbOV
lub
J3K 3}*JA TfTe} (4D
lin = n

gdzie
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V.
A=l AN 5 _ 1n wln
Ny TP T 1 @
h \Y; n V2n '2n
. E 2 2> .r \, 1na
n=6GXxr I>DF+V “ h CD)
2
“T-[CF +P> sV omo - (45
_E ,2 .3 .2
Un 268" F (46)
@7
Sdzle "fFTEr2 « 0% A2n]
i4S)

Z zaleznosci (40) wynika, ze kolejne wspédczynniki Sn
rozwiniecia (2) sa mniejsze od odpowiednich wspédczynni-
kéw Vn, zatem efektywna sida sprezajgca pltyte jezdni S(X)
jest oczywiscie mniejsza od rzeczywistej sidy sprezajacej,
czyli sidy naciggu kabli. Gdy sztywnosc¢ przyjmiemy ja-
ko réwng zeru, to jak wynika ze wzoru (40) 3n » 7 ,

Im wieksza zas bedzie sztywnos¢ pozioma belki lub sztywnosc¢
skrecania, tym mniej efektywnie sprezona bedzie plytad

W konkretnym przypadku projektowania tego rodzaju konstruk-
cji mostowej nalezy zatem uwzgledni¢ powyzszy fakt 1 zwiek-
szy¢ odpowiednio side naciagu kabli sprezajacych©

50 Przyk#ad

Dla zobrazowania wielkosci oméwionych wyzej wptywdw roz-
patrzmy konstrukcje przedstawiong na rys080 Do obliczen przy-
jeto zastepczy przekrdj poprzeczny jak na rys©8bo® (Wpomiki
z uwagi na matg wielkosS¢ zostaty pominiete).
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/mf; U/U-4 . '/y////////////<|///

1 1

A
]30 1 60* 500 ‘60 90

Rys.8» a) Przekrdéj poprzeczny mostu, b) Zastepczy przekréj
poprzeczny przyjety do obliczen

Danet Rozpietos¢ mostu 1  25*00 m
F«l,20m2 JH » 0,036 m4
Jv a 0*40 m4 E a 3,5*106 T/m2
Js = 0,117 m4 G - 1,5«106 T/m2
Przyjmijmy dla naszych rozwazan, ze sidta sprezajaca V
jest rownomiernie rozdozona na diugosci przesta i réwna jed-
nosci* Poszukowang site efektywnie sprezajaca otrzymamy z

(@), (@0). Uwzgledniajac w rozwinieciu () pie¢ pierwszych
wyrazow szeregu, obliczono kolejno wspétczynniki  Sn dla

= 0,167 oraz (la 0 i zestawiono w ponizszej tablicy*
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*n mnoznik
n  n-0,67 0 i
1 0,725 0,725
Vi S sY_Y
2 0,699 0,689 V2 an
3 0,676 0,672 V3
4 0,649 0,647 V4
5 0,620 0,609 V5

Jak wida¢ z tablicy, pierwszy skdadnik szeregu w(.X) ulegt
zmniejszeniu o okO 2355, za$ dalsze sg odpowiednio coraz bar=
dziej pochtaniane na rzecz energii odksztatcenia belki glow=
nejo -

Zadane obcigzenie jednostkowe Y{Xx) « 1 przedstawi¢ moze-
my w postaci szeregu

V(x) - sin (nh « 1,3,5,000)

Uwzgledniajac jedynie pierwsze trzy skdadniki powyzszego
szeregu, otrzymamy dla X s

S1 »0,725 £ sin—- s 0,725x1,274 « 40,925 tm
ss 0,676 sin s -0,676 x 0,425 = -0,287 t/m
s 0,620"™ sin 3 0,620x0,255 * 40,158

Sita efektywnie sprezajgca 3 jest zatem dla x » 1/2
w przyblizeniu réwna

S S 0,925 0,287 -0,153 a 0,796 t/m

co w pordwnaniu z odpowiednim przyblizeniem sity sprezajacej
V stanowi

kK s v 100 -~ v o f 100 =~ 72f2f]
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EINFLUSS DER HAUPTTRAGERSTEIFIGKEIT AUF DIE
QUER70BSPAHHUHG DER FAHRBAHNPLATTE

Zusammenfassung

Zweistegige Plattenbalkenbricken mit nur zwei Endquer-
tragern sollte man stets nur als langs- und quervorgespannte
Systeme ausfihren® Die effektive Quexworspannkraft der Fahr-
bahnplatte wird bei Bericksichtigung der Drill- und Quer-
steifigkeit der Haupttrager ermittelt« Die Fahrbahnplatte
wird dabei als Scheibe mit verstérkten Randern betrachtet
und die effektive Vorspannkraft in Pourierreihe dargestellt8
Ein Zahlenbeispiel illustiert die Untersuchungen«
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BJM3HHE JaECTKOCTM M B Ifl1 BAJIOK
HA HPEUBAPHTBJIHOE HATP.TKiSHHE 1IJMTH HPOCTEti HACTH
EETOKHMX MOCTO0B

CoAepKaHHe

3 CTaTHe pa3CMaTpKBailTCH Bmxme KeciKocTii 6a=
JIOK-xeJiesoberoHHoro moota o abox rJiaBHBtx 6ajncax
Ha HHTeHCHBHocTB aaeKTHBHoro npejtBapHTeji'Horo Ha-
npHKeHKH iuMTb! npoé3AeE aacTH<

liojiyaeHHKe pedyjrraTK npescTaBJiaeTCH e Base pa-=
AOB $ype H HIDICTpyeTCH HHCJieHHKM npiiMepcMo

\



