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WPŁYW SZTYWNOŚCI BELEK GŁÓWNYCH 
NA SPRĘŻENIE PŁYT POMOSTOWYCH

Streszczenie,, Żelbetowe konstrukcje mostowe o dwóch 
belkach głównych i jedynie dwóch poprzecznicach końco
wych należy z reguły sprężać podłużnie i poprzecznie0 
Przy określaniu wielkości sprężenia poprzecznego płyty 
jezdni konieczną rzeczą jest uwzględnienie sztywności 
belek głównych na skręcanie i zginanie poziome, które 
to czynniki wpływają na zmniejszenie efektywnego sprę
żenia płytyo Traktując płytę jezdni jako tarczę, wzmoc
nioną belkami krawędziowymi, wyznaczono efektywną si
łę sprężającą w postaci szeregu nieskończonego0 
Rozważania zilustrowano przykładem liczbowym,.

1 o Wstęp
V/e współczesnych konstrukcjach mostowych daje się zauwa

żyć dążność do zmniejszania ilości dźwigarów głównych© Coraz 
częściej stosuje się belkowe mosty drogowe z dwoma dźwigara
mi głównymi, rozstawionymi w odległości 6 m i więcejo Jeśli 
ograniczymy ilość poprzecznie stężających do jedynie dwóch 
podporowych, to otrzymamy ustrój wyróżniający się prostotą 
formy i wykonawstwa a nawet i kosztem w porównaniu do innych 
bardziej skomplikowanych form (rys0l)o

Rozdział poprzeczny obciążenia dokonuje się w tym wypad
ku jedynie poprzez płytę, Wielkości sił wewnętrznych, dla 
tego rodzaju konstrukcji, należy wyznaczyć koniecznie z 1 
uwzględnieniem przestrzennej pracy ustroju np0 w sposób po
dany w [1] , [2] , [3] o Zakłada się przy tym monolityczność 
ustroju© Tak więc wystąpienie rys może spowodować zasadnicze 
zmiany w wielkości obliczonych sił wewnętrznych© Zagwaranto
wanie dostatecznej pewności na rysy jest więc naczelnym wa
runkiem dla tego rodzaju konstrukcji© Zachowanie tego warun
ku narzuca konieczność podłużnego i poprzecznego sprężenia



2b Rudolf Koppel

konstrukcji« Wielkość siły sprężającej belki główne wyznaczyć 
nałoży z uwzględnieniem rzeczywistej szerokości współpracu
jącej płyty [zmiennej na długości belki) sposobem podanym 
przez cSchleeha [4]#
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Rys01« Przekrój poprzeczny i podłużny mostu dwubelkowego

Celem niniejszego artykułu jest ocena wpływu sztywności 
belek głównych na efektywność sprężenia poprzecznego płyty0 
W wypadku obciążenia siłami pionowymi belki główne ulegną 
ugięciu pionowemu i skręceniu0 Skręcenie wpływa zaś na wiel
kość momentów w płycie, powodując zmniejszenie momentów pod
porowych a zwiększenie momentów przęsłowych. Zauważmy, że 
sztywność belki głównej na skręcanie i zginanie w płaszczyź
nie poziomej wpływa na efektywne sprężenie poprzeczne płyty 
jezdni, gdyż część siły sprężającej przechodzi w energię 
odkształcenia belki głównej. Oczywiście, nie bez wpływu po
zostaną również poprzecznice podporowe, ’'tore w danym przy
padku posiadać winny możliwie dużą sztywność« Jeśli ograni
czymy nasze rozważania jedynie do środkowej części przęsła, 
dostatecznie oddalonej od poprzecznie końcowych to wpływ ich 
może być, z dostateczną dokładnością pominięty0 [Dokładniej-
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sze względnienie wpływu poprzecznie wymaga obszerniejszej 
analizy i będzie podane w innej pracy

2 5» S.ohemat statyczny ustro.iu
Załóżmy, że rozpatrywany ustrój obciążony jest jedynie 

siłami sprężającymi centrycznie, poprzecznie płytę jezdni - 
V(x)» Zagadnienie sprowadza się zatem do rozwiązania tarczy 
prostokątnej wzmocnionej belkami krawędziowymi» Dokonując 
odcięcia płyty od belek głównych i zakładając w płaszczyźnie 
przecięcia niewiadome siły normalne S(x) « o'xoh i styczne 
T(x) a 'Tyx«h otrzymamy schemat statyczny przedstawiony na 
rysa2 0
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Siła s (x )  jest siłą efektywnie sprężającą płytę jezdni 
i postaramy się wyznaczyć ją w zależności od siły naciągu 
kabli sprężających v (x ) i parametrów geometrycznych ustroju# 
Niewiadome siły wewnętrzne poszukiwać będziemy w postaci sze
regu Fouriera# Przyjmujemy zatem następujące rozwinięcia? 
dane obciążenie zewnętrzne ^naciąg kabli) ,

v(x) » S v nsino^x [t/m] (i)

niewiadome siły wewnętrzne

S(x) a 2snsina^x [t/m] (2)

t(x) a STncosofnx [t/m] (3)

gdzie <xn a nr/L n a 1,2,3#..

3. Warunki brzegowe
1» powyższym rozdziale przyjęto, że siły wewnętrzne w pła

szczyźnie przecięcia są skierowane przede wszystkim równole
gle do płaszczyzny środkowej płyty jezdni, a składowe naprę
żenia i r jako wartości średnie na grubości h tar
czy# Pomijając jeszcze opór płyty jezdni na zginanie sprowa
dzono problem do zagadnienia tarczy# IW związku z pominięciem 
sztywności płyty na zginanie (oraz dla uproszczenia obliczeń) 
przyjmujemy, że płyta jezdni połączona jest z żebrem nie 
wzdłuż całej wysokości h ( a więc nie monolitycznie), lecz 
wzdłuż linii styku k, leżącej na wysokości płaszczyzny środ
kowej pasa (połączenie przegubowe). Warunki nierozdzielności 
spełnimy jedynie dla tejże linii k# Wymagamy zatem aby wzdłuż 
linii k zachodziła zgodność odkształceń ć i przesunięć 
vx płyty i belki, czyli
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Wx, vx odnoszą się do płyty
śx, odnoszą się do belki

Warunki i 1 ) i (2 ) wystarczą do wyznaczenia niewiadomych sił 
S(x) i t ( x )0

Poprzecznice podporowe potraktujmy jako bardzo sztywne 
w płaszczyźnie pionowej a nieskończenie wiotkie w płaszczyź
nie poziomej o Wskutek tego należy przyjąć, że?

a) belki główne są na działanie momentów skręcających 
sztywno utwierdzone w poprzecznicachj

b) skręcający moment utwierdzenia nie wywołuje znaczniej
szych ugięć poprzecznicyj

c) połączenie belki głównej z poprzecznieą jest "zawia- 
sowe" 0 Odnośnie brzegów płyty x = 0 i x = L przyjmujemy, 
że

d) podparcie na poprzecznicach jest przegubowe i nieprze- 
suwne w kierunku z i y§

e) naprężenie normalne <tx(xsO,l) s 0 (zerowa sztywność 
poprzecznie na zginanie w płaszczyźnie poziomej).

Praktycznie założenia powyższe odnośnie poprzecznie koń
cowych nie będą dokładnie spełnione, jednak powstające wsku
tek tego zaburzenie stanu naprężenia będzie szybko malało 
tak, że można z dostateczną dokładnością przyjąć, że wpływ 
ten na partię środkową będzie już bez praktycznego znacze
nia.

4o Wyznaczenie niewiadomych sił 3(x) i l(x)
4o1o Wyznaczenie odkształceń płyty .jezdni

Odkształcenie i przesuniecie punktów linii k płyty jez
dni (£x i v ) od sił S^x) i T(x) obliczymy poprzez super
pozycję. Ponieważ siły te leżą w, płaszczyźnie środkowej pły
ty, przeto mamy do rozwiązania zagadnienie tarczy0 Rozwiąże
my je oddzielnie dla każdej siły przy pomocy funkcji naprężeń 
Airy'ego.

4.1.1o Tarcza obciążona siła Tix)
Rys.3. przedstawia wyciętą płytę jezdni, którą w dalszym 

ciągu traktować będziemy jako tarczę, z działającymi na nią
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jedynie siłami stycznymi t(x)* Przyjmijmy, żo siły brzegowe 
T(x) wywołują na brzegu tarczy y = b naprężenia i <?* 
i odkształcenia 6^ i v1 • x y

Funkcję naprężeń F spełniającą równanie różniczkowe 
tarczy

AAF » 0 
przyjmujemy w postaci szeregu

p - ę v inv  &

gdzie

Yn - 1/«£[U1n + V B1n> ^  iC1 » V , >  •“"*] (7)

Z uwagi na symetrię kształtu i obciążenia uwzględniamy 
warunki

^(ys+b) “ ^(jte-b)

^y(y-+b) " ^yCy^-b)
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które pozwalają wyznaczyć dwie stałe funkcje naprężeń

C1n s A1n 
D1n " B1n

Uwzględniając powyższe stałe, możemy funkcję naprężeń 
przedstawić w postaci

F • :a1 cosh^y - <xnyB1nsinho^y) sinayc (8 )
n ac‘~ n

która jest symetryczna względem zmiennej y*
'Wprowadzając układ współrzędnych bezwymiarowych £ = “
7 s możemy funkc ję naprężeń (8 ) przedstawić następująco

F a 2 X ( “j )2 cosh nx 7 - njr^B^ sinhiMn^Jsin nxi(9)

fi oparciu o (9 ) otrzymamy
2

&1x m a 2 Xj(A1n - 23in ) cosh nxri - rur??B1nsinh n^ryjsinn^
(10)'

2 *
<5̂  s “2 .Ztlincosh ajn?~ ajn2Bln sinh n^jsin nx^

02Pr a „ ¡g .21! (A. -B,, )sinh nan? - n o B .  cosh njrr cosnrfe 
0x0y » L 1n 1n 1n % 2)

W
ruski

»' celu wyznaczenia stałych A^n i B- , wykorzystamy wa
si brzegowe dla ysb wzgl0 7 « -jj- «£>

^1y(£»p) ~ 0 (13)

^  ( 1 4 )
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Uwzględniając (11) i (*I3) oraz (12) i (14) otrzymamy na
stępujący układ równali

2A^n cosh nsr(3 - 2nx(3 sinh nxp> 0 B1n » 0

Tn- 2A1n sinh n x [ h  + B1n 2(sinh m r(3+ nar¡3 cosh n x [ b )  m

po rozwiązaniu którego otrzymamy*

iA1n " 2h *1n 

B1n 3 2h ^1n

gdzie
Y _ 2nx(3sinh, nyfl, (15)
n n  " 2n x [5 + sinh(2njr(3; v

n 2 cosh njr/3
1n 3 2nx(3 + sinh(2njrp)

Po wyznaczeniu stałych można już obliczyć odkształcenia 
£1x i v1x m  trzeSu ^  C?“!3)* Zależność (10) i (11) przyjmie postać:

^ x “ ['*?ein”2 ^1n  ̂ cosîl nXr? “ nXTl ^1n sinil n3r7?]s in  nx^n (16)
T

G. c o s h  n x t ]  -  njri? 4>1n sinh nsrrçjsin narè, (17)
n

E é 1 x  3  ^ 1 x ^ , i 3 )  ”  3

" r Ç Tn {[(1+^ * l n ” 2^in]c°sh njr(3 -(l^Jnarß^sinh rarßjsin nx4*

" h S Tn w1n sin(̂n3r̂  i18)
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gdzie
1n [(l+/i)^n“2ę1iJcosh nx(3- (l+<u)nxf3ę1n sinh nx/3 (1 9 )

7
EV1x 3 L/ ^ V ^ x Jdl? 3O

{ [ ( M \ n+ ( M i > 1n]sinh nr/3- 

- (l+/i)nx^la cosh nx(3 j sin(n3T&) =

3 “ i r Z  Tn *1n sin(nxfi)

(20)

gdzie
Y>1n 3 C14̂ “ ) { K  + T 7 ^ " i>lJ sinh n^ “

- nsr(3 §1n cosh mr(3 j (21)

4e1»2» Tarcza obciążona siłami S(x)
Schemat obciążenia tarczy przedstawia rys«4» Z uwagi na 

symetrię funkcja naprężeń ma postać analogiczną do (9)0
Możemy zatem napisać

^ 2ę ^ ) 2 [A2n c°sh nXTi “
-nxij> B2n sinh nx^Jsin nx£,

gowe

3 " 17 Z  3nsin n3r̂

r (£,, (ł) « o yx' ’
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otrzymamy po uwzględnieniu (11) i ( 12 ) następujący układ rów=
nan

A?r| 2cosh nsrß - B2n 2njr(3 sinh nxß « ̂  Sn

A2n 2sinh njr(3 -  B2n 2 (sinh rur(3> nsrßcosh nX/3 )  ̂ 0

z którego otrzymamys
Sn 2(sinh njq3 + nx/3 cosh nT/3 )  ̂Sn

A2n * 2h {,2 nxß* siałT 2 nxß) s 2 h ^2n

S 2sinh nxß . S„
• r  _  n  1  _ n  Q

2n “ 2h (2nx[3 + sinh 2nxßj~ 2 h 2n

gdzie

v _ 2 (sinh njri3 + nxfl cosh nxß ) /00\
^ n  “ 2nx0 + sinh 2nxß

_ 2 sinh nxß
2n ~ 2nxß + sinh 2nxß (23)

Odkształcenia ¿2x i v2x będą miały postać analogiczną 
do (18) i (20) a zatem

g
<r2x= ^ ^  fen_2l?2n) cosh nXl? ” nxw2n s'iQh rjr7?]sin n5rê (2 4)n _ 2

*s -Zjj~ [^nc°sh nxi? - njrî >2n sinh X7?]sin nx4, (2 5)

E£2x " ° 2 ^ ' &  ” " (26)

» r X Sn|&1+^ ^ n ~ 2e2rJcosh n;ri3 “(1 +<u)nirße2nsinh nxßjsin nx§= n
1



Wpływ sztywności belek głównych na sprężenie«,», 35

gdzie
w2n ; [(1 +{i) « 2^2n]cosh nx£~ (l+^MT^^sinh nx(3

(27)

Ev2 s ~ F  3n{[(l+^)^n+(l-^)^2Jsinh nT,3Tl
1 *  °

-(l+̂ )nJr/3i>2n cosh nar̂ Jsin nx£ a (2S)
4

3 - ¿ I S n ^ 81® ^
gdzie

W2n - (l+^)(|l){[^n+ ^ J sinh nJr<3 “ ^2n cosh nX|4
£29)

4e2„ Wyznaczenie odkształceń belki
Na ryso5 przedstawiono przekrój poprzeczny odciętej bel

ki z działającymi na nią siłami V(x/, S(x) i T(x)® Zgodnie 
z założeniem (4 ) i (5) wyznaczyć należy odkształcenia £x 
i vx zachodzące wzdłuż linii k0 W dalszym ciągu rozpatrzymy

n

V(x)

Nys o 6
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tylko przekrój prostokątny (rys05)o Uwzględnienie przekro
ju niesymetrycznego (rys06) nie przedstawia zasadniczej 
trudności« # tym wypadku należy siły V,S i T rozłożyć na 
kierunki równoległe do głównych osi bezwładności I i II, 
obliczyć odkształcenia zachodzące w kierunku I i II oraz 
rzutować je na kierunki x względnie y0 Należy jeszcze 
pamiętać, że dla przekroju niesymetrycznego skręcanie za
chodzić będzie wokół środka ścinania S *rys06)o

4«2*1* 1iVpł-yw skręcania
Jednostkowy moment skręcający

m(£,(3) s r 2 ( snraVn ) sin nx4

Pomijając wpływ deplanacji przekroju, wyznaczymy kąt 
skręcenia z zależności

GJ « L2 m(4,0)
s d4

Uwzględniając, że dla 4= Oj 1> ifg 0, otrzymamy z

Przemieszczenie poziome linii k będzie zatem równe

V  a  =  T(P
X  ^

lub uwzględniając (2 9)

s
(3 0)
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4e2 ,2 .  Wpływ sił T(x)

Wskutek działania sił l(x) belka ulegnie ugięciu w pła
szczyźnie poziomej i pionowej (rys,7)# Poza tym siły Q?(x) 
powodują powstanie w przekroju x siły normalnej

X = J r(x) dx»l X^Tn cos nx4,aą,3 ¿^(^*) Tn sin nsrt, (31)

a) b)

0 *■\ . J,JX

u

Wywołane siłami T(x) momenty zginające wynosząs

X b - X r (32a,b)

Uwzględniając (32a) i (31) otrzymamy po dwukrotnym scał- 
kowaniu przybliżonego równania różniczkowego osi odkształco
nej belki szukane przesunięcie poziome

T * s l n  n x 4
(33)

Wydłużenie włókna k przedstawia się natomiast (przy po- 
mini ciu przewężenia poprzecznego) następującos

b? _2*1_ o r~ w“ -r
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Po uwzględnieniu (31) otrzymamyg
b2 2

E ^ix ^ T + + \  sin njr̂

4.2.3. Wpływ sił v(x) i s(x)
Moment zginający belkę w płaszczyźnie poziomej, wywołany 

siłami V(x) i S(x), jest równy (rys05)

»(O - 2 & r ) 2Cvn^n) sin (35)Tl »* *
Po dwukrotnym scałkowaniu równania różniczkowego linii 

ugięcia, otrzymamy we współrzędnych bezwymiarowych przesuną.?' 
cie poziome

- - i ę  si“ <36)

Wydłużenie włókna k przedstawimy zaś przy pomocy (35) 
następująco 8

M 2x " ̂  Ło - r  " 4  ^H ii n

4.3. Obliczenie sił oix) i l(x)
W celu obliczenia niewiadomych sił przekrojowych superpe» 

nu jemy wyżej obliczone odkształcenia i żądamy spełnienia 
warunków zgodności odkształceń (4 ) i 1,5)9 wzdłuż linii k0

Zapiszemy to następująco?
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Po wstawieniu w poy/yższe warunki (3 8) poprzednio obl±ezo< 
ne odkształcenia składowe (18)9 ( 2 6)9 (34/9 (3?) ©raz (¿o),
(28), (30), (33)9 (36) otrzymamy pc uporządkowaniu następu
jący układ równań 3

2
n» |Wln 1 i1 rS l  . Q , i2 M  , 2  ho v 1
n 1“  “ *n <F + J* + V r Sn r r  * * * W  ^  >n

Tn{
^1n -v3 bo |
T T ’ H yjTJ n« i

V.2n
p 2v2 /Ań , E r '
H Lr J3 H

gdzie

GJsJ'n 

(39)
Ł-n̂ r

Układ (39) rozwiązać należy kolejno dla każdego a « 1,2, 
3oo# k, przy czym k określa ilość wyrazów szeregu uwzględ
nionych v/ rozwinięciu (1) dla obciążenia0

Ogólnie z {j>?) otrzymamy niewiadome współczynniki rozwi
nięcia (2 ) i (3 ) w postacig

Jn “ 1 + 53 kn Vn (40)

gdZ1x V ,2 3 „ v2\l i V 2 a r i n  y1n r2\)
slh 2n o Ti' 1n\i 2n o J usłe| .2 U°2n V72n J yJ

Hn
4 w & - y ^ R i r h b -A3JIn n 1n o n

Ę 2 3 2 Gbo V

lub
J3 K  }* JA  f e}

“n ‘
(41)

n
gdzie
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Nn ^ ¡ L ^ ł  \(i + Ł ) hl-
. 2 L'p J u)n h v 2n

V.1n w1n
V2n "2n

] (43)

„ E 2 2 [>1 . r \ , 1n]
n = G Xn r l>F + V  “ h J

2

" T - [ (f ł P >  + V m  -

(44)

(45)

E .2 ,3 „2 
n - o boU_ = r  K  ^  r (46)

(47)

Sd2le ^ f f E r 2 »o*:«. ° ^2n|

i4 S )

Z zależności (4 0) wynika, że kolejne współczynniki Sn 
rozwinięcia (2 ) są mniejsze od odpowiednich współczynni
ków Vn, zatem efektywna siła sprężająca płytę jezdni S(x) 
jest oczywiście mniejsza od rzeczywistej siły sprężającej, 
czyli siły naciągu kabli. Gdy sztywność przyjmiemy ja
ko równą zeru, to jak wynika ze wzoru (40) 3n » 7  ,
Im większa zaś będzie sztywność pozioma belki lub sztywność 
skręcania, tym mniej efektywnie sprężona będzie płyta©

W konkretnym przypadku projektowania tego rodzaju konstruk
cji mostowej należy zatem uwzględnić powyższy fakt i zwięk
szyć odpowiednio siłę naciągu kabli sprężających©

5o Przykład
Dla zobrazowania wielkości omówionych wyżej wpływów roz

patrzmy konstrukcję przedstawioną na rys08© Do obliczeń przy
jęto zastępczy przekrój poprzeczny jak na rys©8b© (Wpomiki 
z uwagi na małą wielkość zostały pominięte).
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Rys.8» a) Przekrój poprzeczny mostu, b) Zastępczy przekrój 
poprzeczny przyjęty do obliczeń

Danet Rozpiętość mostu 1 25*00 m
F « 1 , 2 0 m 2 JH » 0,036 m4
Jv a 0*40 m4 E a 3,5*106 T/m2
Js = 0,117 m4 G - 1,5«106 T/m2

Przyjmijmy dla naszych rozważań, że siła sprężająca V 
jest równomiernie rozłożona na długości przęsła i równa jed
ności* Poszukowaną siłę efektywnie sprężającą otrzymamy z
(2), (4 0). Uwzględniając w rozwinięciu (2 ) pięć pierwszych 
wyrazów szeregu, obliczono kolejno współczynniki Sn dla
¿i = 0,167 oraz ¿1 a 0 i zestawiono w poniższej tablicy*
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n
*n mnożnik

Vnm  - 0 ,1 6 7 0

1 0 ,72 5 0,725 V1
2 0,699 0,689 V2
3 0,676 0,672 V3
4 0,649 0,647 V4
5 0,620 0,609 V5

S s Y Y n a n

Jak widać z tablicy, pierwszy składnik szeregu v(.x) uległ 
zmniejszeniu o ok0 285$, zaś dalsze są odpowiednio coraz bar= 
dziej pochłaniane na rzecz energii odkształcenia belki głów= 
nejo ..

Zadane obciążenie jednostkowe Y{x) « 1 przedstawić może
my w postaci szeregu

V(x) - sin ̂  (n « 1,3,5,ooo)

Uwzględniając jedynie pierwsze trzy składniki powyższego 
szeregu, otrzymamy dla x sa

S1 » 0,725 £  sin —  s 0,725 x 1,274 « 40,925 t/m

ss 0,676  ̂  sin ss -0,676 x  0,425 ■= -0,287 t/m

s 0,620  ̂  sin 3 0,620 x 0,255 * 40,158

Siła efektywnie sprężająca 3 jest zatem dla x » 1/2
w przybliżeniu równa

S S 0,925 “0,287 -0,153 a 0,796 t/m

co w porównaniu z odpowiednim przybliżeniem siły sprężającej 
V stanowi

k  s  v  1 0 0  “  v o f  1 0 0  “  7 2 f 2 f j
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EINFLUSS DER HAUPTTRÄGERSTEIFIGKEIT AUF DIE 
QÜER70BSPAHHUHG DER FAHRBAHN PLATTE

Zusammenfassung
Zweistegige Plattenbalkenbrücken mit nur zwei Endquer

trägern sollte man stets nur als längs- und quervorgespannte 
Systeme ausführen® Die effektive Quexworspannkraft der Fahr
bahnplatte wird bei Berücksichtigung der Drill- und Quer
steifigkeit der Hauptträger ermittelt« Die Fahrbahnplatte 
wird dabei als Scheibe mit verstärkten Rändern betrachtet 
und die effektive Vorspannkraft in Pourierreihe dargestellt 8 
Ein Zahlenbeispiel illustiert die Untersuchungen«
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BJM3HHE JaECTKOCTM M B I f l I  BAJIOK _  
HA HPĘUBAPHTBJIHOE HATP.TKîSHHE IÎJMTH H P O C T E tî HACTH 

EETOKHMX MÖCT0B
\

C o Â e p K a H H e  
3 CTaTHe pa3CMaTpKBaiûTCH Bmxme KeciKocTii 6a= 

JIOK-xeJiesoöeroHHoro moot a  o âbox rJiaBHBtx ôajncax 
Ha HHTeHCHBHocTB aâeKTHBHoro npejtBapHTeji'Horo Ha- 
npHKeHKH iuMTb! npoê3ÂeË aacTH <>

IiojiyaeHHKe pe3yjrraTK npescTaBJiaeTCH e B a se  pa-= 
ÄOB $ y p e  H HJDîCTpyeTCH HHCJieHHKM npiîMepcMo


