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TWIERDZENIE KRCNECKERA - CAHELLEGO ]
JAKO DODATKOM/E KRYTERIUM STATYCZNEJ STATECZNOSCI

Streszczenie« W pracy zwrdocono uwage m koniecznoscé
przestrzegania przy obliczaniu obcigzen krytycznych,
w przypadku gdy stan krytyczny opisujg liniowe, nie-
jJednorodne réwnania rézniczkowe, algebraicznego iwier-
dzenia KRONECKERA - CABELLEGOoO

N przytoczonych przykdadach obliczono obcigzenie
krytyczne prostych, liniowo sprezystych pretow o sta-
+ej sztywnosci, przegubowo I przegubowo przestawnie
podpartych na koncach,, obcigzonych sidg podtuzng, przy>
4ozong do koncow pretdw na mimosrodkach e oraz na
mimosrodach +e0

W przypadku, gdy stan krytyczny ukdadu opisujag liniowe,
niejednorodne rownania rézniczkowe prowadzace do algebraicz-
nego ukdadu rownan

(1)

obcigzenie krytyczne uzyskuje sie z warunku znikania wyznacz-
nika podstawowego tego ukdadu, czyli

det]y--1® O. )

Ukdad rownan (1) nie bedzie ukdadem sprzecznym, zgodnie
z algebraicznym twierdzeniem KGRENECKERA - CAEELLEGO

(por0 np,,g [1], str0155), wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
rownos¢ rzedu macierz?

rzad [y--,] ® rzad [yt hj. G)
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Warunek () oznacza, ze

rajafyd . n - 1.

a zatem w stanie krytycznym ukdadu réwniez
rzad [y*r bj «n - 1L (@)

Wzor (4) przedstawia dodatkowy warunek, ktory musi byc
spedniony przy obliczaniu obcigzen krytycznych? innymi stowy
wy: ze zbioru parametréw uzyskanych z warunku () te i tyl-
ko te moga opisywa¢ stan krytyczny ukdadu, ktére zapewniaja
jJjednoczesne spednienie warunku (4)0

Dla ilustracji stosowania warunku (4) rozwigzemy dwa
proste przykdady.

Przykdad 1

Dany jest prosty, lirdowo spre-
zysty pret o statej sztywnosci EJ,
przegubowo i przegubowo przesuwnie
podparty na koncach, obcigzony si-
43 Sciskajaca ?, przytozong do
koncow preta na mimosSrodach e
(rysO1)o Obliczymy obcigzenie .kry-
tyczne tego pretal

Statecznos¢ tak obcigzonego pre-
ta rozwazana jest w kilku pracach,
np. wo £2], [3]e Wyniki podane
v tych pracach sg jedank obarczone
btedami, wynikdymi z nieprzestrze-
gania twierdzenia KRCNECKERA - CA-
PEI1EGOO

trzy dostatecznie matych mimo-
Srodach e , rownanie rézniczkowe
odksztatconej osi preta ma postac?

EJ ,3 * Er- Pe ©)
s
Catka ogdlng tego rownania jest

funkcja?

y ;s C, sinocl + C2 cosas - e, (6)
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gdzie
(L

Warunki brzegowe pretaj

y(©) « y(I) O @

proy/adza do nastepujgcego ukdadu algebraicznych réwnan li-
niowychs

(8)

Cdsinal-tC”coscclsse #

Z warunku znikania y/yznacznika podstawowego ukdadu rownaii
(8) otrzymany

sincd ® O»

co zachodzi przy
i » Nnr. (©)

Zgodnie z warunkiem (4) macierz
0 1 e
sinocl cosccl e

musi by¢ w rozwazanym przypadku rzedu pierwszego, a V/iec
musi rovmiez znika¢ wyznacznik

1 e
cosacl e

co zachodzi przy
cosocl a 1.

cavti i = n2r. (10)
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Warunek (10) zapewnia jednoczesne spednienie zwigzku (9),
zatem

iznY xhs )
Erzy otrzymamy wiec

<12)

Do Y/arunku (10) dla rozwazanego preta, mozna rowniez dojsc
na innej drodze, Z ukd#adu réwnan (8; mozna otrzymac

sintrl + e(cosccl«l )0, (3)

a po dalszych przeksztatceniach

sin m* (C" cos epl- e sin 0 as
Rownanie (14) bedzie speknione, jesli
Sin \C(DJ =0,

co zachodzi przy

aci S n 2X.

Otrzymalismy wn.ec rowniez warunek (10),

Na rysunku 2 pokazano wyboczong posta¢ rozwazanego pre-
ta, przy PKIL.

Wskazemy teraz na bdad w rozumowaniu przytoczonym np,
V pracy [2], w ktdérej otrzymano dla rozwazanego preta

3IZ EJ
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Z ukdadu réwnan (8) mozna wyliczycé

Rys. 2
1-pret przed wybocze-
niem# 2-pret wyboczony

otrzymamy
1
Q ds2

Przyjmujac funkcje

ST BN ©

Poniewaz przy
arl ax

wyrazenie Q_SZtraci sens, w pracy
[Z2] podano jakoby wtedy miat miej~
sce stan krytyczny pretak, Wniosek
taki jest btednyl w stanie krytycz~
nym ukdadu istnieje bowiem, przy
ustalonym CaoS nieskonczenie wiele
wartosci ., Pprzy czym wartosci
te posiadajg sens, sag one liczbami,
Dla przesledzenia zachowania sie
rozpatrywanego preta, w przypadku
gdy mimosrody przytozenia sidy sag
mate w pordéwnaniu z jego ddugoscig
rozwigzemy nieliniowe réwnanie roz~
niczkowe odksztakconej osi preta,
postugujac sie metodg GAIERK3MA«,
Dok#adne réwnanie rézniczkowe
odksztatconej osi preta ma postacs

1
EJV+Py—fPesO (1@
Uwzgledniajac, ze (porO rysol)
dac
1 s ac a ar3 sin
dsl ds
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wyrazajaca przyblizong postac¢ odksztatconej osi preta# to z

T/arunkuj
i

/ W [@L+2W 2]+ A0 + Pelsia™i d»50»

0
po dokonaniu nakazanych dziatan otrzymamy

Ej(H2\ A +EJ (%1

Al . 2el an
2 X
0,032 0,064 0096 0,16 ur

Hys.3



Twierdzenie Kroncckera - Capellego,«» 51

Na rysunku 3 pokazano, sporzadzone dla ustalonych warto-

Sci y w oparciu o wzér (17), wykresy funkcji PAt Z wykre-

séw tych Y/ida¢, ze przy matych wartosciach 28 wzrostem

éb sita P wzrasta poczawszy od pewnej wartosci +agodnie.

Przykt#ad 2
Dany jest prosty,

liniowo sprezysty pret o statej sztyw~

nosci EJ, przegubowo i przegubowo przesuwnie podparty na

Rys

Warunki brzegowe pretas

koncach, obcigzony sitg Sciska-
jaca P, przytozong do koncoéw
preta na mimosrodach + e (rys,4)
Obliczymy obcigzenie krytyczne
tego pretao

Statecznos¢ tak obcigzonego
preta rozwazana jest w kilku
pracach (por0O <8 [3] )= Otrzy-
mane tam wyniki sg jednak obar-
czone biedamio

Rownanie rézniczkowe odksztat-
conej osi preta, przy dosta-
tecznie matych wartosciach |e|,
ma postacg

2
EJ ~ m - Pe + Z2* s. (18)
ds

Catka ogélng tego rownania
jest funkcja8

2e
1

a9

y - D. sinacs + U" cosccs-e+

gdzie

aim ]f§~

y@©) y@)
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prowadzg do nastepujacego ukdadu algebraicznych réwnan linio-

wychs
2 a e, €0 )

sinctl + D2 cosarl a -e.

Z warunku znikania wyznacznika podstawowego uk#adu réwnan
20) otrzymamy

sincd s O»

co zachodzi przy

(@)

ocl » xix.

Zgodnie z warunkiem (4) macierz
r 0 1 el
Lsinccl cosccl -€ej

musi by¢ w rozwazanym przypadku rzedu
epierwszego, a wiec musi réwniez znikac
wyznacznik

1 e

cosad -e

30 zachodzi przy

cosarl s -1.

Czyli
arl « (@2n-1)x. 22)

Warunek (2) zapewnia jednoczesne spek-
nienie zwigzku (21;, zatem

e _ fen-1)2¥2£J @3)
S.

a’kEJ
-*1 «*> v

is& ss& jsssi

Na rysunku 5 pokazano wyboczong posta¢ rozwazanego preta-,
przy Pfcl.
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TEOPEMA KPOHHIKEPA -.KOriEJiIMPTO KAK JIOEAROTO-IM
KPMT.EPMM YCTOaP ROCTH

CO0Oaepzahne

R paOOTe 0OOpomeHO BHHMaHEe Ha HeOOXOJiHMOCTB
COO0InoeHHFI npii 3HHKCJTeHHK KpHTMHeCKOH HarpySKH
CTaTHHeCKOU yOTOIHHBOCTH npH yCJIOBHHs Korsa KpH-
TKHeCKOe GOCTQHHHS8 OHKCBIBaioT JDiHeUHHe HeOAHOpOA*“
HHe jJm$$epeHiiHOHoarBHHe ypaBHemw ajiredpairjecKol
teoper.iH KpoHeuKepa-Kapejumero O

iipHBejieHo ABa gHcneHHHe npnMepal

KRCK1CKER-CAJELX1 - THEOREM AIS ZUSATZLICHES KRITERIUM
DER STATISCHEN STABILITAT

Zusammenfassung

Ir. dieser Arbeit wurde auf die Notwendigkeit hingewiesen
bei Berechnung der kritischen Belastang das algebraische
Kronecker Capelll Theorem zu bericksichtigen, im Palle wen
den kritischer* Zustand lineare inhomogene, Differentialglei-
chungen beschreiben* .

"aigefthrt wurden zwei Zahlenbeispielc,



