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TWIERDZENIE KRCNECKERA - CAHELLEGO 
JAKO DODATKOM/E KRYTERIUM STATYCZNEJ STATECZNOŚCI

Streszczenie« w pracy zwrócono uwagę m  konieczność 
przestrzegania przy obliczaniu obciążeń krytycznych, 
w przypadku gdy stan krytyczny opisują liniowe, nie- 
jednorodne równania różniczkowe, algebraicznego iwier- 
dzenia KRONECKERA - CABELLEG0o

IV przytoczonych przykładach obliczono obciążenie 
krytyczne prostych, liniowo sprężystych prętów o sta
łej sztywności, przegubowo i przegubowo przestawnie 
podpartych na końcach,, obciążonych siłą podłużną, przy*» 
łożoną do końców prętów na mimośrodkach e oraz na 
mimośrodach +e0

W przypadku, gdy stan krytyczny układu opisują liniowe, 
niejednorodne równania różniczkowe prowadzące do algebraicz
nego układu równań

(1)

obciążenie krytyczne uzyskuje się z warunku znikania wyznacz
nika podstawowego tego układu, czyli

det|y..I ® 0. (2 )

Układ równań (1) nie będzie układem sprzecznym, zgodnie 
z algebraicznym twierdzeniem KGRENECKERA - CAEELLEGO 
(por0 np„g [1], str0155), wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi 
równość rzędu macierz?

rząd [y..,] ® rząd [y±^t hj. (3 )
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Warunek (2 ) oznacza, że

rajafyJ . n - 1. 

a zatem w stanie krytycznym układu również

rząd [y^r bj « n - 1. (4)

Wzór (4 ) przedstawia dodatkowy warunek, który musi być 
spełniony przy obliczaniu obciążeń krytycznych? innymi słowy 
wy: ze zbioru parametrów uzyskanych z warunku (2 ) te i tyl
ko te mogą opisywać stan krytyczny układu, które zapewniają 
jednoczesne spełnienie warunku (4)0

Dla ilustracji stosowania warunku (4 ) rozwiążemy dwa 
proste przykłady.

Przykład 1
Dany jest prosty, lirdowo sprę

żysty pręt o stałej sztywności EJ, 
przegubowo i przegubowo przesuwnie 
podparty na końcach, obciążony si
łą ściskającą ?, przyłożoną do 
końców pręta na mimośrodach e 
(rys01 )o Obliczymy obciążenie .kry
tyczne tego pręta0

Stateczność tak obciążonego prę
ta rozważana jest w kilku pracach, 
np. w o £2], [3] e Wyniki podane 
v tych pracach są jedank obarczone 
błędami, wynikłymi z nieprzestrze
gania twierdzenia KRCNECKERA - CA- 
PEllEGOo

trzy dostatecznie małych mimo- 
środach e , równanie różniczkowe 
odkształconej osi pręta ma postać?

EJ Ą *  Ęr-ds
Pe (5)

Całką ogólną tego równania jest 
funkcja?
y js C, sinocl + C2 cos as - e, (6)
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gdzie
(Ti

Warunki brzegowe prętaj
y(o) « y(l) 0 (7)

proy/adzą do następującego układu algebraicznych równań li- 
niowychs

C «i sinal-łC^coscclsse #
(8)

Z warunku znikania y/yznacznika podstawowego układu rownaii
(8) otrzymany

sincd ® 0»
co zachodzi przy

(9)cci » nr. 
Zgodnie z warunkiem (4 ) macierz

0 1 e
sinocl cosccl e

musi być w rozważanym przypadku rzędu pierwszego, a v/ięc 
musi róvmież znikać wyznacznik

1 e
cosacl e

co zachodzi przy 

Czyli
cosocl a 1 . 

cci = n2r. (10)
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Warunek (1 0) zapewnia jednoczesne spełnienie związku (9), 
zatem

i z n Ÿ x h s  („)

Erzy otrzymamy więc

<12)

Do Y/arunku (1 0) dla rozważanego pręta, można również dojść 
na innej drodze, Z układu równań (8; można otrzymać

sintrl + e(cosccl«1 )=0, (1 3)
a po dalszych przekształceniach

sin rp* (Ĉ  cos ep1 - e sin 0 (14)

Równanie (14) będzie spełnione, jeśli
✓

cci .Sin Y ~ = 0,
/

co zachodzi przy
cci s n 2x .

Otrzymaliśmy vn.ęc również warunek (10),
Na rysunku 2 pokazano wyboczoną postać rozważanego prę

ta, przy Pkl.
Wskażemy teraz na błąd w rozumowaniu przytoczonym np, 

v/ pracy [2], w której otrzymano dla rozważanego pręta
3TZ EJ 

= ~ '



Twierdzenie Kroneckera - CapellegOo««, 49

Z układu równań (8) można wyliczyć

e(l - cosai) sin arl
sincd. e <rl

COS
(1 5)

Ponieważ przy
arl a x

wyrażenie (1 5) traci sens, w pracy
[2] podano jakoby wtedy miał miej~ 
sce stan krytyczny pręta«, Wniosek 
taki jest błędny 1 w stanie krytycz~ 
nym układu istnieje bowiem, przy 
ustalonym CoS nieskończenie wiele 
wartości , przy czym wartości 
te posiadają sens, są one liczbami«, 

Dla prześledzenia zachowania się 
rozpatrywanego pręta, w przypadku 
gdy mimośrody przyłożenia siły są 
małe w porównaniu z jego długością 
rozwiążemy nieliniowe równanie róż~ 
niczkowe odkształconej osi pręta, 
posługując się metodą GAIERK3MA«, 

Dokładne równanie różniczkowe 
odkształconej osi pręta ma postaćs

Rys. 2
1-pręt przed wybocze- 
niem# 2-pręt wyboczony

1E J ~ + P y - f P e s OV (16)

Uwzględniając, że (por0 rys0l)
1 d CC s

ds1 oc a ar-3 sin ds
otrzymamy

1
Q ds2

Przyjmując funkcję
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wyrażającą przybliżoną postać odkształconej osi pręta# 
T/ar unkuj

i

/ W  [1 + 2 W 2] + ^ O  + Pel sia^i d»50»
0po dokonaniu nakazanych działań otrzymamy

Ej(f)2 \  A + EJ (f)4JT\4 1
Al . 2el
2 X

0,032 0,064 0096 0,16

Hys.3

to z

(17)

■r
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Na rysunku 3 pokazano, sporządzone dla ustalonych warto
ści y  w oparciu o wzór (17), wykresy funkcji P(Ą)t> Z wykre- 
sów tych Y/idać, że przy małych wartościach 28 wzrostem
A 
1

siła P wzrasta począwszy od pewnej wartości łagodnie.

Przykład 2
Dany jest prosty, liniowo sprężysty pręt o stałej sztyw~ 

ności EJ, przegubowo i przegubowo przesuwnie podparty na
końcach, obciążony siłą ściska
jącą P, przyłożoną do końców 
pręta na mimo środach +, e (rys, 4 ) 
Obliczymy obciążenie krytyczne 
tego prętao

Stateczność tak obciążonego 
pręta rozważana jest w kilku 
pracach (por0 np<»8 [3] )• Otrzy
mane tam wyniki są jednak obar
czone błędamio

Równanie różniczkowe odkształ
conej osi pręta, przy dosta
tecznie małych wartościach |e|, 
ma postaćg

2
EJ ̂  m - Pe + -2“  s. (18)

ds
Całką ogólną tego równania

jest funkcja8

Rys

y - D.

gdzie

sinacs + U^ cosccs-e+ 2e
1
(19)

aim ] f § ^

Warunki brzegowe prętas

y(o) y(i)
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prowadzą do następującego układu algebraicznych równań linio
wych s

I>2 a e, 
sinctl + D2 cosarl a -e.

(2 0)
Z warunku znikania wyznacznika podstawowego układu równań 

(2 0) otrzymamy

co zachodzi przy

Rys. 5

sincd ss 0»

ocl » xix. (21)

Zgodnie z warunkiem (4 ) macierz
r 0 1 e 1 .
L sinccl cosccl -ej

musi być w rozważanym przypadku rzędu 
•pierwszego, a więc musi również znikać
wyznacznik

1 e 
cos ocl -e 

30 zachodzi przy
cosarl s* -1.

Czyli
arl « (2n-1 )x. (2 2)

Warunek (2 2) zapewnia jednoczesne speł
nienie związku (21;, zatem

_ fen-1 )2Jr2£J (23)

i s & s s & j s s s i  r- * 1 «*> v
a-2EJ

Na rysunku 5 pokazano wyboczoną postać rozważanego pręta-, 
przy Pfc1.
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TEOPEMA KPOHHIKEPA -..KOriEJiJMPTO KAK JIOEAßOTO-IM 
KPMT.EPMM YCTOaP  ßOCTH

C 0 ä e p z a h hl e
ß paÖOTe OÖpomeHO BHHMaHEe Ha HeOÖXOJiHMOCTB

COÖJnö^eHHfl npii 3HHKCJTeHHK KpHTMHeCKOH HarpySKH 
CTaTHHeCKOÜ yOTOlHHBOCTH npH yCJIOBHHs Korsa KpH- 
TKHeCKOe G0CTQHHH8 OHKCBIBaioT JDiHeÜHHe HeOÄHOpOÄ“  
HHe jm$$epeHiiHOHoarBHHe ypaBHemw ajiredpairjecKoß 
t eoper.iH Kpo HeuK epa-Kapejum ero 0

iipHBejieHo ÄBa qHcneHHHe npnMepa0

KRCK1CKER-CAJELX1 - THEOREM AIS ZUSÄTZLICHES KRITERIUM 
DER STATISCHEN STABILITÄT

Z u s a m m e n f a s s u n g
Ir. dieser Arbeit wurde auf die Notwendigkeit hingewiesen 

bei Berechnung der kritischen Belastang das algebraische 
Kronecker Capelll Theorem zu berücksichtigen, im Palle wen 
den kritischer* Zustand lineare inhomogene, Differentialglei
chungen beschreiben* .

'aigeführt wurden zwei Zahlenbeispielc,


