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I .  W S T Ę P

Wiadomo ogóln ie ja k ie  tru d n o śc i n a s tręc za  rachunkowe wyznacze
n ie s i ł  uogólnionych w p ły tach  i  powłokach, dowolnie obciążonych 
i  w dowolny apoaób podpartych. Nakład pracy w zrasta  i  tru d n o śc i ob 
liczeniow e pow iększają s ię  w przypadku konieczności wyznaczenia po 
w ierzchni wpływowych d la  p ły t  i  powłok o k s z ta ł ta c h  dowolnych, n ie 
symetrycznych. W ta k ic h  przypadkach a n a liz a  rachunkowa dźwigara po 
wierzchniowego s ta je  s ię  prak tyczn ie  niemożliwa i  jedyne w yjście 
do zn a le z ie n ia  szukanych s i ł  uogólnionych p rzekro ju  prowadzi do ba 
dań na modelach, wchodzących coraz c z ę śc ie j i  powszechniej do prak 
ty k i  in ż y n ie rs k ie j .

W badaniach modelowych układów prętowych najodpow iedniejszą me
todą wyznaczenia l i n i i  wpływowej dowolnej s i ły  uogólnionej prze
kroju  lub re a k c j i  podporowej j e s t  metoda przem ieszczeń wymuszonych 
zapoczątkowane przez BEGGSA [ i ] . Teoretyczne uzasadnien ie metody 
BbGGSA podał w swej pracy JANUSZ [5j # o p ie ra jąc  s ię  na tw ierdzen iu  
Bettiego-M axw ella. R ozszerzenie t e j  metody na układy prętowe prze
strzenne opisałem w swej pracy d o k to rsk ie j [7] .  W tra k c ie  rozw ią
zywania tego problemu z ro d z iła  s ię  wówczas myśl zastosow ania meto
dy przem ieszczeń wymiszonych do wyznaczania pow ierzchni wpływowych 
s i ł  uogólnionych p rzekro ju  i  na brzegu w p ły tach  i  powłokach, o 
czym napisałem  na str«147 te jż e  pracy [7] .  Sposób te n , nadający się 
szczególn ie  do wyznaczenia pow ierzchni wpływowych, może objąó swym 
zastosowaniem również ta k ie  powierzchnie wpływowe s i ł  uogólnionych 
jak ich  dotąd inne metody badań modelowych wyznaczyć bezpośrednio 
n ie  pozw alają. Dotyczy to  s i ły  poprzecznej.

Wyznaczenie l i n i i  wpływowych d la  układów prętowych polega, przy 
stosowaniu metody przem ieszczeń wymuszonych, na p rz e c ię c iu  p rę ta  w 
miej scu badanym i  wymuszeniu w tym miej scu przy pomocy deform atora 
odpowiedniego przem ieszczenia p rzek ro ju . S iła  uogólniona odnosi 
s ię  więc do całego p rzekro ju  p rę ta .  W układach powierzchniowych s i  
ły  uogólnione przedstaw ione są w p o s ta c i pow ierzchni wpływowych i  
odnoszą s ię  do określonego punktu tych  układów, ponieważ w sąs ied 
nim punkcie w artość s i ły  uogólnionej j e s t  z reg u ły  różna. Chcąc za 
stosować metodę przem ieszczeń wymuszonych do tych układów n a leża ło  
by p rzec iąć  układ w badanym punkcie i  wymusić odpowiednie przemie
szczen ie , n ie  n aru sza jąc  przecięciem  o toczen ia  tego  punktu. Prze
c ię c ie  modelu w punkcie n ie  j e s t  możliwe. Musi posiadać pewną dłu
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gość, a więc s i ł a  uogólniona może być wyznaczona jako w artość ered 
n ia  na te j  d łu g o śc i. We w szystkich dotychczasowych metodach bała-: 
modelowych możliwe j e s t  wyznaczenie ty ]ko  śred n ie j w arto śc i s i ły  
uogóln ionej na pewnej d ługośc i. Długość ta  j e s t  różna w różnych 
metodach (sprawę tę  omówiono w p . 20- 2 3 )» W metodzie pi/.em ieszczeń 
wymuszonych wyznacza s ię  również w artość ś red n ią , jednak na długo
ś c i  m niejszej n iż  w innych metodach badań modelowych; co stanowi 
jedną z z a le t  t e j  metody.

Przed przystąp ieniem  do projektow ania odpowiedniej apara tu ry  
(deformatorów i  praktycznego stosowania metody nasuwały s ię  wąt
p liw o śc i, czy po p rzec ięc iu  p ły ty  lub powłoki na pewnej n iew ie l
k ie j  d ługości je d n o li te  o toczen ie  tego m iejsca pozwoli na prak- 
•tyczną r e a l iz a c ję  przem ieszczenia, a więc k ą ta  obro tu , kąta skręcę 
n ia ,  p rze su n ię c ia  poprzecznego i p rzesun ięc ia  podłużnego. Praktyka 
wykazała, że r e a l iz a c ja  tych przem ieszczeń j e s t  możliwa, z w yjąt
kiem p rzesu n ięc ia  podłużnego, co z re s z tą  było wyczuwalne jeszcze 
przed przystąp ieniem  do badań.

Nazwę "metoda przem ieszczeń wymuszonych" w odn iesien iu  do badań 
modelowych układów prętowych wprowadził po raz  pierw szy JANUSZ [5]. 
Tę nazwę, jako n a j le p ie j  o k re ś la ją c ą  i s to t ę  badań tego typu, uży
łem również w n in ie js z e j  p racy . Podałem w n ie j  wzór ogólny, z któ
rego wyprowadziłem wyrażenia na intensywność poszczególnych s i ł  
uogólnionych oraz omówiłem za każdym razem mechanizm postępowania 
doświadczalnego.

Dla każdego przypadku wyznaczenia s i ł  uogólnionych wyprowadzi
łem warunki odpowiedniości modelowej w oparciu  o zasady analizy  wy 
m iarowej, k o rzy s ta jąc  z tw ie rdzen ia  % • Wykazałem również jak  moż
na u p rośc ić  projektow anie modelu w przypadku szczególnym badania 
p ły t izotropow ych, gdzie model n iekonieczn ie  spe łn iać  musi warunek 
całkow itego podobieństwa geometrycznego, stanowiący jeden z warun
ków podstawowych przy stosowaniu an a lizy  wymiarowej. Omówiłem rów
nież  sprawę projektow ania modeli p ły t i  powłok anizotropowych.

A paratura i  sposób wyznaczania przy pomocy n ie j  powierzchni 
wpływowych są dalszym istotnym  wynikiem te j  pracy. Zaprojektowano 
i  wykonano tr z y  deform atory: kątowy, um ożliw iający wyznaczenie mo
mentu zg inającego; poprzeczno-skrętny pozwalający wyznaczyć dwie 
pow ierzchnie wpływowe, a mianowicie momentu skręcającego i  s i ły  po 
przecznej oraz deform ator podłużny. Stosowanie deform atora podłuż
nego, jak  ju ż  wspomniano, n ie dało pozytywnych rezu lta tó w .

W końcowej c z ę śc i pracy opisałem  inne metody badań modelowych, 
k tó re  również pozwalają na wyznaczenie pow ierzchni wpływowych i  po 
równałem z nimi metodę przem ieszczeń wymuszonych. Porównanie to  u- 
wydatnia bezsporne z a le ty  omawianej metody.



I I .  PODSTAWY TKCK2TYCZKE BA! i AK

1. Ogólna podstawa teo re tyczna  modelowego w /znaczania s i ł  ucgól 
fliogągfe

Omawianą metodę badań modelowych można uzasadnić o p ie ra ją c  s ię  
na tw ierdzeniu  B e ttie g  • o wzajemności p rac . Twierdzenie B ettieg o  
je s t  ważne d la  każdego układu liniow o sprężystego  (układu Clapey- 
ro n a /, a więc może być zastosowane zarówno do układów prętowych 
jak  i  do powierzchniowych.

S tosu jąc  tw ierdzen ie  B ettiego  otrzym uje s ię  wyrażenie na dowol
ną niewiadomą s i ł ę  uogólnioną X  ̂ w znane■* postaci

X = -  —— E (1)
i  ¿ i

gdzie P de s t  s i ł ą  uogólnioną, obciążającą  układ rzeczyw isty , p 
przemieszczeniem uogólnionym w m iejscu d z ia ła n ia  i  kierunku s i ły  P 
wyznaczonym w tzw. u k ładz ie  pomocniczym, a <5̂  przem ieszczeniem w 
m iejscu d z ia ła n ia  i  kierunku szukanej niewiadomej Xj., wyznaczonym 
w uk ładzie  pomocniczym.

W szczególnym przypadku, gdy P ■ 1, wzór (1) s ta je  s ię  równa-
ńiem rzędnych Vy. l i n i i  wpływowej lub pow ierzchni wpływowej s i ły
uogólnionej Xj 1

•- ( 2 )

Szukane Xĵ  i  , w ystępujące w równaniach (1i i  (2 ) , n ie  mogą 
być je szcze  obliczone a n a lity c z n ie , ponieważ n ie  są znane w ielko
ś c i  przem ieszczeń p i

J e s t  oczyw iste, że wyznaczenie ic h  w p łyc ie  lub w powłoce j e s t  
tak  samo trudne , jak  wyznaczenie samych o i ł  uogólnionych,

Wzory (1 ; i  (2) w ystarcza ją  jednak do uzasadn ien ia  teo re ty czn e
go omawianej metody wyznaczania s i ł  uogólnionych na modelu. Miano
w icie d la  rzeczy w iste j p ły ty  lub powłoki wykonujemy model z celu
lo id u , p le x ig la su , blachy lub innego odpowiedniego tworzywa. V miej 
scu d z ia ła n ia  i  k ierunku szukanej s i ły  uogólnionej X̂  przeo~namy 
p ły tę  lub powłokę wykonując w tym m iejscu małą szcze linkę  i  wymu
szamy deformatorera odpowiednie przem ieszczenie o znanej w arto śc i 

(s tąd  nazwa metody przem ieszczeń wymuszonych). W tym s ta n ie  mo 
d e l odpowiada układowi teoretycznem u, nazwanemu wyżej pomocniczym. 
Wymuszenie przem ieszczenia powoduje odksz ta łcen ie  p łaszczy-



zny p ły ty  lub pow ierzchni powłoki. Przem ieszczenia p punktów p ła 
szczyzny środkowej p ły ty  lub powierzchni środkowej powłoki, f ig u 
ru jąc e  we wzorach (1} i  (2 ) , mierzy s ię  precyzyjną ap ara tu rą  pomia 
rową w m iejscu i  kierunku obciążeń. Znajomość p i  już umoż
liw ia  wyznaczenie w ie lkośc i i  ze wzorów (1) i  (2 ).

Ze wzoru (2) wynika, że przem ieszczenia odkształconych powierz
chni p ły t i  powłok, mierzone w kierunku obciążen ia , tworzą powierz 
chnie wpływowe pewnej s i ły  uogólnionej w podziałce określonej prze 
mieszczeniem wymuszonym o±.  Rzędne tych pow ierzchni, otrzymane na 
modelu trze b a  je szcze  p rze liczy ć  na rzeczyw iste  według wzorów, o 
k tórych  będzie mowa w p. I I I .

W szystkie rozważania dotychczasowe dotyczą sposobu wyznaczania 
s i ł  uogólnionych zarówno w p rzekro jach  p ły ty  lub powłoki, jak  rów
n ie ż  w m iejscach ich  podparcia.

Powyższa te o r ia  daje po jęc ie  ogólne o podstawach, na których 
op ie ra  s ię  badanie modelowe p ły t i  powłok sposobem przem ieszczeń 
wymuszonych. Ze wzorów (1) i  (2) wyprowadzone zostaną obecnie szcze 
gólne przypadki wyznaczania s i ł  uogólnionych, obrazujące mechanizm 
badania modelowego.

2. Powierzchnia wpływowa momentu zginającego

Ha powłokę przedstaw ioną na rysunku 1 d z ia ła  w punkcie a dowol 
n ie  skierowana s i ł a  P. Należy wyznaczyć intensywność momentu zg i
nającego m w p rzek ro ju  c.

W ce lu  zn a lez ien ia  jak ie jko lw iek  s i ły  uogólnionej wewnętrznej 
p rzek ro ju  należy  powłokę w tym m iejscu myślowo p rzec iąć . Zrównowa 
żone uogólnione s i ły  p rzekro ju  s tan ą  s ię  przez to  s iłam i zewnętrz
nymi i  wraz z s i ł ą  zewnętrzną P ob ję te  będą twierdzeniem B e ttie -  
go. Układ pokazany na rysunku 1 i  zmodyfikowany układ pokazany na 
rysunku 2 są równowarte. Oznaczono l i te ra m i: ¡5 wektor intensywno
ś c i  momentu zg inającego, k wektor intensyw ności momentu sk ręca ją 
cego, q intensywność s i ły  poprzecznej, s intensywność s i ły  po
d łu ż n e j. Dla układu rzeczyw istego zmodyfikowanego (ry s .2 )  dobiera
my układ pomocniczy, geometrycznie podobny do rzeczyw istego i  po 
uprzednim p rze c ię c iu  powłoki w p rzek ro ju  c obciążamy w m iejscu i  
kierunku szukanego momentu m momentem wymuszającym wzajemny obrót 
są s ied n ich  p łaszczyzn p rzekro ju  o ką t 1?« ^  + Ug. Sposób wymu
szen ia  k ą ta  j e s t  ta k i ,  że niemożliwe są inne przem ieszczenia prze 
kro ju  c .

Do układu rzeczyw istego zmodyfikowanego (ry s .2 )  i  układu pomoc
niczego ( r y s .3) stosujemy te ra z  tw ierdzenie B e ttieg o . W danym przy 
padku spośród s i ł  uogólnionych przekroju  c , pokazanych na r y s .2 , 
praoę wykona ty lk o  moment m na kącie  i^| i  Praca pozosta
łych  s i ł  uogólnionych p rzekro ju  j e s t  równa zeru , ponieważ odpowia
d a ją  im przem ieszczenia zerowe.
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Na mocy tw ierdzen ia  B ettiego  je a t  więc

(3)

gdzie p j e s t  składową przem ieszczenia aa* punktu zaczep ien ia

Wymuszenie k ą ta  spowoduje o d ksz ta łcen ie  pow ierzchni środkowej 
powłoki. Na rysunku 3 pokazano przekró j zdeformowanej powłoki w u- 
k ładzie  pomocniczym płaszczyzną d z ia ła n ia  momentu nr.
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J e ś l i  s i ł ę  P rozłożymy na składowe P^, P i  P , a przem iesz
czenie punktu a na składowe u , v i  w, to  sk^adowyma. momentu zgi 
nającego m w p rzek ro ju  c będą

x Px*u y Py*v z _ Pz ‘* 
m “ "  ^  » m ~ “ vs, » U )

X V  zgdzie m , nr i  m są częściam i momentu m pochodzącymi od obcią
żen ią  s iła m i składowymi P , P i  P .x  y z

Cały moment m wywołany obciążeniem P otrzymany dodając do
s ie b ie  lic z b y  mi1, r  i  u?!

m = mx + m  ̂ + mz . (5 )

Z równań (4) n ie  można je szcze  wyznaczyć a n a lity c z n ie  momentu 
zg inającego , ponieważ w ystępują w n ich  niewiadome geometryczne u, 
v , w i  $ •  W ce lu  wyznaczenia tych  niewiadomych wykonuje s ię  model 
układu pomocniczego, pokazany na rysunku 3, w odpowiedniej sk a li  i  
z właściwego tworzywa. W m iejscu , d la  którego ma s ię  wyznaczyó mo
ment m, p rzec in a  s ię  powłokę, wmontowuje s ię  przyrząd nazwany de- 
formatorem powierzchniowym kątowym i  wymusza s ię  nim obrót o znany 
k ą t . Przem ieszczenia składowe u, v i  w mierzy s ię  dokładną a- 
p a ra tu rą  i  d z i e l i  przez i ) .  O stateczne w arto śc i momentu m, o trzy 
mane na modelu, trze b a  jeszcze  p rz e lic z y ć  na rzeczyw iste (p .7 ) .

S tan n a p ię c ia  w p ły c ie  ma osobliwość w punkcie, gdy jakakolw iek 
składowa naprężen ia  w tym punkcie s ta je  s ię  nieskończenie w ielka 
[18J. Dotyczy to  rów nież powłok. Osobliwości w ystępują zazwyczaj 
w punktach p rzy łożen ia  skupionych s i ł  i  momentów, a więc w rozwa
żanym przypadku w p rzek ro ju , d la  którego wyznacza s ię  powierzchnię 
wpływową momentu, gdyż w tym przekro ju  obciąża s ię  p ły tę  lub powło 
kę skupionym momentem, wymuszającym obrót o kąt W rozwiąza
n iach  teore tycznych  otrzym uje s ię  osobliwość w p o s ta c i k is z k i , o 
rzędne j p o s iad a jące j w ielkość nieskończoną (ca łka  jednak z ob ję to 
ś c i  ograniczonej tą  k iszką posiada w artość skończoną).

W badaniach modelowych wymuszenie obrotu w punkcie o kąt n ie  
j e s t  możliwe z przyczyn technicznych. P ły tę  lub powłokę ttz e b a  bo
wiem uchwycić deformatorem na pewnej d łu g o śc i, a późn iej wymusić 
obrót o k ą t . J e ś l i  więc przy obrocie w punkcie intensywność ką 
t a  j e s t  równa nieskończoności, to  przy wymuszaniu obrotu deforma 
torem intensywność k ą ta  j e s t  skończona i  zależna od w ielkości 
ro z ło ż en ia  tego k ą ta  na d ługośc i e badanego p rzekro ju . Stąd in 
tensywność momentu zg inającego, otrzymanego drogą modelową, będzie
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odpowiadać szerokości pasma p ły ty  lub  powłoki równej e . Aby więc 
otrzymać intensywność momentu zg inającego  na jednostkę d łu g o śc i na 
leży pomierzone na modelu rzędne pow ierzchni odkszta łconej podzie
l i ć  je szcze  przez e . Wychodząc ze wzoru ogólnego (2), równania rzę  
dnych pow ierzchni wpływowej intensyw ności momentu zginającego będą 
więc

7 (?) " “ fc* 7(?}= ’ h  7(P)= “ §? (6)x y zm nr m

W ielkości we wzorze (6) są niemianowane.
Dotychczasowe rozważania dotyczyły wyznaczenia momentu zg in a ją 

cego przy obciążen iu  p ły ty  lub pęwłoki s i ł ą  skupioną P.
Otrzymane wyniki ro zszerzyć  można na przypadek obciążen ia  p ły ty  

lub powłoki momentem skupionym. W tym przypadku należy  na modelu 
pomierzyć kąty  obrotu 13 w m iejscach odpowiadających przyłożeniu  
momentów obciążających . Wektory momentu obciążającego  i  mierzonego 
kąta (5 są  rów noległe i  p o s iad a ją  to  samo położenie oraz te n  sam 
zwrot. Przy ukośnym d z ia ła n iu  momentu wektor (3 będzie również ukoś 
ny i  można by go podobnie ja k  p rzesu n ięc ie  p, odpowiadające wyżej 
s i le  P, rozłożyć na trz y  p rostopad łe  składowe, postępu jąc  d a le j 
analogicznie  jak  przy obciążen iu  s i ł ą .  Zazwyczaj jednak taka  po
trzeba zachodzi rzadko. Pomiar la b o ra to ry jn y  natom iast k ą ta  (i , o 
dowolnym kierunku w ektora, n ie  spraw ia tru d n o śc i.

Równanie rzędnych pow ierzchni wpływowej intensyw ności momentu 
zginającego przy obciążen iu  układu momentem będzie w ięc:

m
»

( m) 1W ielkości y  p o s iad a ją  wymiar — .(m cm
Przy rozpatryw aniu  p ły t i  powłok stosunkowo prostych  znak szuka 

nego momentu zg inającego , in a cze j zwrot wektora tego  momentu, j e s t  
oczyw isty i  z m iejsca widoczny. Przy układach skomplikowanych,zwła 
szcza przy powłokach c iąg ły ch , n iesym etrycznie podpartych i t p . , 
zwrot wektora szukanego momentu zg inającego może n ie  być . od razu  
wiadomy.

Wymuszony deformatorem k ą t przy te j  samej w arto śc i bezwzglę
dnej, może mieć wektory o zwrotach przeciwnych. Tym samym zwrot 
wektora szukanego momentu m z o s ta ł  p rz y ję ty  dowolnie. Należy 
więc jfeszcze o k re ś lić  rzeczyw isty  zwrot tego w ektora. Otóż ze wzo
ru  ogólnego ( 1 ) wynika w prost n astępu jąca  reg u ła :

9



Rzeczywisty moment zg inający  m ma ta k i  zwrot, ja k i  założono 
d la  kąta •$, gdy zwrot wektora s i ły  uogólnionej obc iąża jące j j e s t  
niezgodny ze zwrotem odpowiadającego je j  przem ieszczenia. Gdy te  
zwroty są zgodne, to  rzeczyw isty  moment zginający m ma zwrot prze 
ciwny do założonego zwrotu kąta

3* Powierzchnia wpływowa s i ły  poprzecznej

Intensywność s i ły  poprzecznej q ( r y s .2) wyznacza s ię  podobnie 
do momentu zg inającego . W układzie  pomocniczym s i l e  t e j  odpowiada 
p rzesu n ięc ie  względne t  dwóch sąsiedn ich  płaszczyzn p rzek ro ju ,ró  
wnoległe do wektora te j  s i ły .  Na rysunku 4 pokazano p rzekró j powło 
k i  odkszta łconej p łaszczyzną p rostopad łą  do p rzekro ju  c i  s ty czr 
ną do p rzesun ięc ia  t .

Zastosowanie tw ierdzen ia  B ettiego  prowadzi do wyrażenia:

gdzie p j e s t  składową całkowitego p rzesu n ięc ia  punktu a powierz 
chni środkowej powłoki w kierunku d z ia ła n ia  s i ły  P.

Po ro z ło żen iu  s i ły  P na składowe Px , Py i  Pz , równolegle do 
o si współrzędnych, a p rzesu n ięc ia  p na składowe u, v i  w, sk ła
dowymi s i ły  poprzecznej będą

Rys. 4

P .u P .V
t (9)
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Całkowita w artość s i ły  poprzecznej będzie równa

q *» qx + + ąZ ( 1 0 )

Równania (9) uzasad n ia ją  postępowanie modelowe służące do wyznaczę 
n ia s i ły  poprzecznej. Model powłoki przecinamy w badanym przekro
ju  c i  wmontowujemy przyrząd nazwany deformatorem poprzecznym, 
którym wymuszamy znane p rze su n ię c ie  t ,  a u, v i w  mierzymy przy 
pomocy p recyzy jnej ap a ra tu ry . O stateczne w artości s i ły  q trze b a  
jeszcze p rz e lic z y ć  na rzeczy w iste .

Podobnie ja k  przy o p e ra c ji wymuszania ką ta  $  d la  otrzym ania mo
mentu zg inającego , również w rozważanym przypadku wyznaczania s i ły  
poprzecznej przy wymuszaniu deformatorem poprzecznym p rzesu n ię c ia  
t ,  otrzymujemy intensywność tego p rze su n ię c ia  na odcinku d bada
nego p rzek ro ju . Intensywność s i ł y  poprzecznej otrzymanej na modelu 
i  przypadającej na jednostkę d ługośc i wyznaczymy więc ze wzoru (9) 
dzie ląc  odpowiednie wyrażenia przez d. Równania zaś rzędnych po
w ierzchni wpływowej in tensyw ności s i ły  poprzecznej będą

„ (P ) u (P) __ _v tP) w
7  x K “ td» 7  y Td’ 7  z “ ‘  t d * (11)q q q

W ielkości te  p o s iad a ją  wymiar
Równanie rzędnych pow ierzchni wpływowej intensyw ności s i ły  po

przecznej przy obciążeniu  powłoki momentem skupionym M j e s t

(M)^  A
7 „ ( 12)td

Rzędne te  mają wymiar —
cm

Wektor k ą ta  fi j e s t  mierzony na modelu w m iejscu odpowiadającym 
obciążeniu  M i  posiada wektor o tym samym zwrocie i  po łożeniu  co 
wektor momentu M.

Rzędne pow ierzchni wpływowych otrzymane ze wzorów (11) i  (12) 
trzeba  je szcze  p rz e lic z y ć  na rzeczyw iste  (p .9)»

S iła  poprzeczna w badanym p rzek ro ju  c powłoki dąży do równo
ległego p rzesu n ięc ia  sąs ied n ich  p łaszczyzn  p rzek ro ju  w sposób poka 
zany na r y s . 4 lub przeciwny ( tz n . lewa s tro n a  p rzekro ju  j e s t  prze
sun ię ta  w g ó rę , prawa w d ó ł) .

P rzesun ięc ie  t  ( r y s .4) j e s t  wymuszone w badanym p rzek ro ju  mo
delu deformatorem poprzecznym. Rzeczywisty zwrot s i ły  poprzecznej 
j e s t  zgodny ze zwrotem, j a k i  z o s ta ł  nadany deformatorem, gdy zwrot
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wektora s i ły  obciąża jące j P lub momentu U j e s t  niezgodny ze 
zwrotem wektora p rzesu n ięc ia  lub kąta  obrotu punktu na modelu w 
m iejscu i  kierunku d z ia ła n ia  s i ł  uogólnionych P i  M. Gdy te  zwro
ty  są zgodne, to  rzeczyw ista  s i ł a  poprzeczna ma zwrot przeciwny do 
wymuszonego deformatorem wektora p rzesun ięc ia  t .

4* Powierzchnia wpływowa momentu skręcającego

W sposób podobny ja k  w p .2  i  3 wyznacza s ię  na modelu powierz
chnię wpływową intensyw ności momentu skręcającego k. Płaszczyzny 
p rzekro ju  c należy w tym przypadku obróció równolegle względem 
s ieb ie  o k ą t 1p za poniocą deform atora powierzchniowego skrętnego.Wy 
muszenie k ą ta  y  spowoduje deformację powłoki. Składowe p rzesun ię
c ia  u , v i  w punktów na pow ierzchni środkowej powłoki będą pro
porcjonalne do rzędnych pow ierzchni wpływowej momentu skręcającego 
d la  obciążen ia  odpowiednimi s iłam i skupionymi Px , Py i  P2. Równa
n ia  zaś rzędnych powierzchni wpływowej intensyw ności momentu skrę
cającego , przypadającego na jednostkę  d ługości powłoki będą

X ?  ■ ■ > -? • ■ > -?• ( , 3 )

W ielkości te  są niemianowane.
Równanie rzędnych pow ierzchni w p ł y w o w e j  przy obciążeniu  powłoki 

momentem skupionym M j e s t

Wymiar tych  rzędnych j e s t  Wektory 15 i  M posiada ją  to  samo
położenie i  ten  sam zwrot.

Kąt ip j e s t  sumą bezwzględnych w arto śc i dwu kątów i  W2 0
k tó re  ob raca ją  s ię  sąs ied n ie  płaszczyzny badanego p rzekro ju  c . Ką 
ty  ipi i  y?2 jednakowy kierunek  wektora lecz  przeciwne zwro
ty .

Wektor rzeczyw isty  momentu skręcającego k ma zwrot zgodny z 
wektorem wymuszonych kątów ipi i  ip2t j e ż e l i  zwroty przem ieszczeń 
składowych u, v i  w lub k ą ta  & i  zwroty s i ły  obciąża jące j P lub 
momentu obciążającego KI są n iezgodne.. Gdy te  zwroty są zgodne 
rzeczyw isty  moment sk ręcający  k ma zwrot przeciwny do wymuszone
go def armatorem.
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5« Powierzchnia wpływowa s i ły  osiowe.i

Wyznaczenie na modelu powierzchni wpływowej intensyw ności s i ł y  
osiowej j e s t  podobne do opisanego postępowania przy  szukaniu pozo
stałych s i ł  uogólnionych p rzek ro ju . Różnica polega ty lko  na tym,że 
przy pomocy deform atora podłużnego wymusza s ię  wzajemne odsunięcie 
lub z b liż e n ie  b sąs ied n ich  p łaszczyzn p rzek ro ju .

Przy obciążen iu  s i ł ą  równania rzędnych pow ierzchni wpływowej in  
tensywności s i ły  osiowej przypadającej na jednostkę d ługośc i po
włoki będą

7 lP) " -  1T. ’?(P) -  -  ^  1 7 (P) -  -  TT- 0 5 )( x  bg* ( y bg < z bgS S A

Wymiar tych rzędnych j e s t  P rzesun ięc ie  b j e s t  rozłożone w* cniprzekroju na d ługości g.
Równanie rzędnych pow ierzchni wpływowej przy obciążen iu  powłoki

momentem skupionym M je s t

{UT a
l  -  -  £ •  0 6 )

Wymiar tych rzędnych je s t  Rzędne powierzchni wpływowej o trzy
cm

mane na modelu trzeb a  je szcze  p rze liczy ć  na rzeczyw iste .
Rzeczywista s i ł a  osiowa s j e s t  ściskaniem* gdy wektory prze

mieszczeń u , v, w i  (3 oraz wektory odpowiadających im obciążeń P 
i  M mają zwroty przeciw ne. Przy zwrotach zgodnych rzeczyw ista  s i 
ła  osiowa j e s t  rozciąganiem .

6. Powierzchnie wpływowe reakc .ii

Wyznaczenie powierzchni wpływowych oddziaływań j e s t  w swej i s to  
cie  ta k ie ,  jak  w przypadkach o b liczan ia  s i ł  uogólnionych wewnętrz
nych. N iew ielka ró żn ica  może zachodzić jedynie w rodzaju  przyrzą
dów do wymuszania przem ieszczeń.

Y/yznaczanie momentów u tw ierdzen ia , zginającego lub skręcającego 
odbywa s ię  drogą wymuszania w miejscu u tw ierdzen ia  kąta  obrotu l)> 
lub k ą ta  sk ręcen ia  ip • Kąty te  wymusza s ię  deformatorami kątowym 
lub skrętnym , odpowiednio umocowanymi.

S iły  podporowe można wyznaczyć przy użyciu  deform atora poprzecz 
nego, j e ś l i  chodzi o reak c ję  rozłożoną liniowo na podporze, lub
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przez w ym uszenie.przesunięcia przy pomocy śruby 
j e ś l i  chodzi o reakcję-w  podparciu punktowym.

Wyznaczmy np

m ikrom etrycznej,

Rys. 5

Rys. 6

oddzia ły 
wanie R powłoki w punk 
c ie  A na p rę t podpie
ra ją c y  AB. Powłoka jest 
obciążona w punkcie c 
ukośną s i ł ą  skupioną P 
(ry s . 5 ) .  Dla tego ukła 
du należy p rzy jąć  odpo
wiedni układ pomocniczy 
(ry s . 6 ) .  W punkcie A* 
wymuszamy p rzesun ięc ie  
n , którego wektor pokry 
wa s ię  z AB.Przesunię
c ia  w innych kierunr- 
kach ja k  również ja k i
kolwiek o b ró t, są n ie 
możliwe.

S tosując do układów 
z ry s .  5 i  6 tw ierdze
n ie  B ettiego  otrzymu
jemy

-
n (17)

Podobnie ja k  w przypadkach ju ż  omawianych, s i ł ę  P i  p rzesunię 
c ie  p rozkładamy na składowe rów noległe do o s i x, y i  z . Otrzy
mamy wówczas następu jące  równania

.  i * ,  s*  -  - (18)

Całkowita re a k c ja  j e s t  równa

R* + RJ + R (19)

Przv P » P * P » 1  wzór (18) s ta je  s ię  równaniem rzędnych po- x y z 
w ierzchni wpływowej oddziaływ ania R



Przechodząc‘do badań modelowych należy  sporządzić model powłoki i  
w miejscu i  kierunku szukanego oddziaływ ania wymusić p rzesu n ięc ie  
n . To p rzesu n ięc ie  można wymusić śrubą mikrometryczną, a lbo  d efar
matorem powierzchniowym poprzecznym, przymocowanym w m iejscu A do 
powłoki. P rzesu n ięc ia  punktów zdeformowanej pow ierzchni powłoki 
mierzy s ię  dokładną ap a ra tu rą  i  d z i e l i  przez n .

Reguła znaków j e s t  następ u jące j Rzeczywisty zwrot szukanego od
działywania j e s t  zgodny ze zwrotem wymuszonego przem ieszczenia,gdy 
zwroty s i ły  uogóln ionej o b c iąża jące j i  odpowiadającego j e j  przemie 
szczenią są przeciw ne. Gdy te  zwroty są zgodne, wówczas rzeczyw i
s ty  zwrot oddziaływ ania j e s t  przeciwny do wymuszonego przemieszczę 
n ia .

I I I .  ODPOWIEDNIOŚĆ MOCELOWA

Żądamy aby rzędne pow ierzchni wpływowych otrzymane na modelu by 
ły  ważne d la  obiektu rzeczyw istego . Model musi więc sp e łn iać  kry
te r i a  podobieństwa. Założeniem zasadniczym j e s t  podobieństwo geome 
tryczne między obiektem i  modelem oraz podobieństwo układu s i ł  ob
ciążających, tz n . w szystkie s i ły  muszą pozostawać między sobą w 
tych samych stosunkach w ie lk o śc i i  być przyłożone w odpowiadają
cych eobie punktach.

K ryteria podobieństwa, odnoszące s ię  zarówno do p ły t ja k  i  po
włok, wyprowadzono w oparciu  o zasady an a lizy  wymiarowej (p raca  [2])

W dalszych rozważaniach symbole bez indeksu będą s ię  odnosiły  
do obiektu, z indeksem (M) do modelu. P rzy ję to  następu jące  ozna
czenia: \

V,V„ -  współczynnik Poissona [ i j ,
®2

E, EM -  moduł sp ręży s to śc i podłużnej [kG m” ] ,
L, L^ -  wymiar d ługośc i [m],

$  -  wymuszony k ą t obrotu  przy zg inaniu  [»*'*]#
—1-  wymuszony kąt sk ręcen ia  [m ] ,

t ,  t M -  wymuszone p rzesu n ię c ie  poprzeczne [ 1 ] ,
• ™

w, wM -  p rzesu n ięc ie  punktu płaszczyzny lub pow ierzchni środko- 
M « e j [ 1 ] ,

li i -  obró t p rzek ro ju  płaszczyzny lub pow ierzchni środkowej
11 [ » - h .  - -

P, P -  s i ł a  skupiona obciąża jąca  [kG],



K, -  moment skupiony obciążający  [kii m],
. m, m  ̂-  moment zg inający  [kG] ,
k, k -  moment sk ręcający  [kG],
q, -  s i t a  poprzeczna [kG m” J  ,
s ,  s„ -  a i ta  podłużna [kG m**1] .

IV*
Stosunki poszczególnych w ie lkośc i (p o d z ia łk i)  oznaczono:

K _ w ielkość na modelu 
w ielkość na ob iekcie .*

7 » Moment zginający

7 .1 . Obciążenie s i t a  skupiona
Moment zg inający  można w yrazić jako funkcję  następujących para

metrów

m = $(V , E, L , t \  w, P ). (21)

Przyjmując £, $  jako wymiarowo n ieza leżn e , funkcję  m można, ko
rz y s ta ją c  z tw ierdzen ia  X  an a lizy  wymiarowej, zap isać:

m = <^(X ,̂ X2 , X y  X4 )E® (2 2 )

O bliczenie wykładników e i  d:

, _e - 2e -d  kG -  kG m m |

e = 1 > 0 >* —2e — d , stąd  d * —2 .

m — ^ 2 * T y  ^  i^2#

A spółczyaniki bezwymiarowe X T y  T^ i  T^ obliczamy następu
jąco:

T^ “ V , bo j e s t  bezwymiarowe.

L m X ¥ E® l>d.
<r ł n« **2s -d  m ■ X .  kG m m .2

e e 0 |  1 “ —2e — d, s tąd  d ** — 1 . /
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I = x . , - f 1. 
x , = l&
X , = bc ,ies t bezwymiarowe.
^  „e.dF = X. ś  V j
,,, , ,,e - 2e -dkC = X^ kG m m ,
e = 1 ; ,C = -¿e  -  d, s tąd  d = - 2 )

x  - _2  „ l £
4 " ,;^ ? ’  K *

Koment zg inający  można ts r a z  wyrazić w p o s ta c i n as tęp u jące j funk
c j i :

I '# \  ż

lub

in = ef’(V, 1.Ą w, ——) (23)

X (“ jp ,V  , L^t w, -  0. (24)

Pędziałka momentów X ■ — •m m
 ̂ M

” modułów sp rę ż y s to śc i K » — .
^  k Ł

" kątów = -y .
L,. •

’’ d ługości Kp, ■

’’ s i ł  obciążających

Dla modelu i  obiektu muszą być spełnione następu jące  rów ności:

E,t E ’

em . ,
* K • $ “ * C z y li111 “ -M

K = K_ V  (25)
m ^  4
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2) I ^ - L *

A* i

T  = V  ° z y l i
K « o -—. (26)

V
Równanie (2b) wyraża związek między podziałką kątów a podziałką
d ługośc i.

3' pw A a = p £
KM '  E ’

I m i s  _ I m c z y li
p * - k • c z y li ’

Kp • Kjk -  Kg*

W modelu i  obiekcie * P > 1» c z y l i  Kp ■ 1, a więc

K i - 4 , .  (27)

Podstaw iając (27) do (25) otrzymujemy

K * 1» c z y li (28)m

(29)

Oznacza to , te  przy obciążen iu  s i ł ą  skupioną P^ = P = 1 moment 
zginający lub rzędne powierzchni wpływowej momentu zginającego wy
znaczone na modelu są ważne d la ob iek tu  i  n ie  za leżą  od p odzia łk i 
d ługośc i. Odpowiedniość ta  j e s t  ś c is ła  przy nałożeniu V,, = V .

1.2.  Obciążenie momentem zginającym

W przypadku tym wyrazimy moment zg inający  jako funkcję parame
t r  ów:

m = <2>(V, Ht L, , N).
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Przyjmując £ i  i  jako wymiarowo n ieza leżne  wyrazimy moment n as tę  
pująco:

m -  (f(3Tv  3T2, X y  XĄ) E® fld .

K orzystając z wyników p.7«1 można napisać wprost

Em » s r 2 ,  r 3 ,  3T4) j j ,  (30)

*  V , 

r 2 -  iA

Dalsze w spółczynniki bezwymiarowe obliczymy następu jąco :
V

' (3 ■ E8

- 1  _ ,_ e  - 2e -dm  = I j  k G  a  m  ;

9 = 0 } d = 1 ; (3= X jl\  stąd

(3
X3

N - r 4 E® i>d}

, _ ^  , . e  - 2e -dkG m = X. kG m m ; 4

e = 1 { 1 = - 2 - d ,  s tąd  d » -3»

M - X4 E iT 3, 

X*4 E
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m -  *(V , $ ,

W artości poszczególnych X wstawiamy do równania (3 0 )t
v

m » vk-y» -u*/» t y

lub

*  (ST *  * • l A  1 » ^  -  °-

Równania (25) i  (26) obowiązują również w tym przypadku,

k” - k‘ 4 ’

K̂ k
D alej j e s t  rów nież:

h i  f l £  ' .
em "  s  *

nm A i  s u 
T  • ■# “ c z y li

“■•«ijr.S*

W modelu i  ob iekcie  » N » 1, c z y l i  ■ 1, a więc

ke - k*

Na podstawie (34) K^ = *~  = Kg,
i.



Podstawiamy (36) i  (37) do (33) i

Km "  xj> c a y l i (38)

O sta teczn ie

• 7 ' m V l

Przy obciążeniu  momentem skupionym NM. N

(39)

1 moment z g in a ją -
cy lub  rzędne pow ierzchni wpływowej momentu zginającego d la  obiek
tu  równe są  momentom lub rzędnym otrzymanym na modelu pomnożonym
przez podziałkę d łu g o śc i, przy zą łożen iu  V„ ■ V ./ — M

/  ■
8 . Moment skreca.iacy

/ '
8 .1 . O bciążenie s i ł ą  skupioną
Moment sk ręca jący  wyrazimy podobną funkcją  ja k  moment zg inający

k  ■ $ ( V ,  E ,  L , ip  ,  w, P ) . (40)

Funkcje (40) i  (21) ró ż n ią  s ię  tym, że zam iast k ą ta  w ystępuje kąt 
y  • Obydwa kąty  p o s iad a ją  ten  sam wymiar. Otrzymamy więc związek 
podobny do (29 )» t j .

(41)

6 .2 . O bciążenie momentem skupionym

k -  $(Y , E, , p # N), 

A nalogicznie jak  przy momencie zginającym  otrzymamy

(42)
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9. S iła  poprzeczna

9 .1 . O bciążenie s i ł ą
S iłę  poprzeczną wyrazimy w p o s ta c i fu n k c ji

q -  #(V,  E, L, t ,  w, P ). (43)

Przyjmujemy E i  L jako wymiarowo n ieza leżn e . 
Funkcję q zapiszemy

q -  *2 , X y  X4)EeL1. (44)

O bliczenie wykładników e i  1:

™ -1 , „e -2e 1KG m = kG m m ;

e ■ 1 |  - 1  » —2 + 1 , stąd  1  ■ 1 t

q * ^ 2 » ^ )  (45)

W spółczynniki bezwymiarowe zo s ta ły  obliczone podobnie ja k  w p .7 .
p

Ich  w arto śc i są następu jące : ^  »V f « t j  3Tj * * |
Funkcję (45) zapiszemy te ra z : EL

q -  <P(V, t ,  w, - ~ )  EL, (46)
EL

lub

^'iL»v * w* —2  ̂ ■ °* C47')
EL *

%Podziałkę s i ł  poprzecznych oznaczono Dla modelu i  obiek
tu  muszą być spełnione następu jące  równości:

%  _ a  qM BMLM . .
" iL *  a lb 0  q EL~* c z y U

K = KgK^. (48)
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Dalej

,  Ą ,  slb o  i  .  Ł

v 5 E Ł  “

S iły  PK » P * 1, a więc

lub

1 * ke4 '

<
(49)

uównanie (49) podstawiamy do (48) i  otrzymujemy

Kq -  — , c z y li (50)

% . 1 

" V
O stateczn ie

(51)

S iła  poprzeczna wyznaczona na modelu i  pomnożona przez p o d z ia ł-  
kę d ługości j e s t  d la  obciążeń P = P * 1 równa s i l e  poprzecznej 
w o b iek c ie . Odpowiedniość ta  j e s t  ś c is ła  przy  “ V.

9 .2 . O bciążenie momentem
S iłę  poprzeczną wyrazimy jako funkcję  następujących parametrów:

q = $(V, E, L, t ,  (3 , N). (52)

f; i  1  przyjmujemy jako wymiarowo n ieza leżne .

eT 1 (53)
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Na podstawie a n a lo g ii  z 9«1 j e s t :

q -  fO L,, X2 , X y  X4 )EL, (5‘

W spółczynniki X  , po obliczeniu-, mają następu jące  w arto śc i:
%

^  - V j  J 2 « t j  J 3 -|0  L; XĄ «•
EL

Obliczone w ie lkośc i d la  poszczególnych X  wstawiany do (54):

q t ,  (3L, -~ > E L , (5
E ir

lub

3£ ( ¿ ,  V , t ,  (3 L, - S j )  -  0 . (5
EL

Dla obiek tu  i  modelu muszą być spełn ione następu jące  równości:

Kq " W

na te j  samej podstaw ie co równośó (48).

V *  ‘  a l b °

L . . .  _  1

T m v  c z  0 "  V
O sta tn ie  równanie ok reśla  związek między podziałką kątów obrotu  
podziałką d ługości

J a . .  - l .  a l b o  i .  i .  i .
V *  EL3 “  1?
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omenty ■ N = 1, a więc

iub

/s taw ia jąc  równanie (59) do (57) otrzymamy

(59)

K ■ — , c z y l i  = (60)

O statecznie

mąA (61)

S iła  poprzeczna wyznaczona na modelu i  pomnożona przez kwadrat
p o d z ia łk i d łu g o śc i j e s t  przy obciążen iach  momentami * N •  1 rów
na s i l e  poprzecznej w ob iekcie . VM = V .M

10. S iła  podłużna

S iłę  podłużną można również przedstaw ić przy pomocy fu n k c ji .k tó  
r e j  param etry mają t a k i  sam wymiar ja k  param etry fu n k c ji s i ły  po
p rzeczn e j. Zastosowanie an a lizy  wymiarowej prowadzi więc do wyni
ków, podobnych. Można zatem nap isać  w prost:

Przy obciążen iu  P ■ 1 ■ A (62)

Przy obciążen iu  N (63)

11. Szczególny przypadek odpowiedniości d la  p ły t izotropowych

Wyprowadzone poprzednio k ry te r ia  podobieństwa zak ład a ją  « “ł  
oraz podobieństwo geometryczne między obiektem i  modelem. Oznacza 
to ,  że wymiary d łu g o śc i, szerokości i  g rubośc i p ły ty  muszą posia
dać jednakową podz ia łk ę . Poniżej zo stan ie  wykazane, że siifcy i  mo
menty w p ły c ie  za leżą  od wymiarów p ły ty  w p la n ie ,  a n ie  za leżą  od
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g ru b o śc i, wobec czego grubość modelu może być p rz y ję ta  dowolnie. 
Można również uwzględnić w n iek tó rych  przypadkach różne V .

Równanie biharm oniczne, k tó re  muszą spe łn iać  u g ię c ia  "w" p ły ty  
ma następu jącą postać:

+ - .t o4» ł
0x4 Q x % 2 Qy4 " ‘ D‘ •

(64)

Wprowadźmy nowe zmienne £, t y  i  w 
( r y s .7 ) :  0

A je s t  współczynnikiem bezwymiaro 
wym, na r a z ie  nieustalonym . Wpro
wadźmy oznaczenie y ■ a :b .

Wobec tego będzie:

a4 -  y V .  b4 -  4  a2 -  f 2b2, b2 = V

Równanie (64) można zatem zapisać następująco  [10] :

o,4.
A( 1 04w

• z r 2 ° \  , a\  A  .  . p 
yV  os*  J , V . 2 0 f c V  f l , 4 . 4

albo

. 0 w (2 w Q w 4
A(- a  + £ 2 -  +  SL) .  .  J2Ł_

>4 0*2o„2 /^„4 OV4 r  Otfihf

Wyrażenie po prawej s tro n ie  równania ( 65) j e s t  bezwymiarowe,gdyż 

djl .  Bl4. Jżi.1. rjfr. . k , „ <  . _ J _ |  .  [,].
Eh .1 L cm kO c.m J
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Ponieważ A j e s t  również bezwymiarowe, można p rzy jąć

A ■ -  . (66)

Wstawiając wyrażenie (66) do równania (65) otrzymamy 

* Q4w (ć)4w Q4w
“ 7  — T2- + %  — T2 -  1» (67)
/  (344 Y Ol2®-?2 Ot?4

Z równania (67) wynika, że funkcja  w0 za leży  ty lko  od parame
t r u  y ,  a więc j e s t  równa d la  p ły t  o różnych wymiarach, d la  k tó 
rych y  j e s t  s ta ł e .

11.1 . Momenty zg inające

Momenty zg in a jące  w p ły c ie  wyrażone są następującym i równaniami

mx

m
y

Qx Oy2

D ( ^ f + v ^ )
Oy Qx

(68)

Uwzględniając wprowadzone wyżej oznaczenia można napisać

2 1 ° 2wo ,Q\

o2 o2. 2 /  O ' Q\
■y '  - pb V  * 7 e p "

Z równać (69) wynika, że momenty zg ina jące  za leżą  od dwóch n ie 
zależnych parametrów bezwymiarowych y  i  V , n ie  za leżą  natom iast 
od sztyw ności D.

Zakładając więc VM ■ V , model już sp e łn ia  warunek podobień
stwa geometrycznego j e ś l i  p o d z ia łk i d la  d ługości i  szerokośc i pły
ty  są jednakowe.
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Równanie momentu skręcającego ma następu jącą  postaó

11.2 . Momenty sk ręcające

(70)

lub po wprowadzeniu oznaczeń jak  w p .11 .1

(71)

Moment sk ręcający  zależy  więc również od y i  V . Stosunek y 
spełniony zo s tan ie  w jednakowej podz ia łce  długośd boków p ły ty , 
grubośó zaś może byó dowolna. Z reg u ły  niemożliwe j e s t  sp e łn ien ie  
V = V . N iespe łn ien ie  jednak tego p o s tu la tu  n ie  obarczy wyników 
otrzymanych na modelu żadnym błędem, j e ś l i  wykona s ię  p ro s te  prze
l ic z e n ie  w sposób następu jący :

Przy obciążen iu  s i ł ą  P « 1

7 rzecz . ~ ^  model 1 -  V* (72)
M

a przy obciążeniem  momentem N «= 1

7 rz e c z . "^m odel 1 -  V ^L' (73)

11.3» S iły  poprzeczne

S iłę  poprzeczną wyraża n astępu jące  równanie:

(7 t)

lub po odpowiednim podstaw ieniu



Z równania (75) wynika, ze s i ł a  poprzeczna n ie  zależy  również 
od grubości p ły ty  i  n ie  zależy  ponadto od V . S iła  poprzeczna więc . 
otrzymana na modelu, n ie  j e s t  obarczona przy p rz e jśc iu  do obiektu  
żadnym błędem, j e ś l i  p rz y ję to  jednakową podziałkę d łu g o śc i i  sze
rokości boków. Dowolne mogą być grubość i  Y^.

12. Modelowanie p ły t i  powłok anizotropowych

Badanie układów anizotropowych na modelach j e s t  możliwe pod wa
runkiem odpowiedniego zaprojektow ania modelu. Nie we w szystkich 
przypadkach j e s t  to  możliwe. Trudno j e s t  np. wykonać model p ły ty  
żelbetow ej o a n iz o tro p ii  o rtogonalnej (ew entualnie w modelu g ipso
wym). Udowodniono jednak (jl3j, że przy sztywnosciacn w dwóch pro
stopadłych. do s ie b ie  kierunkach o w artościach  różniących s ię  o 20$ 
błąd w ynikający z p rz y ję c ia  p ły ty  jako izotropow ej j e s t  mniejszy 
od tego , k tó ry  j e s t  spowodowany przez p rz y ję c ie  Y * 0, praktyko
wane często  w budownictwie żelbetowym. Dlatego modele p ły t żelbe
towych anizotropowych można wykonać z reg u ły  z m a te ria łu  iz o tro 
powego. W przypadkach szczególnych, przy znacznych różnicach sztyw 
nośc i w różnych kierunkach, projektow anie modelu wymaga szczegó
łowej an a lizy .

Rys. 9

i r m L r

Rys. 10
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Inny ro d za j a n iz o tro p ii  może polegać na tym, że m a te ria ł j e s t  izo 
tropowy, a an izo tro p ia  wynika dopiero  na skutek ukształtow ania po
w ierzchn i. Do ta k ic h  przypadków za liczy ć  można przykładowo blachę 
f a l i s t ą  (ry s . 8)', blachę wzmocnioną żebrami (ry s . 9)» p ły tę  wzmoc
nioną układem żeber w jednym kierunku (ry s . 10) lub w obu k ierun
kach ( r u s z t ) .  W tych przypadkach model należy wykonać jako geome
try c z n ie  podobny i  sp e łn ić  warunki odpowiedniości podane w p.7 do 
10.

IV. APARATURA

13. Pomiary przem ieszczeń

W c z ę śc i teo re ty czn e j wykazano, że wyznaczanie pow ierzchni wpły 
wowych s i ł  uogólnionych p ły t i  powłok sprowadza s ię  do pom iarujrze 
sunięć punktów na pow ierzchni zdeformowanego modelu w przypadku ob 
c iążen ia  układu rzeczyw istego s i ł ą  lub do pomiaru kątów obrotu 
przekrojów modelu, gdy układ rzeczyw isty  j e s t  obciążony momentem.

Pomiar kątów obrotu j e s t  p ro s ty  i  wykonuje s ię  przy pomocy lunę 
ty  autokolim acyjnej i  lu s te re k , założonych w badane przekro je  mode 
lu .  Pomiar p rzesun ięć j e s t  w zasadzie również nieskomplikowany, je  
ś l i  posiada s ię  odpowiednio precyzyjną a p a ra tu rę . Rzędne ug ięc ia  
pow ierzchni odkszta łconej są bardzo małe, zw łaszcza, gdy wpływ wy
znaczanej na modelu s i ły  uogóln ionej n ie  je s t  w ie lk i.  Rzędne te  są 
szczególnie małe przy wyznaczaniu pow ierzchni wpływowej s i ły  po
p rzeczn e j. Małe p rz e su n ię c ia , od k ilk u  do k ilk u d z ie s ię c iu  mikronów 
można łatwo pomierzyć przy pomocy elektrycznego czujn ika indukcyj
nego P h ilip s a  lub apara tu ry  zbudowanej na zasadzie pneumatycznej.

Czujnik elek tryczny  P h ilip sa  stosowany j e s t  w ap ara tu rze  LEO- 
NHARDTA, ANDRX'A i  KRIGERA s łu żące j do wyznaczania powierzchni 
wpływowych momentów zg inających  i  sk ręcających  d la  p ły t na zasa
dzie  pomiaru krzywizny. Najm niejsza w artość pomiarowa tego czu jn i
ka wynosi 0,0001 mn.

Jeszcze m niejsze p rzesu n ięc ia  można pomierzyć czujnikam i pneu
matycznymi, przy stosowaniu których można uzyskać powiększenie 
40 000 ra z y .

I s to tn ą  w łaściw ością tych czujników j e s t  to ,  że n ie  obciążają  
one modelu albo zupełn ie  (czu jn ik  pneumatyczny) lub o b c iąża ją  mini 
malnie (czu jn ik  elek tryczny) bez znaczenia praktycznego. Natomiast 
c z u jn ik i mechaniczne, sprężynowe, o b c iąża ją  model naciskiem  spręży 
ny, .co j e s t  niedopuszczalne w badaniach modelowych opisanego typu.

Autor n in ie js z e j  pracy n ie  dysponował n ie s te ty  przy pomiarach 
modelowych an i czujnikiem  elektrycznym  a n i czujnikiem  pneumatycz
nym. Autor uży ł więc apara tu ry  pomiarowej własnego pomysłu, zbudo
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wanej d la  pomiarów przesun ięć  p rzestrzennych  m odeli prętowych, któ 
ra  może być zastosowana rów nież w badaniach modelowych p ły t i  po
włok.

A paratura ta  sk łada s ię  z lunety  autokolim acyjnej i  wałka sprzę 
żonego z lu s te rk iem  (ry s . 11). Przez wałek p rzew in ię ta  j e s t  n ić  za 
czepiona jednym końcem do modelu. Na drugim końcu n ic i  zawieszony

okular mikrometr 

luneta
lusterko wałek

/ I
/ a

j e s t  n ie w ie lk i c ięża rek  d la  zrównoważenia c ięża ru  lu s te rk a  oraz dla 
uzyskania niezbędnego n ap ięc ia  n i c i .  S iła  jaka w ten  sposób przeno 
s i  s ię  na model j e s t  n iew ielka  i  s ta ł a ,  wobec czego n ie  ma ona żad 
nego znaczen ia . Po zdeformowaniu modelu, punkt do którego z o s ta ła  
zaczepiona n ió , p rzesun ie s ię  pociągając  za sobą n ió , co spowoduje 
obró t wałka z lu s te rk iem  o pewien k ą t .  Kąt obrotu można odczytań 
przy pomocy lune ty  au toko lim acyjne j, a znając średn icę  wałka o b li
czyć część obwodu odpowiadającą temu kątow i. Będzie to  szukane prze 
sun ięc ie  punktu modelu. Od w ie lk o śc i średn icy  wałka zależy  n a j
m niejsza w artość pomiarowa odczytana na śrub ie  okularu  mikrome- 
trycznego założonego do lun e ty  au tokolim acyjnej. Z ależnie  od w ie l
k o śc i p rzesun ięć  modelu można użyć wałków o różnych średn icach . 
W pomiarach modelowych p ły t ,  przeprowadzonych przez au to ra , użyto 
wałka o średn icy  49,5 mm. Najm niejsza w artość pomiarowa w ynosiła 
d la tego  przypadku 0,00024 mm.

Wałek oparty  j e s t  na specjalnym  s ta ty w ie , pokazanym na ry s .  12.
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Rys. 12

1 4 « Deformator powierzchniowy poprzeczno-skrętny

Powierzchnię wpływową momentu skręcającego i  powierzchnię wpły
wową s i ły  poprzecznej d la  dowolnej p ły ty  i  powłoki można otrzymać 
wymucze.iąc w badanym przekro ju  odpowiednio kąt sk ręc fn ia  ip i  prze 
san iec ie  poprzeczne t .  Oba te  przem ieszczenia można wymusić przy 
pomocy zaprojektowanego przez au to ra  deform atora powierzchniowego 
poprzeczno-skrętnego, którego fo to g ra f ię  przedstaw ia ry s ,  1 3 .

Na ry s ,  14 pokazano schemat tego deform atora w dwóch rzu ta ch .
Kąt sk ręcen ia  wymuszony z o s ta je  przez zmianę średn icy  wałka A 

umieszczonego między dwoma stalowymi ramionami dociskanymi do wał
ka sprężyną D. Podczas o p e ra c ji wymuszania kąta  sk ręcen ia  umiesz
czony j e s t  w d e farmatorze wałek B dociskany sprężyną E, którego 
zadaniem j e s t  uniem ożliw ienie wzajemnego p rzesu n ięc ia  poprzecznego 
ramion deform atora. Śruby P i  G um ożliw iają odsunięcie s ię  od sie 
t l e  ramion w ce lu  wymiany wałków o różnych średn icach . Model przy-
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mocowany j e s t  do deform atcra przy pomocy nakładek i  śrub . Szero
ko Ś6 ramion w m iejscu  przymocowania do modelu wynosi 5 mm. Długość 
teo re tyczna ramion j e s t  równa 49»5 mm. Przy wyznaczaniu powierz
chni wpływowych momentu .skręcającego maksymalna ró żn ic a  średn ic

I 
U

Rys. 14
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zmienianego wałka A wynosiła 0 ,3  ma. Przy g ru b o śc i modelu 2 mm 
wymuszano więc maksymalny k ą t sk ręcen ia  równy 0,00394 rad ia n a .

Wzajemne rów noległe p rzesu n ięc ie  poprzeczne t  otrzymamy prze
suwając rów nolegle ramiona deform atara przez zmianę średn icy  wał
ka B. Przy t e j  o p e ra c ji należy je szcze  wstawió między ramiona do
datkowy wałek C o ta k ie j  samej średn icy  ja k  wałek A. Jednakowe 
średn ice  wałków A i  C zapewniają rów noległość p rzesu n ięc ia  r a 
mion, wykluczając jednocześn ie  w szelk ie inne przem ieszczenia bada
nego p rzek ro ju . C iężar w szystkich  wałków musi byó jednakowy. Śred
n ice  ic h  zm ieniają s ię  od 4 ,0  mm do 5 ,0  mu co 0,1 mu.

Przeprowadzone przy pomocy deform atora poprzeczno-skrętnego ba
dania modeli ogran iczy ły  s ię  do ta k ic h  pomiarów p ły t ,  d la  których 
rozw iązania podane są w l i t e r a t u r z e .  Porównanie wyników m iało udo
wodnić poprawność omawianej metody badać modelowych, jak  również 
zweryfikować sprawne d z ia ła n ie  deform atora.

15» Wyznaczanie na modelu pow ierzchni wpływowej momentu skreca- 
i&PBP

Powierzchnie wpływową momentu skręcającego wyznaczono d la  p ły t 
ukośnych podpartych swobodnie na dwóch krawędziaoh przeciw ległych , 
a wyniki d la  tych  płyt^porównano z powierzchniami wpływowymi o trzy  
manymi przez RttsCHA I  HERGENR5deRA [16] na modelach z g ipsu .

Zgodnie ze wzorem (13) rzędna pow ierzchni wpływowej intensywno
ś c i  momentu skręcającego j e s t  wyrażona równaniem

'A *

Na modelu więc otrzymuje s ię  wymuszając przy pomocy defarma-
to ra  znany kąt Tp , m ierząc u g ię c ia  w i  d z ie ląc  przez długośó f  
ro z ło żen ia  k ą ta  V . W p rzek ro ju , d la  k tórego wyznacza s ię  dowolną 
w ielkość s ta ty czn ą , model p rzec ina s ię .  P rzy ję to  jednakową długośó 
szcze lin y  przy wyznaczaniu pow ierzchni wpływowych zarówno momentu 
sk ręcającego , jak  również momentu zg inającego i  s i ły  poprzecznej. 
Długość ta  wynosiła 10 mm. Wielkość f  jednak n ie  j e s t  równa dłu
gości p rz e c ię c ia  i  j e s t  z regu ły  od n ie j w iększa. Wielkość tę  nale 
ży wyznaczyć dośw iadczaln ie. Zależy ona od grubości p ły ty  lub po
w łoki i  od cech sprężystych  m a te ria łu  modelu. Udowodniono nato
m iast, że w ielkość t a  n ie  zależy od w ie lkośc i modelu i  warunków 
brzegowych.

Powierzchnie wpływowe momentu skręcającego a  wyznaczono d la  
punktu B p ły t  opisanych na rysunkach 15-i  16.

Boki k ró tsze  są swobodnie podparte, krawędzie dłuższe są  swob.od 
ne. We w szystkich przypadkach szcze lin a  w p rzek ro ju  B j e s t  pro
s to p ad ła  do wektora m *

* y
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Jak ju ż  wspomniano, otrzymane rzędne pow ierzchni wpływowych po
równano z rzędnymi uzyskanymi d la  analogicznych p ły t w p u b lik a c ji  
RÜ3CHA i  HERGENRÜDERA [16J . Ponieważ powierzchnie wpływowe w t e j  
p u b lik a c ji wyznaczono d la  p ły t  z gipsu o współczynniku Poissona 
•V ■ 0 , 2 1 5 , a badane przez au to ra  modele były wykonane z aluminium 
i  'c e lu lo id u  o ■ 0,340 i  Vce^ * 0 ,3 8 , trze b a  było podane rz ę  
dne pow ierzchni wpływowej, powiększone jeszcze  83T-krotnie, odpo
wiednio p rz e lic z y ć .

k m x y

m y x

b  d y  -0 ,4

Rys. 15

i i IDxy

m yx

b'lxf  = 0,4

Rys. 16

Równanie momentu skręcającego posiada następu jącą  postać :

m -  D(1 -  V) xy y

W p . 11 wykazano, że rzędne powierzchni wpływowej n ie za leżą  od szły 
wności 0 , za leżą  natom iast od współczynnika V . W artości rzędnych
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d la  m odeli aluminiowych otrzymano więc wykonując następujące prze
lic z e n ie  :

■ -gps ł r f 1-  ■ 4 , - "gPS -gips

O stateczną w artość rzędnych otrzymano d z ie ląc  przez 83T. A więc

a l  „ g ip s  0 ^  _ g ips 
xy ax 6Jt xy

Po wykonaniu podobnych o b liczeń  d la  modeli z ce lu lo id u  i  p le k s i 
g lasu  (p o s iad a ją  jednakową w artość V) otrzymano

c e l g ip s  _ .m ■ m . 0,03^4.
* y  x y

Na rysunku 17 pokazano fo to g ra f ię  p ły ty  w cza s ie  wykonywania po 
miarów.

Defarmator można zamocować od strony  górnej lub dolnej p ły ty . 
Ze względu na wygodę przy wymianie wałków podczas wymuszania prze
m ieszczeń, le p ie j  j e s t  zamocować deform ator od strony  górnej mode
lu ,  ta k  ja k  widąć na rysunku 17. Ważne j e s t  dokładne ustaw ienie 
deform atora ta k , aby wektor wymuszanego ką ta  skręcenia pokrywał się 
z wektorem szukanego momentu sk ręcającego . Poprawne ustaw ienie de
form atora można sprawdzić przez porównanie w artości rzędnych punk
tów modelu rozmieszczonych symetrycznie względem deform atora. Ta
k ie  sprawdzenie j e s t  jednak możliwe ty lk o  w przypadku wyznaczania 
pow ierzchni wpływowej d la  punktu leżącego na p rzec ięc iu  s ię  o s i sy 
m e tr ii  lub a n ty m e trii badanego modelu.. Sposób podparcia p ły ty  przed 
staw ia rysunek 18, gdzie po lewej s tro n ie  pokazano podparcie p rze- 
gubowo-nieprzesuwne, a po prawej przegubowo-przesuwne.
Deformator zamocowywano do p ły ty  z wałkami A, B i  G ( ry s . H )  o 
średn icach  4 ,0  mm. Po zamocowaniu, wałek C u sun ię to , a wałek A 
zmieniono na inny o średnicy  4,1 mm w ce lu  nadania wstępnej defo r
m acji lik w id u jące j ewentualne luzy w deform atorze lub na łożys
kach. Odczyty wyjściowe notowano przy średn icy  wałka 4,1 mm a koń
cowe przy średnicy  4,4  mm. P rzesun ięc ia  każdego badanego punktu 
modelu mierzono co najm niej sze śc io k ro tn ie  i  z odczytów tych o b li
czano ś red n ią .



Rys. 17

Rys. 18

M O D E L  lir 1 stanow iła  ukośna p ły ta  opisana na ry s .  1 5 » wy
konana z blachy aluminiowej g rubości 2 mm i  długościach boków b » 
■ 20 cm i  L<f = 50 cm. Wyznaczono d la  n ie j powierzchnię wpływową 
m , k tó re j w arstw ie* przedstaw ia ry s .  19* Poszczególne rzędne t e j  
pow ierzchni obliczono na podstawie wzoru ( 1 3 )

k̂ > T‘
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P rzesu n ięc ia  w punktów pomierzono przy pomocy apara tu ry  op isanej w 
p. 13. Najm niejsze p rzesu n ięc ie  zmierzone w pob liżu  podpory miało 
w artość 0,048 mm, a najw iększe 0,37 mm w przekro ju  d la k tórego wy
znaczono pow ierzchnię wpływową. Przy różn icy  śred n ic  zmienianych 
wałków równej 0 ,3  mm wymuszany kąt sk ręcen ia  ip był równy 0,00594 
ra d ia n a . Wartość f  otrzymano jako i lo r a z  p o la  p rzekro ju  p ła sz 
czyzną pionową powierzchni wpływowej, wyznaczonej w pracy [16] , z 
podobnym polem, wyznaczonym przy pomocy opisywanego badania przy 
założen iu  f  = 1» Dla blachy aluminiowej grub. 2 mm otrzymano w iel 
kość f  = 18 mm. Rzędne pow ierzchni wpływowej d la  danego modelu 
obliczano  następu jąco ;

r> s  n * Q«000^4 0 00224
^k  0,00594 . 18 " n * °*0C2^ >

gdzie n oznacza liczb ę  odstępów na śrub ie  okularu mikrometrycz-
nego, a 0,00024 w ielkość jednego odstępu w mm.

Porównanie pow ierzchni wpływowych otrzymanych przez RUSCHA i  
IIERGENRODERA oraz przez au to ra  pokazano na rysunkach 20 do 28, 
przedstaw iających  p rzek ro je  pionowe. Porównanie pól tych przekro
jów otrzymanych na drodze badań dwiema różnymi metodami wykazuje 
ró żn ice  n ie  w iększe od 1,5%» natom iast maksymalny błąd pomiarów 
oszacowany przez w/w autorów w ich badaniach n ie  p rzek racza ł 4%. 
Otrzymane więc r e z u l ta ty ,  p rak tyczn ie  b io rą c , są identyczne.

Celem dalszych  badań m odeli było wykazanie w jakim stopniu  wpły
wają na w artość f  w ielkość modelu, k s z ta ł t ,  grubość p ły ty  lub
powłoki i  rodzaj m a teria łu  modelu. Dla w szystkich przypadków wyzna
czano m .xy ■

M O D E L E M  n r 2 była p ły ta  aluminiowa grub . 2 mm o parame
tra c h  ogólnych podanych na ry s . 1 5 * lecz  c d ługościach b * 12 cm 
i  l<f> ■ 30 cm, a więc mniejszych w porównaniu z długościam i boków 
modelu nr 1. Sprawdzono p rzek ró j pow ierzchni wpływowej między punk 
tami 42-22 (numeracja punktów j e s t  podana na ry s . 19)* Wartość f  
obliczono w sposób podany wyżej. Otrzymano f  = 18 mm, c z y li  w iel
kość taką  samą jak  d la  modelu n r 1. P rzekrój przez powierzchnię 
wpływową przedstaw ia ry s .  29 .

Z przeprowadzonego badania wynika wniosek, że w artość f  n ie 
zależy od w ielkości modelu.

M O D E L  nr 3 stanow iła p ły ta  identyczna jak  w modelu n r 2, 
lecz  o g rubości 1 ran. Pomierzono rzędne przekro ju  przez powierz
chnię wpływową między punktami 30-26 i  inne rzędne w różnych punk
tach  p ły ty . Dla tego przypadku w artość f  * 60,6 mm. Wykres prze
k ro ju  przedstawiono na ry s . 30.
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fl 46 22 23 24 25

Rys. 20

16 47 17

« e t 1b 4 7 17 18 19 20

— küoeh 0,2 6 3 5 u ,3 1 b 0 ,2 5 0 0 ,1 7 6 C, 104 0 ,0 4 6 9

A lto r 0 ,3 0 0 0 , 328 0 ,2 4 7 0 ,1 7 5 0 ,0 9 7 0 ,0 5 2

h ó ¿ n .
>5-,5 ♦ 3 ,8 - 1 ,2 - 0 ,5 - b ,7 ♦ 13

R ys. 21
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11 12 13 14 15

Rys. 22

6 7 8 9  V

Rys. 23
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11 32 33 34 . 35
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Rya. 26

P k t 42 37 32 27 22

R usch 0 ,1 5 2 0 ,1 9 9 0 ,2 1 0 0 ,2 1 6 0 ,2 3 1

A u to r 0 ,1 9 0 0 ,2 0 2 0 ,2 0 8 0 ,2 2 6 0 ,2 4 6

R ó¿».
cj - 1 , 0 ♦ 1 ,5 - 1 , 0 ♦ 4 ,6 ♦ 6 ,5

R y s .
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Na tym w ykresie widoczna j e s t  szczególna zgodność wyników o trzy  
manych różnymi metodami badań modelowych.

Na podstawie badania o s ta tn ieg o  modelu wynika wniosek, że war- 
tośó f  za leży  od grubości modelu p ły ty  lub powłoki.

P k t 30 29 28 27 48 26

R usch 0 ,0 4 7 5 0 ,0 9 4 4 0 ,1 5 1 8 0 ,2 1 6 0 ,2 5 3 0 ,2 8 3 5

A u to r 0 ,0 5 1 5 0 .0 9 0 5 0 ,1 5 7 0 ,2 1 4 0 ,2 5 3 0 ,2 8 2

R óúa. + 8 ,4 - 4 ,1 ♦ 3 ,3 - 0 , 9  . 0 ,0 - 0 ,5

Rys. 30

M O D E L  nr 4 -  p ły ta  o k s z ta łc ie  i  wymiarach jak  w modelu 
nr 2, lecz wykonana z c e lu lo id u  grub. 2 mm. Próby badania t e j  p ły 
ty  n ie  da ły  pozytywnych wyników z powodu szkodliwego wpływu zmiany 
tem peratury , wywołanego przez z b liż e n ie  do deform atora r ę k i  bada
jącego . Jednostronne ogrzanie p ły ty  powodowało zdeformowanie mode
lu  i  p rzesu n ię c ie  punktów o rzęd z ie  w ie lkośc i podobnym do przesu
n ięć  pochodzących od wymuszonego k ą ta  sk ręcen ia . Zwiększono więc 
grubość p ły ty  do 3 mm. Przy te j  g rubości i  p rzy  szybkim wymuszaniu 
ką ta  otrzymano już  r e z u l ta t  pozytywny. Wykonano pomiary punktów 
p rzek ro ju  pow ierzchni wpływowej od 30-26, a ponadto zmdarzono rzęd 
ne w punktach 22, 29 i  32. Dla t e j  p ły ty  wyliczono w artość f«44mm. 
Wykres p rzek ro ju  pow ierzchni wpływowej wraz z w artościam i rzędnych 
przedstaw ia ry s . 3 1 .

Z przytoczonego badania n ie  wynika w prost, że w artość f  z a le 
ży od rodzaju  m a te ria łu , gdyż należałoby  zbadać p ły tę  celuloidow ą 
grub. 2 mm, albo dodatkowo p ły tę  aluminiową grub. 3 mm, k tó re j n ie
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badano z powodów uzasadnionych n iż e j .  Przez porównanie jednak war
to ś c i  f  d la  p ły t aluminiowych g rubości 2 m  i  1 on wynika pośred 
n io  wniosek, że f  zależy od ro d za ju  m a te ria łu  lub  in acze j - f  za 
leży od cech sprężystych  m a te ria łu  modelu.

P}ct 30 29 28 27 48 26

R usch 0 ,0 4 4 2 0 ,0 8 9 0 ,1 4 2 0 ,2 0 3 0 ,2 3 8 0 ,2 6 6

A u to r 0 ,0 4 2 C ,078 0 ,1 3 2 0 ,2 2 0 0 ,2 4 6 0 ,2 5 8

R óżn.
. t .  _ - 4 ,5 - 1 2 ,3 - 7 . 0 + 8 ,3 + 3 ,3 - 3 ,0

Rys. 31

Przy p ły c ie  aluminiowej g rubości 2 mm f  * 18 mm, natom iast 
przy g rubości 1 mm w zrasta  do f  = 60,6 mm. Można zatem wniosko
wać, że przy p ły c ie  aluminiowej grub. 3 mm f  byłoby m niejszs od 
18 mm. Wniosek wyrażony wyżej j e s t  więc uzasadniony.

M O D E L  nr 5 -  p ły ta  aluminiowa grub. 2 mm o k s z ta łc ie  jak  
na ry s .  16 i  d ługościach  boków b » 16 cm i  Lf = 40 cm. Pomiary 
wykonano d la p rzek ro ju  pow ierzchni wpływowej przeprowadzonego przez 
punkt B i  równoległego do kró tszego boku p ły ty . Obliczona war
to ść  f  = 18 mm, a więc j e s t  taka  sama jak  d la  modelu n r 1, gdzie 
p ły ta  aluminiowa o innym k s z ta łc ie  p o siada ła  grubość również 2 mm. 
Wykres rzędnych otrzymanych na modelu przedstaw ia ry s .  32.

O sta tn ie  badanie uzasadnia wniosek, że f  n ie zależy  od warun
ków brzegowych.
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5 14 23 33

P k t 5 14 23 33 45

R usch C, 1720 0 ,1 7 7 0 ,1 7 6 5 0 ,1 7 0 0 ,1 1 8

— A u to r 0 ,1 7 8 0 ,1 7 2 0 ,1 7 8 0 ,1 8 1 0 ,1 2 0

Różn.
f>

♦ 3 ,5 - 2 , 8 + 0 ,9 + 6 ,5 + 1 ,7

Rys. 32

Celem przeprowadzonych i  przedstawionych wyżej badań modeli by
ło  wykazanie s łu szn o śc i koncepcji i  dokładności podanej metody przy 
wyznaczaniu pow ierzchni wpływowej momentu sk ręcającego . Wykdzano 
to  przede wszystkim na modelu pierwszym, zaś badania dalszych  mode 
l i  dodatkowo to  p o tw ie rd z iły . Badania modeli n r 2 -  nr 5 s łu ży ły  
przede wszystkim do o k re ś len ia  w arto śc i liczbow ej f , w ystępującej 
w mianowniku wzoru na rzędną pow ierzchni wpływowej i  dowodu, że f  
zależy  od g rubości modelu i  cech sprężystych  m ate ria łu  modelu, a 
n ie zależy  od w ie lk p śc i modelu i  warunków brzegowych. Otrzymane 
w ie lk o śc i liczbow e są następu jące :

aluminium grub. 1 mm -  f  = 60,6 nim
aluminium grub. 2 mm -  f  = 18 mm ;
c e lu lo id  grub. 3 mm -  f  = 44 nm
Przeprowadzano również badania p ły t z p le k s ig la su , jednak znacz

ne opóźnienia sp rężyste  tego  m a te ria łu  obarczały  r e z u l ta ty  pomia
rów poważnymi błędam i. Nie badano p ły t aluminiowych o I grubości 
w iększej n iż  2 mm, a n i te ż  celuloidow ych o g rubości w iększej n iż  
3 mm.Obawiano s ię  bowiem stosunkowo zbyt dużych s i ł  ja k ie  model 
mógłby wywierać na deform ator. Stosowanie jednak p ły t  grubszych 
j e s t  zbędne, a nawet niewskazane ze względów oszczędnościowych. Op 
tymalnym m ateriałem  j e s t  aluminium grub . 2 mm, przy maksymalnej 
d ługości najw iększej p rzeką tne j modelu 50-60 cm. Cieńsze p ły ty  alu  
miniowe wykazują podczas pomiarów pewne drgania,' podobnie jak  p ły 
ty  z c e lu lo id u . C eluloid  w porównaniu z aluminium posiada gorsze 
w łasności sp ręży s te . S zcze lina  w.modelu, w m iejscu zamocowania de- 
fo rm atora , musi być nieco w iększa od szerokości ramion deformatora, 
przytw ierdzonych do modelu. Szerokość tych  ramion wynosi 5 mm. We 
w szystk ich  modelach p rzy ję to  jednakową długość szcze lin y  10 mm,



tz n . z każdej strony  deform atora model by ł p rz e c ię ty  jeszcze  na 
d ługości 2 ,5  mm. Przy wykonywanych próbach z m niejszą szcze lin ą  
trzeb a  było stosować względnie dużą s i ł ę  w ce lu  rozw ieran ia  ramion 
deform atora, co mogło powodować jego niepożądane odkszta łcen ie .D łu  
gość więc szcze lin y  10 mm je s t  optymalna przy danej sztywności de
form atora , Tylko przy te j  d ługości szcze liny  ważne są w ie lkośc i f  
podane wyżej. Przy innych d ługościach  szcze liny  trze b a  f  wyzna
czyć s p e c ja ln ie .

16. Wyznaczanie na modelu powierzchni w pływ owe.i s i ły  poprzeoz-

Powierzchnię wpływową s i ły  poprzecznej qyZ wyznaczono d la  pły 
ty  kwadratowej utw ierdzonej na w szystk ich  krawędziach. P rzekró j ba 
dany znajdował s ię  na p rzec ięc iu  o s i sym etrii ( ry s . 33).

P ły tę  oznaczono jako M 0- 
D E L 6 i  wykonano z ce
lu lo id u  grub. 2 mm. Długość 
szcze liny  w ynosiła 10 mm, po 
dobnie jak  przy wyznaczaniu 
powierzchni wpływowych momen 
tćw skręcających . Model p ły
ty  podczas badania pokazano 
na ry s .  34. U tw ierdzenie na 
krawędziach wykonano tak ,aby  
możliwy by ł przesuw w k ierun  
ku stycznym do płaszczyzny 
środkowej p ły ty , a k ą t obro
tu  równy był zeru . Rys. 35 
przedstaw ia konstrukcję  ło 
żyska u tw ierdzającego . Przy 
takim utw ierdzeniu  p ły ty  je 
den w ierzchołek był n iep rze - 
suwny, jedna krawędź posia
d a ła  swobodę przesuwu ty lko  
sty czn ie  do j e j  kierunku, a 
druga krawędź, prostopad ła 

do p ie rw szej,  p o s iad a ła  swobodę przesuwu ty lk o  prostopad le  do je j  
kierunku. Reformator zamocowano do p ły ty  z wałkami A, B i  C- (ry s . 
14) o średn icach  4 ,0  mm. Po zamocowaniu deform atora w ałki A i  C 
pozostawiono a wałek B zmieniono na inny o średn icy  4,1 mm w ce
lu  nadania w stępnej deform acji. Przy średn icy  wałka 4,1 mn noto
wano odczyty wyjściowe, a końcowe przy średn icy  4*2 mm, c z y l i  wy
muszano p rzesun ięc ie  t  = 0,1 mm. Wszystkie p rzesu n ięc ia  pionowe 
p ły ty , powstałe na skutek wymuszenia t ,  mierzono co najm niej 
s z e śc io k ro tn ie , posługując s ię  ap a ra tu rą  złożoną z lunety  autoko
lim acyjnej i  wałka o średn icy  49,5 mm sprzężonego z lu ste rk iem ;

Rys. 33
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Dla iden tycznej p ły ty  pow ierzchnię wpływową wyznaczył
te o re ty czn ie  PUCIIER [15] . F o to g ra fię  warstwie t e j  pow ierzchni przed

stawiono na rysunku 36. 
Z wynikami PUCHERA po
równano wyniki otrzyma
ne przez au to ra  na mo
delu . Na rysunku 37 
przedstawiono warstwice 
obu pow ierzchni w jed
nej ów iartce p ły ty . Rów 
nanie s i ły  poprzecznej 
je s t

n
V  • D ST

Wartość n ie  za

Rys. 36

^yz
leży więc od współczyn
nika Poissona V . War
to ś c i  rzędnych powierz
chni wpływowej powinny 
być zatem w obu rozwią
zaniach równe.

Zgodnie ze wzorem 11 
rzędna powierzchni wpły 
wowej intensyw ności s i 
ły  poprzecznej j e s t  rów 
na

v z
w

td*

P rzesun ięc ie  t  a 0,1 mm wymuszono defarmatorem, p rzesun ięc ia  
w mierzono na modelu, w ielkość d natom iast obliczono podobnie 
ja k  w p . 1 5 » porównując pola  dowolnych przekrojów pow ierzchni wpły
wowej teo re ty czn e j i  modelowej (z wyjątkiem tak iego  p rzekro ju , któ 
ry  w rozw iązaniu teoretycznym  przec ina obszar, gdzie występuje oso 
bliwość t e j  pow ierzchni). Osobliwość, gdzie rzędne powierzchni 
wpływowej równe są n ieskończoności, w badaniu modelowym w ystąpić 
nie może. Długość przekro ju  służącego do o b liczen ia  d może być w 
zasadzie  dowolna, jednak w artość d będzie dok ładn iejsza  gdy prze 
k ró j będzie stosunkowo d łu g i i  gdy będzie on narysowany w dużej 
s k a l i .

Wielkość d j e s t  w tym przypadku równa 5 ,8  mm. Na rysunkach 38, 
39 i  40 pokazano trz y  p rzekro je  pow ierzchni wpływowej, gdzie wi
doczny j e s t  p rzebieg  l i n i i  teo retycznych  i  modelowych. Z porówna-

50



51



n ia  ic h  wynika, że otrzymane wyniki na mcdelu są w ystarczająco po
prawne, a większe ro zb ieżn o śc i w ystępują w m iejscu , gdzie rozw ią
zanie teo re tyczne posiada osobliw ość. W tych m iejscach otrzymuje 
s ię  te o re ty czn ie  dwie k is z k i o różnych znakach i  o rzędnych rów
nych nieskończoności, na modelu natom iast otrzymuje s ię  w artości 
skończone. Dla celów praktycznych w ięc, r e z u l ta ty  otrzymane drogą 
badań na modelu są lepsze i  dające w efek c ie  końcowym wartośó s i ły  
poprzecznej n iew ątp liw ie b a rd z ie j zb liżoną  do rzec zy w is te j. Obję
to ść  k is z k i  można wprawdzie obliczyć» ma to  jednak znaczenie ty lko  
w tym przypadku, gdy obszar osobliwy, ograniczony w arstw icą dającą 
s ię  jeszcze  p rzedstaw ić w p la n ie , j e s t  obciążony ciężarem  jedno
s ta jn ie  rozłożonym. Gdy w tym obszarze natom iast s ta n ie  s i ł a  sku
piona, w arto śc i s i ły  poprzecznej w ogóle wyznaczyć n ie  można.

Wyznaczanie na modelu powierzchni wpływowej s i ły  poprzecznej 
można znacznie u p rośc ić  w ykorzystując tę  oko liczność, że w otocze
niu  obszaru osobliwego warstwice powierzchni tworzą ko ła  o wspól
nej s ty c z r s j ,  przechodzącej przez p rzekró j badany. Wystarczy wtedy 
wyznaczyć na modelu p rzekró j powierzchni wpływowej p rostopadły  do 
p rzek ro ju  badanego ( ta k i  przekró j przedstaw ia ry s . 38). Długość te  
go p rzek ro ju  j e s t  ograniczona taką małą rzędną, k tó ra  ma jeszcze  
praktyczne znaczenie . Około połowa rzędnych tak iego  p rzek ro ju , od 
strony  obszaru osobliwego, leży  na w arstw icach kołowych. W ten  
sposób większą i  w ażniejszą część w arstw ie można wyznaczyć z jed 
nego p rzek ro ju  zbadanego na modelu, korygując równocześnie pewne 
sp łaszczen ia  k ó ł warstwie (ry s . 37), wynikłe z konieczności wyko
nan ia  w modelu sz cze lin y . P ozosta łe  warstwice pow ierzchni wpływo
wej należy wyznaczyć»'przez pomiar na modelu. Należy również spraw
d z ić , czy p rz y ję te  w sposób opisany wyżej koło sk ra jne j warstwióy 
je s t  jeszcze kołem.

Jak  zaznaczono wyżej, p ły ta  modelu wykonana z o s ta ła  z c e lu lo i
du grub. 2 ram. Szkodliwy wpływ zmiany tem peratury podozas badań 
by ł w tym przypadku n ie w ie lk i ze względu na sztywne zamocowanie 
w szystkich kraw ędzi. Zastosowano ponadto przy pomiarach s ta ły  prze 
pływ pow ietrza przy pomocy wentylatorów.

Wartość d d la  ce lu lo id u  grub. 2 mm j e s t  równa 5»8 mm przy dłu 
go śc i szcze liny  10 mm. Na podstawie badań przeprowadzonych przy wy 
znaczaniu pow ierzchni wpływowych momentu skręcającego można przez 
analog ię  s tw ie rd z ić , że d również zależy ty lko  od grubości p ły ty  
lub powłoki i  od cech sprężystych  m a te ria łu  modelu, n ie  zależy  na
tom iast od w ie lk o śc i modelu i  warunków brzegowych. Porównanie wyni 
ków badań na modelu z rozwiązaniam i teoretycznym i d la  innych p ły t 
lub powłok było niemożliwe, gdyż autor, n ie  zn a laz ł w l i te r a tu r z e  
d ru g ie j pow ierzchni wpływowej, poza jedną pow ierzchnią PUCHERA, 
przedstaw ioną wyżej. Porównanie zaś z re z u lta ta m i badań modelowych 
innego rodzaju  również było niemożliwe, gdyż n ie  ma dotąd inne j me 
tody badań modelowych przy pomocy k tó re j można by wyznaczyć po
w ierzchnię wpływową s i ły  poprzecznej.
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31 1 39 2 43 3  46 4
H--------      1

  r z ę d n a  t e o r e ty c z n a
  r z ę d n a  modelowa

P k t 0 31 1 39 2 43 3 46

B zęd .
t e o r .

oo Oo 0 ,0 1 9 8 0 ,0 1 3 4 0 ,0 0 9 8 0 ,0 0 5 9 0 ,0 0 3 9 0 ,0 0 2 6

B zęd .
m odel 0 ,0 8 6 3 0 ,0 2 8 2 0 ,0 1 9 9 0 ,0 1 2 9 0 ,0 0 9 1 0 ,0 0 6 3 0 ,0 0 3 3 0 ,0 0 2 8

R ó żn .
% - - + 0 ,5 - 3 , 7 - 7 ,1 + 6 ,8 - 1 5 ,4 + 7 ,7

1

I

Rys* 38
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33 6 41 7 44 8 49

P k t 33 6 41 7 44 8 49

—
R z ę d n . 0 ,0 0 8 0 0 ,0 1 0 0 0 ,0 0 8 9 0 ,0 0 7 5 0 ,0 0 5 3 0 ,0 0 3 8 0 ,0 0 2 4

— -
Jizędn.. 0 ,0 0 9 2 0 ,0 0 9 7 0 ,0 0 8 5 0 ,0 0 7 0 0 ,0 0 5 2 0 ,0 0 3 7 0 ,0 0 2 5
R ćżn . + 1 5 , 0 - 3 , 0 - 4 ,5 - 7 ,1 - 1 .9 - 2 ,6 + 4 ,2

Rys* 39

35 11 12 45 13

P k t 35 11 12 45 13

--------- R zędn. 
t e o r .  . 0 ,0021 0 ,0 0 3 6 0 ,0 0 4 5 0 ,0 0 3 8 0 ,0 0 2 8

---- R zędn .
m o d el. 0 ,0 0 3 3 0 ,0 0 3 7 0 ,0 0 3 8 0 ,0 0 3 4 0 ,0 0 2 5

R óżn.
.. + 5 7 ,0 + 3 ,6 - 1 5 ,5 - 1 0 ,5 - 1 0 ,7

Rys. 40
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1 7 « Deformator powierzchniowy kątowy

Powierzchnię wpływową momentu zg inającego , zgodnie ze wzorem (6) 
wyznaczają rzędne

V ?

Kąt $  należy  wymusić odpowiednim deformatorem. Deformatcr ta k i ,  za 
projektowany przez au to ra , pokazuje fo to g ra f ia  na ry s .  41.

Zasada wymuszania kąta  obrotu j e s t  następu jąca  (ry s . 42): Na
skutek przesuwania śrubą mikrometryczną t r z p ie n ia  (1) ramiona (2) 
ob raca ją  s ię  dookoła przegubów (3) zamocowanych w obudowie (4 ) . Ra 
miona (2) dociskane są do t r z p ie n ia  śruby mikrometrycznej spręży
nami (5 ) . Do końców ruchomych Ramion przykręca s ię  śrubami model 
p ły ty  lub pow łoki. Długość teo re tyczna jednego ram ienia j e s t  równa 
40 mm. Przy znanym p rzesu n ięc iu  śruby mikrometrycznej i  znanej d łu  
g o śc i ramion wiadoma j e s t  w artość wymuszonego k ą ta  v ,  k tó ra  prak
tyczn ie  zaw arta j e s t  w gran icach  0,005 do 0,015 rad ia n a .

Rys. 41

Podobnie jak  w przykładach poprzednich, p rzesu n ięc ia  pionowe 
"w" zdeformowanego modelu mierzono ap a ra tu rą  złożoną z lune ty  auto 
kolim acyjnej i  wałka o średn icy  49»5 mm sprzężonego z lu s te rk iem .

Sposób wyznaczania w ie lk o śc i ”e" zo s tan ie  omówiony n iż e j .
Powierzchnie wpływowe momentu zg inającego wyznaczono na mode

lach  d la  p ły t ,  z k tó rych  jedną te o re ty czn ie  rozw iązał PUCHER [ l5 ] t



a drugą o trzym ali aa modelu z g ip su  RttSCH i  HERGENRODER [16] przy  
pomocy in n e j metody badaó.

18. Wxz_nacz_ąnle ną. modelu_POłtlerzcimi wpływowej momentu zg in a ją  
£2&° ■

Pow ierzchnię wpływową momentu zg inającego  wyznaczono na 
M O D E L U  itr 7 ( r y s .  43) p ły ty  w p rze kro ju  położonym na prze

c ię c iu  s ię  o s i  x  i  y .  Model 
wykonano z b lachy alum inio
wej g ru b o ści 2 mu. Długość 
s z c z e lin y  w p rzekro ju  bada
nym p rz y ję to , podobnie ja k  
we w szystk ich  poprzednich  
przykładach, równą 10 mm. 
P ły ta  b yła  oparta swobodnie 
na kraw ędziach k ró tszych . 
Dłuższe krawędzie b y ły  swo
bodne. Łożyska p ły ty  wyko
nano podobnie ja k  d la  M 0- 
D E L U  nr 1 ( r y s .  18).

Otrzymane na modelu rzęd
ne powierzohni wpływowej po
równano z rzędnymi wyznaczo

nymi te o re ty czn ie  przez PUCHERA D s j .

Równanie momentu zg inającego ma n astęp u jącą postać

S - Ł

i*r -  "O (;
Q* + v
(dxc

2 - f ) ,
fi) y
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Rys. 44

Model omawianej p ły ty  podczas badania przedstaw ia fo to g ra f ia  
na rysunku 44» Przy pomocy deformaJ'o ra  wymuszono obrót - o kąt 
$  ■ 0,01 ra d ia n a . U gięcia "w" mierzono za pomocą ap ara tu ry  złożo
n e j ,  z lu n e ty  autokolim acyjnej i  wałka o średn icy  49»5 mm, sprzężo-

Pow ierzchnia wpływowa w rozw iązaniu  PUCHERA z o s ta ła  wyznaczona w 
za ło żen iu , że V * 0 . Aby więc porównać rzędne pow ierzchni wpływo
wej otrzym anej na modelu z aluminium o V « 0 ,34 n a leża ło  rzędne 
teo re tyczne  odpowiednio p rz e lic z y ć . W tym ce lu  skorzystano z dru
g ie j pow ierzchni wpływowej PUCHERA Wyznaczonej d la  t e j  samej p ły ty  
i  tego samego p rzek ro ju , le cz  d la  my. Rzędne t e j  pow ierzchni po
mnożone przez V = 0,34 i  dodane do rzędnych pow ierzchni m^ utwo 
rz y ły  pow ierzchnię wpływową te o re ty czn ą  momentu mx ważną d la  p ły  
ty  alum iniow ej•
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nego z lusterkiem * Przy w arto śc i jednego odstępu na bębnie okularu 
mikrometrycznego równej 0,00024 mm, rzędne powierzchni wpływowej 
obliczono następu jąco ;

V -  —  = -  n .0 .0016<mx  ^e 0 ,0 1 .1 4 ,4

gdzie n oznacza liczbę  odstępów na ś ru b ie  mikrometrycznej okula
ru . Wartość e = 14,4 mm wyznaczono w sposób opisany n iż e j .  Każdą 
rzędną u g ię c ia  p łyty  mierzono co najm niej sze śc io k ro tn ie  i  z war
to ś c i  pomierzonych obliczono ś red n ią . Powierzchnię wpływową, o trzy  
maną na modelu, przedstaw iono w p la n ie  warstwicowym na ry s .  45« Na 
rysunkach 46 , 47» 48, 49 i  50 porównano przekro je  pow ierzchni
wpływowych wyznaczone na modelu z przekro jam i wyznaczonymi te o re 
ty c zn ie . Ha trz e c h  pierw szych p rzek ro jach  obie l i n ie  p rak tyczn ie 
pokrywają s ię  ze sobą.

P u cn er
a u to r

P u ch er
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W przypadkach wyznaczania momentu skręcającego  i  s i ł y  poprzecz
nej d la  ob liczen ia  d ługości ro z ło ż en ia  k ą ta  skręcenia i  p rzesun ię
c ia  poprzecznego (w ielkości f  i  d) n a leża ło  porównać dowolne pole 
p rzekro ju  pow ierzchni wpływowej wyznaczone na modelu z odpowiednim 
polem otrzymanym z rozw iązań ju ż  znanych. W przypadku modelowego 
wyznaczania powierzchni wpływowej momentu zginającego w ielkość "e" 
można obliczyć bez uciekan ia  s ię  do rozwiązań innych.

Wiadomo, że np. d la  p ły ty  pokazanej na ry s .  43 pole p rzekro ju  
pow ierzchni wpływowej momentu zg inającego m^, leżące  w płaszczyź
n ie  yz równe j e s t  1 /4 . Dla wyznaczenia więc e należy począt
kowo wykonać pomiar tego p rzek ro ju  na modelu p ły ty  jak  na ry s .  43 
z tak iego  m a te ria łu  i  o ta k ie j  grubości ja k ą  będzie posiadać model 
przeznaczony do właściwego badania. I lo ra z  po la  tego p rzek ro ju  i  
1/4 j e s t  równy e . Może być również p ły ta  o innym k s z ta łc ie ,  d la 
k tó re j ja k ie ś  pole p rzekro ju  pow ierzchni wpływowej j e s t  znane.

W te n  sposób d la  omawianego przykładu (ry s . 50) wyliczono e ■ 
-  14,4 mm. Przy te j  w arto śc i e ró żn ic a  procentowa między polem 
otrzymanym na modelu a 1 /4  j e s t  równa +0,9% (ry s . 50).

Kolejny M O D E L  n r 8 stanow iła p ły ta  celuloidow a grub. 
3 mm, o schemacie statycznym i  wymiarach ta k ic h  samych ja k  w mode
lu  nr 7 . W przypadku tym wpływ tem peratury przy z b liż a n iu  r ę k i  do 
defarm atora uniem ożliw ił przeprowadzenie pomiar^*. Włączenie wenty 
la to r a  podczas badania n ie  popraw iło s y tu a c j i ,  gdyż/ ruch pow ietrza 
spowodował ruchy p ły ty , podpartej swobodnie ty lk o  na dwóch krawę
dziach .

M O D E L  n r 9 stanow iła  p ły ta  z blachy aluminiowej grub. 2dpn 
podparta  swobodnie na dwóch krawędziach kró tszych . K sz ta łt i  wy
miary p ły ty  óraz numerację punktów pomiarowych przedstaw iono na 
ry s .  51*

Dla p ły ty  te j  wyznaczono moment zg inający  mg w punkcie B. Po 
dobnie ja k  przy badaniu modelu n r 7 p rz e c ię to  p ły tę  szcze lin ą  dłu
gośc i 10 mm i  wymuszono k ą t obrotu i '  ■ 0,0T ra d ia n a . Także w tym 
przypadku p ły ty  pole p rzek ro ju  pow ierzchni wpływowej w połowie roz 
p ię to ś c i  powinno równać s ię  1 /4 . Z tego  warunku wyliczono w iel
kość e -  14,4 mm, a więc identyczną jak  d la  modelu n r  7« Wynik 
ten  potw ierdza udowodnione w p* 15  tw ie rdzen ie , że długość ro z ło że 
n ia  wymuszonego przem ieszczenia n ie  za leży  od k s z ta ł tu  i  wymiarów 
modelu.

Otrzymane rzędne pow ierzchni wpływowej porównano z rzędnymi d la  
t e j  samej p ły ty ,- lecz  uzyskanymi przez ROSCHA i  HERGENRODERA [16] 
na modelu z gipsu przy pomocy in n e j metody badawczej. Na rysunku 
52 i  53 przedstaw iono wykresy porównawcze.

Na ry s . 52 wykreślono połowę przekro ju  środkowego powierzohnl 
wpływowej, k tó ry  względom punktu B j e s t  symetryczny. Przy w iel
kości e * 14,4 mm pole tego p rzek ro ju  ró ż n i s ię  od teo re tyczne
go ty lk o  o -0,9%. Wynik j e s t  więc bardzo dokładny. Większe ró ż n i
ce między rzędnymi ( ry s .  53) otrzymanymi p rzez RtteCHA i  au to ra  wy-
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P k t 20 21 22 23 24

— P u e h e r 0 ,0 9 6 0 ,1 9 0 0.2P1 0 ,3 5 8 0 ,3 9 0

— A u to r 0,105 0 ,2 1 4 0 ,3 3 5 0 ,4 0 9 0,421

R<5¿n.
55 ♦ 7 ,2 + 1 2 ,6 + 1 9 ,3 + 1 4 ,2 + 8 ,0

Ry». 49

j, 196 210 ^  f.96 , 1.95 . ^ /O g

24 19 16

O b licúen le  p o n ierzch n i 

2 .( 0 ,4 2 1 + 0 ,4 4 1 ) .0 ,5 .1 ,9 6  -  1 ,6 9 0  
2 . ( 0 ,4 4 1 + 0 ,4 4 8 ) .0 ,5 .2 ,1 0  .  1 ,8 6 8  
2 . ( 0 ,4 4 8 + 0 ,5 2 2 ) .0 ,5 .1 ,9 6  -  1 ,9 0 2  
2 . ( 0 ,5 2 2 + 0 ,5 7 1 ) .0 ,5 .1 ,9 5  .  2 ,1 3 0  
2 .( 0 ,5 7 1 + 0 ,6 2 0 ) . 0 , 5 . 0 , 98 •  1 ,1 7 0  
2 . ( 0 ,6 2 0 + 0 ,6 4 6 ) .0 ,5 .1 ,0 5  -  1 ,3 3 0

P  •  1 0 ,0 9 0

•7 -  1 0 ,0 00  
4

r ó in ic a  0 ,9#

0 ,3 9 0

0 ,6 4 6

Rys. 50



63



5 14 23 3946B

Pkt 5 14 23 33 46 B
Rusch 0 ,3 8 4 0 ,3 8 9 0 ,4 1 0 0 ,4 7 8 0,528 0 ,6 3 0

Model
__a.1- 0 ,3 8 9 0 ,3 8 4 0 ,4 0 0 0,431 0,530 0 ,6 3 9

Różn.
%

+ 1 ,3 -1.3 - 2 ,4 - 1 0 ,0 + 0 ,4 + 1 ,4

P o le  p r z e k r o ju  t e o r e ty c z n e  
"  " e g  badań R üsche

7 ,0 7 0
7 ,0 8 4  ( r ó ż n .  

+0 ,2% 
7 ,0 0 6  ( r ó ż n .

-0 ,9% )

Rya. 52



!
n ik a ją  z ró żn o śc i współczynnika Poissona, k tó ry  d la g ipsu równa 
się  0,215» a d la  aluminium 0,340. P rz e lic z e n ie  rzędnych otrzyma
nych na modelu z g ipsu  na rzędne ważne d la  m ateria łu  o innej war
to śc i współczynnika Poissona j e s t  w przypadku wyznaczenia momentu 
zginającego niemożliwe. Różnice są jednak -n iew ie lk ie , a n iek tó re  
rzędne pow ierzchni wpływowej d la  modelu aluminiowego powinny być 
nieco większe od rzędnych d la  modelu gipsowego. Kierunek odchyle
n ia  l i n i i  wyznaczonej przez au to ra  (ry s . 5 3 ) j e s t  zatem prawid
łowy.

19. Deformator powierzchniowy podłużny i  problem wyznaczenia 
s i ł  podłużnych

Wyznaczenie pow ierzchni wpływowej s i ły  pod łużnej, zgodnie z za
sadą ogólną, powinno s ię  odbyć drogą wymuszenia w badanym przekro
ju  p rzesu n ięc ia  podłużnego. W p rzekro ju  zatem przeciętym  szcze lin ą  
sąsied n ie  p łaszczyzny powinny s ię  rów nolegle zb liży ć  lub oddalić  
od s ie b ie .

Rys. 54

Do wyituszenia p rzesu n ięc ia  podłużnego zbudowano specja lny  de- 
fo rm ato r, przedstaw iony na ryje. 54 . Próby wyznaczenia powierzchni 
wpływowej s i ły  pod łużnej, wykonywane między innymi na powłoce po
kazanej na rysunku 5 5 » n ie  powiodły s ię ,  gdyż n ie  udało s ię  wymu
s ić  p rzesu n ięc ia  podłużnego. Na r e a l iz a c ję  tego rodzaju  p rzesun ię
c ia  n ie  pozwala je d n o lite  o toczenie szcze lin y .
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Rys# 55

V. INNE METODY I  PORÓWNANIE Z NIMI 
METODY PRZEMIESZCZEŃ WYMUSZONYCH

20. Metoda pomiaru k a ta  [6]>C12]

Przy stosowaniu t e j  metody można wyznaczyć powierzchnie wpływo
we momentu zginającego i  momentu sk ręcającego . Punktem w y jśc ia  są 
następu jące wzory na momenty zg inające  i  sk ręca jące :

flx Qy

„/Ofw ^  0J»x m -  -  + V —
y (ć)y 0x2

2,
lxy '  "  03dOy*n m —D( 1 -  V )
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K orzystając przy rozwiązywaniu p ły ty  z rachunku ró żn ic  skończonych 
i  zak łada jąc  V * 0 , można d la  punktu "k" p ły ty  otrzymać następu
jące  wyrażenie ( ry s .  56 )s

i

,k  (/> _

,/ -

Rys. 56

« i  . .  ^  .  _ &  .  _  .  i
W  asy ff l,2

(Dx 24x 2dx 0 x 2 KJ

% _ 5 e ^ i .~ S = 3 i . .X
¿)x©y <5y flx 2ńy 2Ax EJ

A w ięc:

a T '



Aby otrzymać na modelu d la  punktu k momenty zg inające lub 
sk ręcające  należy w odpowiednich punktach odleg łych  od niego o A x  
1 A y  ( ry s . 56) pomierzyć kąty  tę i  p o d z ie lić  je  p rzez 2Ax lub 2Ay. 
Wynika s tą d , że na modelu otrzymuje s ię  ś red n ią  w artość momentów na 
odcinku d ługośc i 2Ax lub 2Ay. .

Przy stosowaniu t e j  metody model wykonuje s ię  z regu ły  z g ipsu . 
Na górnej pow ierzchni p ły ty  przymocowuje s ię  podstawki, na których 
o p ie ra ją  s ię  lu s te rk a . Podstawki rozmieszczone są w reg u la rn e j 
s ia tc e  na całym modelu, lub  ty lk o  w o toczen iu  punktu, d la  którego 
wyznacza s ię  pow ierzchnie wpływowe momentów. Kąty mierzy s ię  przy 
pomocy lu n e ty  autokolim acyjnej przy każdorazowym zmieniającym s ię  
położeniu  s i ły  skupionej. Aby z pomierzonych kątów p rz e jść  do war
to ś c i  momentów należy wyznaczyć d la  m a te ria łu  modelu współczynnik 
sp rę ż y s to śc i E. Wzory, podane wyżej, pozwalają na wyznaczenie na 
modelu momentów przy za łożen iu  V * 0. J e ś l i  współczynnik Poissona 
d la  m a te ria łu  modelu zo s tan ie  wyznaczony, to  wpływ jego można
uwzględnić następu jąco :

m (m + Vm ),

m (m + V m ) ,y t .  v 2 y

m * -----   (1 -  V) m .xy 1 _ y 2 v xy

Dla wyznaczenia jednej rzędnej pow ierzchni wpływowej trze b a  więc 
pomierzyć dwa kąty w przypadku nieuw zględnienia V , lub cz te ry  ką
ty ,  gdy współczynnik Y zostan ie  uwzględniony. N ajczęściej jednak 
przyjm uje s ię  przy stosowaniu te j  metody V * 0. Odległość między 
luste rkam i wynosi zazwyczaj około 3 cm. A zatem na modelu wyzna
cza s ię  momenty średn ie na t e j  d łu g o śc i. K orzystanie z p rzed s ta 
wionej metody wymaga wyznaczenia E lub także V .

21. Metoda pomiaru wydłużeń

21 .1 . Sposób te n so m e trii pneumatycznej [17j

Modelę stosowane w te j  metodzie są  wykonywane z regu ły  z g ipsu . 
Sposób polega na pomiarze w rozpatrywanym przek ro ju  wydłużeń przy 
pomocy tensom etru mechanicznego o bazie 20 mm. Tensometr j e s t  po
łączony z ru rk ą  i  dyszą, z k tó re j wypływający strum ień pow ietrza 
o stałym  n ad c iśn ien iu  d z ia ła  na p ły tk ę  oporową umieszczoną na ru 
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chomym ram ieniu tensom etru w pewnej o d leg ło śc i od dyszy. Zmiana od 
le g ło ś c i  między wylotem dyszy a p ły tk ą  oporową, pow stała na skutek 
o d ksz ta łcen ia  modelu, powoduje zmianę c iśn ie n ia  p roporcjonalną do 
wydłużenia w badanym m iejscu . Zmianę c iśn ie n ia  odczytuje s ię  na ko 
lumnie wskaźnikowej połączonej z tensometrem gumowymi przewodami. 
Przy tego rodzaju  pomiarach uzyskuje s ię  powiększenie 40 000 ra z y . 
Tensometr można um ieścić na modelu zarówno od góry, ja k  i  od dołu . 
Przymocowanie tensom etru do modelu wymaga dużej dokładności i  spe
c ja lnych  przyrządów. Przed p rzystąp ieniem  do badań wyznacza s ię  
s ta łe  param etry charak teryzu jące  ap ara tu rę  i  m a te ria ł modelu. Para 
metry te  otrzym uje s ię  przez pomiary na beleczkach próbnych i  na 
modelu p ły ty  p o s iad a jące j znane rozw iązanie.

Przy pomocy t e j  metody, na podstawie znajomości wydłużeń, przy 
zmieniającym s ię  położeniu  obciążen ia  jednostkowego można otrzymać 
powierzchnie wpływowe naprężeń, a znając  naprężenia można obliczyć 
również momenty. O bliczenie tych w ie lk o śc i na podstawie znajomości 
wydłużeń n ie  j e s t  zasadniczo trudne . Jednak przy  dużej lic z b ie  mie 
rzonych rzędnych o b liczen ia  s ta ją  s ię  bardzo pracochłonne.

Również w t e j  metodzie wymagana j e s t  znajomość E i  V m ateria łu  
modelu.

21 .2 . Sposób te n so m e trii oporowej
Zasada t e j  metody j e s t  ta  sama ja k  przy te n so m e trii pneumatycz

n e j, a ró żn ic a  polega przede wszystkim na rodzaju stosowanych te n -  
sometrów. Metoda te n so m e trii oporowej j e s t  d z iś  stosowana dość 
c zę s to . Przy pomocy te j  metody z o s ta ły  wyznaczone powierzchnie 
wpływowe momentów zginających  i  sk ręcających  przez RttSCHA i  HER- 
GENR'ÓDERA w p u b lik a c ji  [16J , o czym w n in ie js z e j  pracy już  wspom
n iano .

Momenty wyznacza s ię  na podstaw ie znajomości wydłużeń górnych 
lub dolnych włókien p ły ty  lub powłoki. Wydłużenia te  mierzy s ię  
przy pomocy tensometrów elektrooporowych, naklejanych na model.Naj 
cz ę śc ie j n a k le ja  3ię trz y  lub cz te ry  tensom etry w formie ro z e ty , 
Trzy tensom etry , tworzące między sobą kąty  45 (lub inne znane ką
ty)» pozw alają na wyznaczenie m , m i m  . Czwarty tensom etr s łu  
ży do ew entualnej k o n tro l i .  Prak?yczXie najm niejsza długość tenso 
metru wynosi około 6 mm. Rozetę można utworzyć n ak le ja ją c  w bada
nym punkcie pojedyncze tensometry. jeden na drugim. Gotowe ro ze ty  
tensom etryczne produkowane są  przez firm ę PHILIPS, o ' d ługościach  
pojedynczych tensometrów 4 mm. Mankamentem ich  j e s t  jednak to ,  że 
końcowe krawędzie tensometrów są oddalone od ich  punktu p rze c ię c ia  
s ię  o 7 mm. W tym przypadku więc ś c is łe  umieszczenie ro ze ty  pod ba 
danym punktem n ie  j e s t  możliwe, ł s tan  o d ksz ta łcen ia  j e s t  odniesio  
ny wtedy do o toczen ia  tego punktu.
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Wyznaczenie momentów na podstawie znajomości wydłużeń wymaga 
znajomości modułu sp ręży s to śc i ii, współczynnika Poissona V oraz 
g rubości modelu. U sta len ie  tych  w ie lk o śc i można czasem pominąć 
przez wstępne badanie np. p ły ty , d la  k tó re j rozw iązanie ś c is łe  jest 
znane. Można wtedy otrzymać wprost d la  badanego modelu zw iązki mię 
dzy wydłużeniami a momentami.

Wyznaczenie powierzchni wpływowej odbywa s ię  w ten  sposób, że w 
badanym p rzekro ju  n ak le ja  s ię  ro ze tę  tensom etryczną i  przy zmie
niającym  s ię  położeniu obciążen ia  jednostkowego, zgodnie z s ia tk ą  
obciążeń, każdorazowo odczytuje s ię  na mostku, elektrycznym wydłu
żenie  jednostkowe.

Stosowanie opisanej metody wymaga dobrze wyposażonego la b o ra to 
rium , gdzie j e s t  możliwe precyzyjne wykonanie modelu p ły ty , łożysk 
obciążen ia  i t p .  Nakład pracy j e s t  znaczny (p. także [14] s t r .  77), 
a przeprowadzenie badań wymaga stosunkowo długiego czasu.

Jako m a te ria ł modelu można, obok n a jc z ę śc ie j stosowanego g ipsu , 
użyć również aluminium, c e lu lo id u  lub p le k s ig la su . Z ale ta  gipsu 
polega na w arto śc i współczynnika Poissona, k tó ra  j e s t  b lisk a  warto 
ś c i  tego współczynnika d la  betonu.

22. Metoda pomiaru krzywizny

Metoda służy  do wyznaczania momentów zginających i  sk ręca ją 
cych. Uzasadnienie teoretyczne op ie ra  s ię  na równaniach momentów
zginających w p ły c ie  ( [ 4] i  [11]):

m._ » D + V , 
0x 0y

m -  D
Oy 0x

Hównania te  można również zap isać  następu jąco  (ry s . 57):



Ha podstawie znajomości momentów zg inających  w odpowiednich k ie  
runkach (rys* 58) można wyznaczyć moment sk ręcający  następu jąco :

0C+90c

Rys. 57

Badanie modelowe polega na wyznaczaniu prom ieni krzywizny d la  dwóch 
kierunków do s ie b ie  p rostopad łych . Przyjm uje s ię ,  że w zak re sie  ba 
zy pomiarowej "a" ( ry s .  57) u g ię c ie  przyjm ie postać  paraboli.W tedy

J L . S E ł  JL.SCl-  
Q 2* Q 2*a vy ye

Równania momentów zg inających  można te ra z  napisać:

*x "  K(fx +V V *

“ y '  K(fy ł V f *) l
gdzie

K - - f
ET

(1 -  V2)«2*
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Przyrząd do pomiaru f x  i  fy , zwany krzywiznomierzem, posiada 
dwie nóżki s ta łe ,  rozstaw ione na d łu g o śc i "a", stanow iącej bazę po 
miarową. W środku między nim i umieszczona j e s t  ig ła  czu jn ika , mie
rzącego u g ię c ia  f x i  t y  ( ry s . 57)» Krzywiznomierz ustaw ia s ię  w 
p rzek ro ju , d la  którego ma byó wznaczona powierzchnia wpływowa.Przy 
zmieniającym s ię  położenia s i ły  skupionej mierzy się  i  f  .
HOMBERG i  MARX [41. p o sług iw ali s ię  w swych badaniach modelowych 
p ły t krzywiznomierzem z czujnikiem  mechanicznym, mierzącym u g ięc ia  
z dokładnością do 1/1000 mm. Używano krzywiznomierzy o bazach po
miarowych 5 cm, 4 cm i  3 cm.

1EQNHARDT i  ANDRÄ [11] , po k ilk u le tn ic h  pracach doświadczalnych 
u le p sz y li  te n  p rzy rząd , dając czu jn ik  indukcyjny, zam iast mecha
nicznego. Konstrukcja ulepszonego krzywiznomierza j e s t  tak a , że 
możliwa j e s t  r e je s t r a c ja  ugięć w dwóch prostopadłych  do s ie b ie  kie 
runkach z jednoczesnym uwzględnieniem współczynnika Poissona. 
Przed przystąp ien iem  do badań właściwych konieczne j e s t  cechowanie 
przyrządu na tzw. paśmie pomiarowym, wykonanym z tego samego mate
r i a ł u  i  o t e j  samej g rubośc i co model.

Wymienieni wyżej autorzy w yznaczali powierzchnie wpływowe na mo 
de lach z blachy aluminiowej g ru b o śc i 3 do 6 mm. Umocowanie na mo
delu  krzywiznomierza ulepszonego wymaga przew iercenia otworu i  
przyśrubowania od dołu do p ły ty . Wielkość bazy pomiarowej w krzy- 
wiznomierzu ulepszonym Łeonhardta wynosi również 3 cm, a zatem pr^y 
pomocy t e j  metody z o s ta ją  wyznaczone w artości średn ie  momentów na 
d ługości t e j  bazy.

23. Porównanie metody przem ieszczeń wymuszonych z innymi meto
dami

Spośród przedstaw ionych wyżej metod badań modelowych, przy wy
znaczaniu pow ierzchni wpływowych momentów zg inających  i  sk ręca ją
cych, n a jszy b c ie j prowadzi do c e lu  i  j e s t  stosunkowo łatw a w s to 
sowaniu metoda pomiaru krzywizny przy pomocy ulepszonego przez 
Łeonhardta krzywiznomierza z czujnikiem  indukcyjnym P h ilip s a . Naj
b a rd z ie j zaś uc iążliw a j e s t  metoda pomiaru k ą ta . W szystkie te  me
tody p o s iad a ją  jedną wspólną cechę, mianowicie w ce lu  wyżnaczeiiia 
w określonym punkcie jed n e j rzędnej powierzchni wpływowej trzeb a  
obciążyó model w tym punkcie s i ł ą  i  wykonać pomiar k ą ta , wydłuże
n ia  lub krzywizny. W metodzie pomiaru k ą ta , j e ś l i  chce s ię  uwzględ 
n ić  współczynnik Poissona, d la  otrzymania jed n e j rzędne j trzeb a  wy 
konać cz te ry  pomiary. Również cz te ry  pomiary są  niezbędne w te j  me 
tod z ie  gdy wyznacza s ię  jedną rzędną powierzchni, wpływowej momentu 
sk ręcającego .

Ta wspólna cecha n ie  towarzyszy metodzie przem ieszczeń wymuszo
nych. I s to ta  j e j  polega na wymuszaniu odpowiednich przem ieszczeń, 
k tó re  powodują powstanie pow ierzchni odksz ta łconej,p ropo rc jonalne j
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do pow ierzchni wpływowej szukanej s i ł y  uogó ln ionej. Można powie
dzieć in a c z e j, że na skutek wymuszenia przem ieszczenia otrzym uje 
s ię  na modelu w prost, za jednym ruchem deform atara, pow ierzchnię 
wpływową szukanej w ie lkośc i w s k a l i  ok reślonej przemieszczeniem wy 
muszonym. Mechanizm więc otrzymywania pow ierzchni wpływowej t ą  me
todą stanow i ju ż , zdaniem a u to ra , poważną z a le tę  w porównaniu z me 
todami dotychczasowymi. Jako k ry terium  le p sz e j lub  g o rsze j metody 
można p rzy jąć ; 1) sposób pomiarów i  potrzebna lic z b a  tych  pomiarów 
2) czas potrzebny na przeprowadzenie pomiarów, 3) czas i  kosz t po
trzebne do wykonania i- przygotowania modelu do badań, 4 )dokładność 
wyników. N ajlepsza z metod dotychczasowych j e s t  metoda pomiaru 
krzywizny krzywiznomierzem Leonhardta, gdyż pomiar ugięć (k rzy- 
wiznj j e s t  szybki, a przygotowanie modelu z blachy alum in iow ej,sto  
sowanej w t e j  metodzie j e s t  p ro s te . Przygotowanie natom iast modelu 
z g ip su , w metodach pomiaru kąta i  tensom etrycznej, j e s t  uciążliw e 

 ̂ i  kosztowne. Dokładność otrzymywanych wyników we w szystk ich  nfeto- 
' dach j e s t  tego  samego rzędu , j e ś l i  oczyw iście uwzględnia s ię  współ 

czynnik Poissona.
Y.' metodzie przem ieszczeń wymuszonych najodpowiedniejszym mate

r ia łem  j e s t  aluminium, z którego wykonanie modelu j e s t  bardzo p ros 
t e .  Łatwość i  szybkość przeprow adzania pomiarów ug ięć  zależna j e s t  
od ja k o śc i i  i l o ś c i  odpowiednich urządzeń pomiarowych. J e ś l i  za
stosowałoby s ię  do pomiaru ugięć k ilk a  czujników indukcyjnych Phi
l ip s a ,  umieszczonych w różnych punktach p ły ty  lub powłoki, to  przy 
jednorazowym wymuszeniu przem ieszczenia można by otrzymać ty le  rzę  
dnych pow ierzchni wpływowej i l e  j e s t  czujników. Przy stosowaniu 
t e j  metody i s tn i e j e  więc możliwość znacznego skrócenia czasù pomia 
rów. Optimum byłoby wtedy, gdyby na skutek jednego wymuszonego prze
m ieszczenia można było otrzymać w szystk ie  rzędne pow ierzchni wpły
wowej. Taka możliwość i s t n i e j e .  W osta tn im  cza s ie  z o s ta ł zbudowany 
w A ng lii p rzyrząd , zwany in terferom etrem , pozwalający otrzymać 
wprost w arstw ice odkszta łconej pow ierzchni z dokładnośfiią do około 
0 ,3  mikrona. Zasada d z ia ła n ia  tego przyrządu i  o p is  jego budowy po 
dane są w pracy J .P .  BUNCAHA i  0 . MICHEJDY D ] .  A zatem w ce lu  o- 
trzym ania w arstw ie pow ierzchni wpływowej przy pomocy in terferom e
t r u  w ystarczyłoby jednorazowe wymuszenie deformatorem odpowiednie
go przem ieszczenia . Zastosowanie in te rfe ro m etru  w innych metodach 
n ie  j e s t  możliwe. /

Problemem, dyskutowanym o b e c n ie ,je s t  k o n tro la  poprawności wyni
ków otrzymanych na drodze badania modelowego. Sprawdzenie wyników 
ob liczeń  sta tycznych  j e s t  możliwe w ra z ie  potrzeby w każdej chwi
l i .  Podobne sprawdzenie wyników badań modelowych j e s t  dotąd n ie 
możliwe. Ma p o li te c h n ic e  W rocławskiej j e s t  obecnie opracowywana 
przez B. GALASA i  znacznie zaawansowana metoda pomiaru bardzo ma
łych  przem ieszczeń ' (rzędu  mikronów) drogą f o to g r a f i i  stereoskopo
w ej. Ha ta k ie j  f o to g r a f i i  specjalnym  wodzikiem wyznacza s ię  war
stw ice jednakowych wysokości. Zastosowanie f o to g r a f i i  s tereoskopo-
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wej przy badaniu modelu zredukowałoby czynności ty lko  do wymusze
n ia  jednego przem ieszczenia i  wykonania zd jęć  (przy pomocy dwćch 
aparatów fo to g ra ficzn y ch  umieszczonych w różnych m iejscach). Wy
znaczenie w arstw ie odbyłoby s ię  przy pomocy f o to g r a f i i .  Można by 
równocześnie zmierzyć w ielkość (znanego) wymuszonego przem ieszcze
n ia ,  sprawdzić wymiary p ły ty  lub powłoki, poprawność ustaw ien ia  

, przyrządu i  inw, c z y li  cały  mechanizm badania modelowego. Fotogra
f i a  tak a , wolna od błędów subiektywnych obserw atora, mogłaby więc 
rozw iązać problem k o n tro l i  przeprowadzonego badania i  stanowić za
łą czn ik  (podobnie jak  o b liczen ia  s ta tyczne)do  p ro jek tu . Sposób ten  
w badaniach modelowych n ie  z o s ta ł  je szcze  wypróbowany. Stosowanie 
go jednak możliwe j e s t  ty lk o  w metodzie przem ieszczeń wymuszonych.

Dokładność otrzymanych na modelu wyników za leżeć  możo od w ielu 
czynników, jak  właściwe przygotowanie modelu,, jednorodność i  cechy 
sp rężyste  m a te ria łu  modelu, precyzyjność apara tu ry  i  metod pomia
rowych. W przytoczonych metodach badań modelowych rząd w ie lkośc i 
błędów j e s t  podobny. Taki sam rząd  w ie lk o śc i błędu otrzymuje s ię  
przy stosowaniu metody przem ieszczeń wymuszonych. Przy badaniach 
modeli krzywiznomierzem Leonhardta z czujnikiem  indukcyjnym, a 
więc sposobem dotąd n a jb a rd z ie j precyzyjnym, ró żn ice  między rzęd
nymi modelowymi i  teoretycznym i, wyznaczonymi d la  p ły ty  kwadrato
w ej, m iały n astępu jące  w arto śc i (wg p u b lik a c ji  E H J)s 0,0%, 3,3%,
5%, 1,7%, 8,4%, 4,5%, 10%, 5%, 1,7%, 13,3%, 9,4%, 8,5%, 6,2%,0,0%. 
Porównanie zaś pow ierzchni przekrojów wykazało ró żn ice  6%, 5%,^5%, 
3,1%. W przeprowadzonych przez au to ra  badaniaoh modeli wykazano, 
że ró żn ic e  między wynikami teoretycznym i i  modelowymi są m niejsze 
od przytoczonych wyżej.

We w szystkich metodach badań modelowych wyznacza s ię  momenty 
średn ie  na pewnej d łu g o śc i, zwanej bazą. W metodzie pomiaru ką ta  
długość bazy j e s t  równa odstępowi lu s te re k  i  wynosi około 30 mm, 
przy stosowaniu tensom etru pneumatycznego 20 mm, tensom etru oporo
wego n a jc z ę ś c ie j w ięcej n iż  10 mm, krzywiznomierea Leonhardta 
30 mm. W.metodzie przem ieszczeń wymuszonych bazie odpowiada dłu
gość ro z ło żen ia  wymuszonego przem ieszczenia. Ta długość, jak  wyka
zano, j e s t  zależna od rodzaju  wymuszonego przem ieszczenia, grubo
ś c i  modelu i  cech sprężystych  m a te ria łu  modelu. Przykładowo d la  
blachy aluminiowej g rubości 2 mm długość ta  wynoeij przy wyznacza
n iu  momentu zginającego 14,4 mm, momentu skręcającego 18 mm. Przy 
wyznaczaniu zaś s i ły  poprzecznej na modelu z p ły ty  celuloidow ej 
grub. 2 mm długość rozłożenia^w  p rzekro ju  wymuszonego p rzesu n ięc ia  
w ynosiła 5 ,6  mm. J e s t  oczyw iste, że im m niejsze długość bazy tym 
dok ładn iejsze  są wyznaczone w ie lk o śc i. W metodzie przem ieszczeń wy 
muszonych "baza" j e s t  zmienna, le cz  stosunkowo n iew ie lka .

Za pewien mankament metody przem ieszczeń wymuszonych nożna uwa
żać konieczność wykonania w modelu szcze lin y . Przy stosowaniu jed 
nak najnowszego krzywiznomierza Leonhardta należy również wykonać 
w modelu otwór,,aby umożliwić przykręcenie  przyrządu do modelu.Sscze
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l in ę  w modelu z c e lu lo id u  lub p le k s ig la su  łatwo j e s t  z a k le ić . Pły
tę  aluminiową trz e b a  ra c z e j wymienić na inną. Wielkość modeli może 
być jednak stosunkowo mała, a więc zużycie aluminium przy grubości 
blachy 2 mm może n ie  wpłynąć w yraźniej na ogólny koszt badań.

Obecnie au to r prowadzi badania nad sposobem wyznaczania powierz 
chni wpływowej momentu zg inającego przy pomocy metody przem iesz
czeń wymuszonych bez konieczności wykonywania szcze lin y . Opisanie 
tego sposobu będzie tematem oddzie lnej pracy.

Z a le tą  metody przem ieszczeń wymuszonych j e s t  w reszcie f a k t ,  źe 
można po ra z  pierwszy przy pomocy t e j  metody wyznaczyć powierz
chnie wpływowe s i ły  poprzecznej na modelu bezpośrednio. Inne do
tychczas znane metody n ie  pozw alają na bezpośrednie wyznaczenie ta  
k ie j  pow ierzchni.

VI. ZAKOŃCZENIE

Pomysł zastosow ania metody przem ieszczeń wymuszonych do badań 
modelowych układów powierzchniowych pow stał w 1960 r . ,  kiedy au to r 
stosow ał tę  metodę przy opracowaniu badań modelowych układów prze
strzennych prętowych, o czym wspomniano już  w pracy [? ] . Ideę tego 
pomysłu przedstaw iłem  wówczas w Katedrze Mechaniki Budo
w li P o lite c h n ik i W rocławskiej. Prace nad wykonaniem ap ara tu ry , je j  
udoskonaleniem i  stosowaniem praktycznym trw ały  ponad 2 ,5  roku. Ce 
lem n in ie js z e j  pracy było opracowanie nowego sposobu badań układów 
powierzchniowych, k tóry  wniósłby do s ta ty k i  modelowej pewien po
s tę p . W p .23  sta ra łem  s ię  udowodnić, że cel ten  z o s ta ł  o s iąg n ię ty . 
Ponieważ, ja k  ju ż  zaznaczono, celem pracy była sama metoda i  wyka
zan ie , że j e j  zastosow anie daje w yniki poprawne, ograniczono s ię  
do badania ta k ic h  m odeli, k tó re  pozw oliły udowodnić poprawność za
sady przeprowadzania badań, jak  również sprawność wykonanej p ro to
typowej ap a ra tu ry . Z tego  te ż  względu pom inięto przykład wyznacze
n ia  powierzchni wpływowych cllu powłok, d la  k tórych  trudno znaleźć 
rozw iązanie w l i t e r a tu r z e ,  tak  aby można było je  porównać z wyni
kami na modelu. Pominięto również przykład wyznaczania momentów 
podporowych, gdyż ich  wyznaczenie na modelu wymaga ty lk o  odpowied
niego zamocowania deform atora na podporze, r e s z ta  czynności pozo
s ta je  bez zmian. Wyznaczanie zaś oddziaływań w układach powierz
chniowych przy pomocy metody przem ieszczeń wymuszonych o p isa ł au
to r  w swej pracy [7] • Zajmowali s ię  tym problemem także in n i auto
rz y , np. VOGT [19]. Przykłady badań m odeli, podane w n in ie js z e j  
pracy , wykonane zo s ta ły  w końcowej fa z ie  prac nad metodą, przy po
mocy t r z e c ie j  w e rs ji deformatorów, k tórych d z ia ła n ie  j e s t  już  po
prawne. .Wyniki badania przytoczonych przykładów są rezu lta tem  prze
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prowadzenia około 1000 pomiarów. Wszystkie zapisy tych pomiarów są 
w posiadaniu  a u to ra , mode-le zaś znajdu ją  s ię  w laboratorium  Kate
dry Mechaniki Budowli. Przy pomocy metody przem ieszczeń wymuszo
nych n ie udało s ię  jednak wyznaczyć pow ierzchni wpływowych s i ł  po
dłużnych w powłokach, gdyż n ie  j e s t  możliwe wymuszenie przesun ię
c ia  podłużnego. Do wyznaczenia tych s i ł  w powłokach na jlep sze  są 
metody tensom etryczne.

W r .  1961 i  1962 ukazały s ię  dwa arty k u ły  KOWALEWA [8} i  [9] , w 
których przedstaw iono próbę wyznaczenia pow ierzchni wpływowej mo
mentu zginającego również przy pomocy wymuszenia ką ta  deformatorem, 
k tó ry  jednak posiada inną k o nstrukcję  od deform atora zaprojektow a- 
nego przez a u to ra . KOWALEW przeprowadza badanie na modelu z p le k s i 
g la su , grub. 3 mm, wprowadzając długość szcze liny  jako długość roz 
ło żen ia  kąta  w badanym p rzek ro ju . W przytoczonych w n in ie js z e j  pra 
cy badaniach wykazałem, że długość *'e" ro z ło żen ia  kąta j e s t  więk
sza od d ługości szcze lin y  i  przy d ługości szcze lin y  10 mm (jak  u 
Kowalewa) długość "e" wynosi d la  blachy aluminiowej 14,4 mm i  j e s t  
większa d la  ce lu lo id u  i  p le k s ig la su . Wyznaczenie dokładne "e" je s t  
sprawą zasadniczą d la  otrzym ania poprawnych w ielkości liczbowych. 
Sprawa ta  budzi więc w wymienionych publikacjach  z a s trz eżen ia , 
aczkolwiek wg Kowalewa wyniki badań pewnej p ły ty  z otworem różn ią  
s ię  n iew iele  od wyników teoretycznych d la  ta k ie j  p ły ty  obliczonej 
przez GALERKINA. W eryfikacja metody i  apara tu ry  winna być przepro
wadzona na modelach prostych , d la  k tó rych  również znane rozwiąza
n ia  teo re tyczne n ie  budzą za s trz eżeń . W ten  sposób postępował Leon 
hard t w eryfikując d z ia łan ie  krzywiznomierza przez porównanie wyni
ków badania p ły ty  kwadratowej z rozw iązaniam i teoretycznym i.

Najlepszym m ateriałem  na modele przy stosowaniu opisanej metody 
je s t  aluminium, przede wszystkim z powodu jego m ałej w rażliw ości 
na zmianę tem peratury i  w iększą w artość modułu sp ręży s to śc i E. Ce
lu lo id  i  p le k s ig la s  są ta k  wrażliwe na zmiany term iczne, że n iek ie  
dy badanie modelowe s ta je  s ię  niemożliwe. P le k s ig la s  cechuje po
nadto opóźnienie sp ręży s te . Ze względu na w ielkość i  sztywność de- 
fcrmatorów n ie  należy  używać blachy grubszej od 2 mm, a długość 
szcze liny  przyjmować s ta ł ą ,  równą 10 mm. Do wniosków tych doszed
łem po przeprowadzeniu licznych  badań próbnych. Przytoczone w pra
cy wyniki końcowe badań świadczą o dużej dokładności metody i  de- 
formatorów, mimo że badania prowadzone były w warunkach racz ę j nie 
korzystnych i  przy pomocy jednego niewykwalifikowanego la b o ra n ta .

Praktyczne stosowanie metody przem ieszczeń wymuszonych może do
prowadzić je szcze  do j e j  udoskonalenia. Zdaniem a u to ra , dalsze  pra 
ce nad usprawnieniem badań powinny zm ierzać do odpowiedniego przy
stosowania metod i  urządzeń pomiarowych, przede wszystkim do zasto  
sowania in te rfe ro m etru  i  s te re o fo to g ra m e tr ii .
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