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SZCZEPAN BORKOWSKI

PRZEGLAD PRAC DOTYCZACYCH ZAGADNIENIA KARWANA

Streszczenie. Praca przeglgadowa zaopatrzona bogatym®ze
stawem literatury omawianego problemu.

Na wstepie wprowadzimy okresSlenie zagadnienia KARMANA. Je-
zeli tuk o dowolnym statym przekroju cienkosciennyml " i stakym
promieniu giecia, bedzie podany obcigzeniom brzegowym lub po-
wierzchniowym (od strony wewnetrznej lub zewnetrznej) normal-
nym do powierzchni sSrodkowej +uku, to stan taki bedziemy okres
la¢ jako zagadnienie KARWANA. Wywodany stan-.naprezen i od-
ksztatcen jest stanem osiowo symetrycznym*2 ". Jezeli bedziemy
rozpatrywali stany liniowo-sprezyste to méwi¢ bedziemy o zagad
nieniu klasycznym KARmAna. W przypadku innych stanow (sprezy-
sto-plastycznych, plastycznych) lub zagadnien nieliniowych,
czy anizotropowych, uzywa¢ bedziemy - wedtug powszechnie przy-
jetej terminologii - okreslenia: nieklasyczne zagadnienia KAR-

WANA .
Zagadnienie zginania cienkosciennych 4ukoéw o przekroju pier
Scienig kotowego (rury zakrzywionej) by#o rozpatrywane naj-

pierw przez A. BANTLINA, [61 w roku 1910. Autor ten zajmowat
sie zginaniem tzw. "kompensatoréw lirowych' stwierdzajac, ze
przemieszczenia obliczone w oparciu o réwnanie rozniczkowe pre
téw zakrzywionych
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X" Scislej +uk cienkoscienny, ktory posiada powierzchnie

srodkowg symetryczng wzgledem ptaszczyzny osi duku, ktoéra prze
cieta ptaszczyzng prostopadta do osi Huku daje krzywg zamknie-
ta (w pewnych wypadkach moze to by¢ przekréjy o profilu otwar-

tym).

). Przyk¥adem takiego stanu osiowo symetrycznego moze by¢
+uk cienkoscienny obcigzony w sposob pokazany na rys. 1.
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w przypadku przekrojéw pierscieniowych, sga w pordwnaniu z prze
mieszczeniami wyznaczonymi na drodze doswiadczalnej Kkilkakrot-
nie mniejsze. Autor ten badat m.in. kompensator lirowy o prze-
kroju pierscieniowym kotowym t 215,2/201-9 mm. Stosunek prze-
mieszczen (wg doswiadczenia i1 obliczenia) dla®"punktu przytoze-
nia sity dawat Srednig wartos¢ 4,894; gdy tymczasem badane pre
ty o przekroju kwadratowym (pednym) 20x20 mm w  analogicznych
warunkach pracujace, doznawalty przemieszczen na ogét zgodnych
z obliczeniami. Réznice w ostatnim przypadku nie przekraczaty
rzedu 47i. A. BANTLIN opisat powyzsze doswiadczenia i stwier-
dzit, ze Hduki posiadajg mniejszg sztywnosc.

a)

X tym samym roku H. LOREMTZ, [21] zajat sie przypadkiem zgi
nania cienkosciennego 4ukul®, obcigzonego momentem i cisdnie-

75—WEMﬁéE_aalej o dukach, bedziemy mieli na mysli wykacznie

+uki o przekroju cienkosciennym o odpowiednim profilu. Jezeli
bedzie to profil kotowy zamkniety, to odpowiedni 4uk, bedziemy
okreslali krotko jako Htuk o przekroju kotowym.
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niem wewnetrznym (rurka BOURDONA). Stosujac roéwnania teorii
btonowej powdok, wyprowadzit wzory na naprezenia potudnikowe i
rownoleznikowe dla 4uku o dowolnym przekroju* Wyniki te zosta-
dy poézniej potwierdzone doswiadczalnie. Jezeli chodzi o zgina-
nie momentem zewnetrznym, to z uwagi na to, ze H, LORENTZ roz-
patrywat zginanie 4uku w oparciu o teorie pretéw zakrzywionych
wyniki tego autora nie mogty by¢ zgodne z doswiadczeniem.
Pierwszym, ktory uwzglednit zmiane przekroju f poprzecznego
zginanego 4uku (sptaszczenie przekroju) by+ T, KARWAN, [17]-
Wychodzgc z metody RITZA-RAYLEIGHA 1 przyjmujac, ze skiadowa
przemieszczenia stycznego (za pomoca ktérej wyraza sie energia
odksztatcenia) moze by¢ przyjeta w postaci szeregu

(e]e)

wt =/ Cn sin2nf, @
n-1

otrzymat réwnanie rozniczkowe osi odksztatconej,, fuku w posta-
ci

3
T R KEJ ®

W powyzszym wzorze liczba K< 1 uwzglednia zmniejszanie
sztywnosci Huku w stosunku do rury prostej. Liczba ta jest za-
lezna od i1losci wyrazéw szeregu (2) przyjetego w obliczeniach.
Liczbe te nazywa sie dzisiaj powszechnie liczbg KARMANA. Sam
KARMAN zalecat przyjecie liczby K, dla statej %-hR/r» >0,3,
zgodnie z pierwszym przyblizeniem (n=1), Odpowiedni wz4r ma
wtedy postac

K-1-———- 2-——- . @
10+12(hR/r ) 10+12/1

Charakterystyczne wykresy funkcji K*K(A) oraz naprezen row-
noleznikowych dla zginanego #uku przytoczono na rys, 2 i3. Wy
kresy naprezen, szczeg6lnie wyraznie, wskazujg na roéznice w za
chowaniu sie pretéw zakrzywionych o przekroju niepednym, w sto
sunku do pretéw prostych lub zakrzywionych o pednym przekroju.
Krzywe podane na rys,, 3,1 oznaczone cyframi I, 11, 111 otrzy-
mane zostaly przez KARMANA i1 stanowig tzw. pierwsze, drugie i
trzecie przyblizenie, W pracy [17] KARMAN uzupednit réwnanie
rézniczkowe osi odksztadconej, uzywane przez H, LORENTZA wpro-
wadzajagc liczbe K . i wskazat, ze przykdtad liczbowy podany
przez H, LORENTZA, bedzie poprawnie rozwigzany, jezeli sie
przyjmie wartos¢ K = 0,18, W pracy KARMANA nie zostaty jed-
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nak w sposob zadowalajacy przeanalizowane naprezenia wystepu-
jace w zginanym duku. Zagadnieniem tym zajeto sie szereg poz-
niejszych badaczy* W poréwnaniu z wynikami A. BANTLINA, kAr .MAN
uwzgledniajac w swoich obliczeniach liczbe K, otrzymat zrynik
odbiegajacy od doswiadczenia o wielkos¢ 20%,

Rys. 2

W tyra samym roku rozwigzuje to zagadnienie Id. MARBEC por.,
[27] ,a w rok pdézniej H. LORENTZ, por., [9]. Jak wykazakta praca
CLARKA 1 REISSNERA, [9], rozwigzanie LORENTZA jest tylko nieco
mniej dokdadne od rozwigzania KARMANA.

Przypadek cienkosciennego przekroju o profilu , prostokatnym
rozpatrywat S. TIMOSHENKO por., [O- 12].

Nastepnie pojawiaja sie liczne prace doswiadczalne, por.[27]
ktore ustalaja zakresy stosowalnosci wzordw otrzymanych na
drodze teoretycznej.

Prace KARTAANA kontynuowat w 1926 r. \/. HOVGAARD, por. [27]

Zagadnieniem zginania Htukéw zajmowat sie tez M_.A. THULOUP
pore, p4].

W 1943 r. H. KARL por., [9] rozpatrywat zagadnienie zgina-
nia duku, stosujac zardédwno zasade najmniejszej pracy jak i za-
sade minimum energii potencjalnej, i1 wykazal, ze w ten sposéb
otrzymuje sie goérnag i dolng wartos¢ sztywnosci Huku.

W tym samym czasie 1. VIGNE3S, por. [27] rozpatrywat przypa-
dek zginania 4uku momentem nie lezacym w plaszczyznie osi +uku.
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W roku 1945 pojawia sie bardzo obszerna i1 szczegotowa praca
L. BESKINA, [7], w ktorej analizuje sie stan naprezen i od-
ksztatcen w 4uku zginanym, dla catego zakresu statej X Podano
tutaj zakresy stosowalnosci wynikéw, otrzymanych przez niekté-
rych wyzej cytowanych autoréw. Wyniki BESKINA (dla orientacji
przytoczono tylko wykres liczby KiRMANA) podano na rys. 3.Pra-
ca ta stanowita pozycje wyjsciowg dla ustalania zakresu stoso-
walnosci wzorow asymptotycznych CLARKA 1 REIS3NERA.

W zwigzku z faktem, ze w czasie wykonywania +ukow, wystepu-
je owalizacja przekroju, pojawido sie bardzo wazne zagadnienie
rozpatrzenie przekrojow odbiegajgcych 6d kotowego. Takie prze-
kroje niekotowe wystepuja tez przy rurkach BOURDONA. Zagadnie
niem tym zajat sie M.T, HUBER, [12], ktory w oparciu o metode
RIT2A-RAYLEIGHA 1 przy zatozeniu, ze przekréj eliptyczny prze-
chodzi 1 w inny przekréj tez eliptyczny, rozwigzat postawione
zagadnienie, W sSwietle prac REISSNERA i CLARKA, wyniki otrzy-
mane przez M.T, HUBERA moga by¢ stosowane dla statej fi 10,
w przypadku gdy fi > 10 nalezy stosowa¢ metode asymptotyczne-
go catkowania, gdyz wystepujace szeregi sg wtedy wolno zbiezne.

Ze stanowiska zgieciowej teorii powkok zagadnienie to bydo
analizowane przez M. TUEDE oraz E. REISSNERA, por., [9].- V pra
cy REISSNERA zostaty ustalonfe podstawowe réwnania teorii po-
wiok obrotowych ortotropowych otwartych. W historycznym rozwo-
ju teorii powltok wyniki E. REISSNERA byty uogdlnieniem osiag-
nie¢ MEISSNERA 1 H. REISSNERA por., [22], W pracy R.A. CLARKA
i E, REISSNERA, [9], rozwigzano probiera zginania 4ukéw o prze-
kroju kotowym i1 eliptycznym, rozpatrujac zagadnienie ze stano-
wiska teorii powkok. W pracy tej zastosowano do rozwigzania za
gadnienie uproszczony*" ukdad réwnan roézniczkowych

fc' +<tmn~(l-e2cos2£)/(1-e2) . ~ =0,
®

f "~Asin4j(1-e?cos2e)/(1-e2) =~kcos”1 -e2cosZ ,

k

wazny dla przekroju eliptycznego (e» b/a) oraz przekroju ko-
towego (e=0). We wzorach (5) oznaczaja: w" TFunkcje naprezen,
B - kat zawarty miedzy stycznymi do przekroju przed i po od-
ksztatceniu, ™ - wspotrzedna krzywoliniowa, fi= 2(1-1") (r/Rh)
- stata wartos¢ dla danego 4uku, wartos¢ zas k a (1/Rr-1/R)R -
wigze sie. ze zmiang krzywizny. Do scatkowania ukfadu (5) sto-
sowano szeregi trygonometryczne oraz metode asymptotycznego cat
kowania, korzystng w tych przypadkach”gdy szeregi wielkosci
wewnetrznych sg wolno zbiezne.

Przyjeto 1+(r/R)cos™ % 1 oraz pominieto pewne wielkosci
wewnetrzne.
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Zachowujac jeden wyraz w roztozeniu funkcji S 1 jeden dla
lunkcji w  otrzymano wzory podane przez LORENTZA.

Przyjmujac jeden wyraz w rozdozeniu Ffunkcji i3 a dwa dla funk
cji y otrzymano rezultaty hARMANA.

Zachowujgc dwa wyrazy dla i3 1 dwa dla w otrzymano  wyniki
H. KARLA.

Rys. 3

Na rys. 3 podano zaleznos¢ liczby KK%MK&A od wartosci <U lub

otrzymang przez CLARKA i1 REISSNERA.

Zagadnieniu zginania Htukéw poswiecone sg tez prace J. BER-
THELEMY?EGO oraz S.H. CRANDALLA i N.C. DAHLA, por. Pp4].

Z uwagi na bardzo donioste znaczenie tych wynikéw do zasto-
sowann praktycznycn rezultaty otrzymane przez powyzszych auto-
row byty wielokrotnie sprawdzane doswiadczalnie. Obszerne dane
literaturowe odnoszace sie do prac doswiadczalnych  wykonywa-
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nyc.h do roku 1956 podano w pracy [Z7] = W ostatnich latach ba-
daniami doswiadczalnymi zajmowali sie I.H, FORD i C.E. TURNER,
[11] oraz A.G. KAMER3ZTEJN, [16] . Na rys. 4 przytoczono wyniki
doswiadczalne, zaczerpniete z pracy [16], ktére otrzymano przy
zginaniu kompensatorow w ksztatcie litery fi«

Badania przeprowadzono dla 4ukéw o duzej krzywiznie giecia
(Am 0,2 ¥ 0,3). Przez nmn 1 nu oznaczono wspodczynniki
"'spietrzenia” naprezen pofudnikowych i1 réwnoleznikowych w 4u-
kach zginanych. Dla poréwnania, w pracy [16] naniesiono row-

niez wyniki innych autoréw. Z wykreséw tych mozna wyciagngcé
wnioski dotyczgce odksztakcen i naprezen w dukach zginanych o
matej krzywiznie. Przy analitycznym obliczaniu odksztatcen

zgodnos¢ z doswiadczeniem jest wystarczajaca, hatomiast obli-
czanie naprezen w dukach o duzej krzywiznie, przy pomocy do-
tychczasowych wzoréow, daje wyniki wykazujace pewne rozbiezno-
sci w stosunku do danych doswiadczalnych. Dalsze prace teore-
tyczne nad zagadnieniem zginania Hukow o duzej krzywiznie sa
wiec niezbedne.

Dalsze prace dotyczgce tego zagadnienia to rozwiniecie me-
tod asymptotycznego catkowania, uogolnienie rozwazan na zagad-
nienie” niejednorodne (obcigzenie cisnieniem wewnetrznym lub
zewnetrznym), rozpatrzenie stanow plastycznych, rozwdéj teorii
nieliniowej 1 pewne proby obliczeh na pedzanie.

W kierunku teorii nieliniowej poszdty dalsze prace REIS3NERA
i CLARKA. Oméwienie bardzo obszerne wynikéw tych autordow znaj-
duje sie w pracy E. REISSNERA [23], ktdéra byta referowana na
trzecim Narodowym Kongresie Mechaniki Stosowanej (Stany Zjed-
noczone 1958).

Nastepne lata przynoszg dalszy rozwdj badan nad tym zagadnie-
niem.

Wymieni¢ tutaj nalezy dalsze prace Eeissnera, dotyczace roz
patrywania tego zagadnienia w ramach teorii nieliniowej [24,251.

Za kontynuacje prac REISSNERA mozna uwazaé prace AKSELRADA,
W pracy [2] rozpatrzono zagadnienie zginania 4uku przy duzych
ugieciach, dla profilu otwartego, zas w [3] uzyskano réwnanie
dla H+uku o dowolnym przekroju i1 duzych ugieciach. Praca [4]
zajmuje sie zginaniem duku o przekroju kotowym w Swietle teo-
rii nieliniowej, przy czym podano w niej wzory i przytoczono
wykresy, pozwalajace oblicza¢ odksztakcenia 1 naprezenia.Wre3z

cie w pracy [5] rozpatrzono przypadek obcigzen zewnetrznych
(cisnienie) +uku zginanego.
tuki obcigzone cisnieniem od wewngtrz byty rozpatrywane

przez CLARKA por. [23] oraz przez KAFKe i DUNNA [3]-

Dla przekréj 6w-zblizonych do kotowego i obciazonych cisnie-
niem, istniejg rozwigzania KOSTOWIECKIHGO w ramach teorii li-
niowej [18Joraz dla duzych ugie¢ [19] = Przypadek utraty sta-
tecznosci dla przekrojow zblizonych do kotowego zostat rozpa-
trzony przez KOSTO7/1ECKI3GO w pracy [2],
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Ciekawy przypadek ogolniejszego podejscia do omawianego tu-
taj zagadnienia (uwzglednienie ogélniejszych obciagzen brzego-
wych) przedstawia praca CZERNYCHA [8],

Za pewng probe analitycznego wyznaczenia naprezen w 4ukach
segmentowych mozna uwaza¢ prace M.J. ESTRINA [10].

Istniejg wreszcie zagadnienia bliskie - z punktu widzenia te
orii powkok - zagadnieniu KARMANA. 33 to powtoki toroidalne
otwarte lub zamkniete, ktdére w zastosowaniach praktycznych spo
tyka sie w np. przy budowie korpuséw turbin wodnych lub paro-
wych. Zagadnienia te sg przedmiotem osobnej grupy prac, z kto-
rych najistotniejsze zostaly omowione przez NOWOZILOWA w jego
nowej monografii, poswieconej teorii powktok [27] .

Zginanie tzw, rurek (sprezyn) BCURDONA, rozpatrywane row-
niez przez PIEODOS>JBWA, omowida w swojej pracy ANDREJEWA [i] -

Wreszcie w pracy [26] zostato omOwione zagadnienie zginania
sprezysto-plastycznego, a w pracach KACZANOY/A [14, 15] rozpa-
trzono zagadnienie pedtzania Hukéw zginanych.

Wypada zaznaczy¢, iz w niniejszym przegladzie prac, starano
sie uwzgledni¢ dos¢ szeroki zakres tematow zwigzanych z zagad-
nieniem kArmAna, korzystajac przy niniejszym opracowaniu z prac
dostepnych autorowi. Z uwagi na bardzo szerokie zastosowania
+ukéw w rurociagach, prac, szczeg6lnie doswiadczalnych, bedzie
na pewno wiecej. Dlatego tez podany przeglad nie pretenduje do
zupednego wyczerpania tematu i wszechstronnego naswietlenia
tych zagadnien. Niemniej jednak praca niniejsza orientuje ja-
kie osrodki pracujg nad tym zagadnieniem.

W zakonczeniu nalezy stwierdzic,7ze skala tematow, zwigza-
nych z klasycznym zagadnieniem KARMANA whasciwie jest wyczer-
pana. Wymagaja moze jedynie badan duki o matej krzywiznie. Dal
szych jednak badan, 1 to zardwno teoretycznych jak 1 doswiad-
czalnych wymagaja przypadki zginania dukéw potfalistych, fali-
stych, stany plastyczne, zagadnienia statecznosci oraz pelza-
nie d+ukdw (rurociggi wysokoprezne), Vitymagajg rowniez badan te-
oretycznych Htuki segmentowe. ROwniez wymagaja badan przypadki
wptywow termicznych oraz zagadnienia efektu brzegowego (4uk 43
czy sie z dalszg czescia rurociggu lub z kodnierzem).
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0S30P PABOT OTHOCHWCO K IIPOBIIEVE KAPVIAHA
CoiepiaHie

OraTkH coiepjaiT o6aop JUTepaTypu KacaiomeicH npoOlieMM | 3ra<5a KcuieH.

3ra npodlieMa, no Bcefi bijuimoctn BnpepBue pacoMaTpmana BAHTUMHOM n  pemeHa
KAPMAHOM KMeeT cero”na oaeHt, onoipHyn jntrepaTypy. HGTOMy cooflmaeMtift 0O3op He
npeTeHflyeM k NnojmoTe u BcecTopoHHocTH. 3ce-TaKK .naew on npeflCTaB.ieime 0 .tom
kanie npoQlieMH aKTyajroHo pemaurcH Z b knkom HanpaBliemiK acothu pa3BHBaTCHl
M.rurbHezme HccjigjiOBaHHH, a Tanie b kskhx Haynma neHTpax BeAyTOH pacSoTH no sto

My Bonpocy.

SURVEY OP PAPERS ON THE PROBLEM OP HARMAN
Summary

The general survey of papers on the bending of the thin cur
ved tubes has been given. This problem has been considered for
the first time, according to author®s knowlege by A. BANTLIN
and the first solution by T. HARMAN has been presented. The ac
tual list of works on this problem is very large. The present
paper does not include the results of all works connected with
the problem of HARMAN but the main centres of research and the
modern tendencys have been mentioned.



