
Nr 113
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 

Budownictwo z. 12 1964
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PRZEGLĄD PRAC DOTYCZĄCYCH ZAGADNIENIA KARWANA

Streszczenie. Praca przeglądowa zaopatrzona bogatym'ze 
stawem literatury omawianego problemu.

Na wstępie wprowadzimy określenie zagadnienia KARMANA. Je
żeli łuk o dowolnym stałym przekroju cienkościennym1 ' i stałym 
promieniu gięcia, będzie podany obciążeniom brzegowym lub po
wierzchniowym (od strony wewnętrznej lub zewnętrznej) normal
nym do powierzchni środkowej łuku, to stan taki będziemy okreś 
lać jako zagadnienie KARWANA. Wywołany stan-.naprężeń i od
kształceń jest stanem osiowo symetrycznym*2 '. Jeżeli będziemy 
rozpatrywali stany liniowo-sprężyste to mówić będziemy o zagad 
nieniu klasycznym KARmAna. W przypadku innych stanów (spręży- 
sto-plastycznych, plastycznych) lub zagadnień nieliniowych, 
czy anizotropowych, używać będziemy - według powszechnie przy
jętej terminologii - określenia: nieklasyczne zagadnienia KAR
WANA.

Zagadnienie zginania cienkościennych łuków o przekroju pier 
ścienią kołowego (rury zakrzywionej) było rozpatrywane naj
pierw przez A. BANTLINA, [61 w roku 1910. Autor ten zajmował 
się zginaniem tzw. "kompensatorów lirowych" stwierdzając, że 
przemieszczenia obliczone w oparciu o równanie różniczkowe prę 
tów zakrzywionych
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X' Ściślej łuk cienkościenny, który posiada powierzchnię 
środkową symetryczną względem płaszczyzny osi łuku, która prze 
cięta płaszczyzną prostopadłą do osi łuku daje krzywą zamknię
tą (w pewnych wypadkach może to być przekrój o profilu otwar
tym).
xx)' Przykładem takiego stanu osiowo symetrycznego może być 

łuk cienkościenny obciążony w sposób pokazany na rys. 1.
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w przypadku przekrojów pierścieniowych, są w porównaniu z prze 
mieszczeniami wyznaczonymi na drodze doświadczalnej kilkakrot
nie mniejsze. Autor ten badał m.in. kompensator lirowy o prze
kroju pierścieniowym kołowym t> 215,2/201-9 mm. Stosunek prze
mieszczeń (wg doświadczenia i obliczenia) dla'punktu przyłoże
nia siły dawał średnią wartość 4,894; gdy tymczasem badane prę 
ty o przekroju kwadratowym (pełnym) 20x20 mm w analogicznych 
warunkach pracujące, doznawały przemieszczeń na ogół zgodnych 
z obliczeniami. Różnice w ostatnim przypadku nie przekraczały 
rzędu 4‘/i. A. BANTLIN opisał powyższe doświadczenia i stwier
dził, że łuki posiadają mniejszą sztywność.

a)

XI tym samym roku H. LOREMTZ, [21] zajął się przypadkiem zgi 
nania cienkościennego łuku1', obciążonego momentem i ciśnie-

 75----------
' Mówiąc dalej o łukach, będziemy mieli na myśli wyłącznie 

łuki o przekroju cienkościennym o odpowiednim profilu. Jeżeli 
będzie to profil kołowy zamknięty, to odpowiedni łuk, będziemy 
określali krótko jako łuk o przekroju kołowym.
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niem wewnętrznym (rurka BOURDONA). Stosując równania teorii 
błonowej powłok, wyprowadził wzory na naprężenia południkowe i 
równoleżnikowe dla łuku o dowolnym przekroju* Wyniki te zosta
ły później potwierdzone doświadczalnie. Jeżeli chodzi o zgina
nie momentem zewnętrznym, to z uwagi na to, że H, LORENTZ roz
patrywał zginanie łuku w oparciu o teorię prętów zakrzywionych 
wyniki tego autora nie mogły być zgodne z doświadczeniem.

Pierwszym, który uwzględnił zmianę przekroju f poprzecznego 
zginanego łuku (spłaszczenie przekroju) był T, KARWAN, [17]. 
Wychodząc z metody RITZA-RAYLEIGHA i przyjmując, że składowa 
przemieszczenia stycznego (za pomocą której wyraża się energia 
odkształcenia) może być przyjęta w postaci szeregu

OO

wt = ^  Cn sin2nf, (2)
n-1

otrzymał równanie różniczkowe osi odkształconej,, łuku w posta
ci

(3)IT R KEJ

W powyższym wzorze liczba K <  1 uwzględnia zmniejszanie 
sztywności łuku w stosunku do rury prostej. Liczba ta jest za
leżna od ilości wyrazów szeregu (2) przyjętego w obliczeniach. 
Liczbę tę nazywa się dzisiaj powszechnie liczbą KARMANA. Sam 
KARMAN zalecał przyjęcie liczby K, dla stałej % -  hR/r^ >0,3, 
zgodnie z pierwszym przybliżeniem (n=1), Odpowiedni wzór ma 
wtedy postać

K - 1------ 2---- . (4)
10+12(hR/r ) 10+12/1

Charakterystyczne wykresy funkcji K*K(A) oraz naprężeń rów
noleżnikowych dla zginanego łuku przytoczono na rys, 2 i 3. Wy
kresy naprężeń, szczególnie wyraźnie, wskazują na różnicę w za 
chowaniu się prętów zakrzywionych o przekroju niepełnym, w sto 
sunku do prętów prostych lub zakrzywionych o pełnym przekroju. 
Krzywe podane na rys,, 3,i oznaczone cyframi I, II, III otrzy
mane zostały przez KARMANA i stanowią tzw. pierwsze, drugie i 
trzecie przybliżenie, W pracy [17] KARMAN uzupełnił równanie 
różniczkowe osi odkształconej, używane przez H, LORENTZA wpro
wadzając liczbę K . i wskazał, że przykład liczbowy podany 
przez H, LORENTZA, będzie poprawnie rozwiązany, jeżeli się
przyjmie wartość K = 0,18, W pracy KARMANA nie zostały jed
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nak w sposób zadowalający przeanalizowane naprężenia występu
jące w zginanym łuku. Zagadnieniem tym zajęło się szereg póź
niejszych badaczy* W porównaniu z wynikami A. BANT LI NA, kAr.MAN 
uwzględniając w swoich obliczeniach liczbę K, otrzymał zrynik 
odbiegający od doświadczenia o wielkość 20%,

Rys. 2

W tyra samym roku rozwiązuje to zagadnienie Id. MARBEC por., 
[27] , a w rok później H. LORENTZ, por., [9]. Jak wykazała praca 

CLARKA i R E IS S  NERA, [9], rozwiązanie LORENTZA jest tylko nieco 
mniej dokładne od rozwiązania KARMANA.

Przypadek cienkościennego przekroju o profilu , prostokątnym 
rozpatrywał S. TIMOSHENKO por., [9. 12].

Następnie pojawiają się liczne prace doświadczalne, por.[27] 
które ustalają zakresy stosowalności wzorów otrzymanych na 
drodze teoretycznej.

Pracę KARTdANA kontynuował w 1926 r. V/. H0VGAARD, por. [27]
Zagadnieniem zginania łuków zajmował się też M.A. THULOUP

por•, [24].
W 1943 r. H. KARL por., [9] rozpatrywał zagadnienie zgina

nia łuku, stosując zarówno zasadę najmniejszej pracy jak i za
sadę minimum energii potencjalnej, i wykazał, że w ten sposób 
otrzymuje się górną i dolną wartość sztywności łuku.

W tym samym czasie I. VIGNE3S, por. [27] rozpatrywał przypa
dek zginania łuku momentem nie leżącym w płaszczyźnie osi łuku.
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W roku 1945 pojawia się bardzo obszerna i szczegółowa praca 
L. BESKINA, [7], w której analizuje się stan naprężeń i od
kształceń w łuku zginanym, dla całego zakresu stałej X Podano 
tutaj zakresy stosowalności wyników, otrzymanych prżez niektó
rych wyżej cytowanych autorów. Wyniki BESKINA (dla orientacji 
przytoczono tylko wykres liczby KiRMANA) podano na rys. 3.Pra
ca ta stanowiła pozycję wyjściową dla ustalania zakresu stoso
walności wzorów asymptotycznych CLARKA i REIS3NERA.

W związku z faktem, że w czasie wykonywania łuków, występu
je owalizacja przekroju, pojawiło się bardzo ważne zagadnienie 
rozpatrzenie przekrojów odbiegających ód kołowego. Takie prze
kroje niekołowe występują też przy rurkach BOURDONA. Zagadnie 
niem tym zajął się M.T, HUBER, [12], który w oparciu o metodę 
RIT2A-RAYLEIGHA i przy założeniu, że przekrój eliptyczny prze
chodzi i w inny przekrój też eliptyczny, rozwiązał postawione 
zagadnienie, W świetle prac REISSNERA i CLARKA, wyniki otrzy
mane przez M.T, HUBERA mogą być stosowane dla stałej fi 10, 
w przypadku gdy fi > 10 należy stosować metodę asymptotyczne
go całkowania, gdyż występujące szeregi są wtedy wolno zbieżne.

Ze stanowiska zgięciowej teorii powłok zagadnienie to było 
analizowane przez M. TUEDĘ oraz E. REISSNERA, por., [9]. V/ pra 
cy REISSNERA zostały ustalonfe podstawowe równania teorii po
włok obrotowych ortotropowych otwartych. W historycznym rozwo
ju teorii powłok wyniki E. REISSNERA były uogólnieniem osiąg
nięć MEISSNERA i H. REISSNERA por., [22], W pracy R.A. CLARKA 
i E, REISSNERA, [9], rozwiązano probiera zginania łuków o prze
kroju kołowym i eliptycznym, rozpatrując zagadnienie ze stano
wiska teorii powłok. W pracy tej zastosowano do rozwiązania za 
gadnienie uproszczony*' układ równań różniczkowych

fc" +< t m n ^ ( l - e 2cos2£)/(l-e2) . ^  = 0,
______________________________  (5)

f  ”^ s i n 4 j (1-e?cos2ę)/( 1 -e2) =^kcos^1 -e2cos2$ ,
k

ważny dla przekroju eliptycznego (e» b/a) oraz przekroju ko
łowego (e=0). We wzorach (5) oznaczają: W "  funkcję naprężeń,
13 - kąt zawarty między stycznymi do przekroju przed i po od
kształceniu, ^ - współrzędna krzywoliniowa, fi= 2(1-1^) (r^/Rh)
- stała wartość dla danego łuku, wartość zaś k a (1/Rr-1/R)R - 
wiąże się. ze zmianą krzywizny. Do scałkowania układu (5) sto
sowano szeregi trygonometryczne oraz metodę asymptotycznego cał 
kowania, korzystną w tych przypadkach^gdy szeregi wielkości 
wewnętrznych są wolno zbieżne.

— 7)----------Przyjęto 1+(r/R)cos^ % 1 oraz pominięto pewne wielkości 
wewnętrzne.
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Zachowując jeden wyraz w rozłożeniu funkcji yS i jeden dla 
lunkcji W  otrzymano wzory podane przez LORENTZA.
Przyjmując jeden wyraz w rozłożeniu funkcji ¡3 a dwa dla funk 
cji y  otrzymano rezultaty hARMANA.
Zachowując dwa wyrazy dla ¡3 i dwa dla W  otrzymano wyniki 
H. KARLA.

Rys. 3

/ /Na rys. 3 podano zależność liczby KARMANA od wartości <U lub
otrzymaną przez CLARKA i REISSNERA.
Zagadnieniu zginania łuków poświęcone są też prace J. BER- 

THELEMY’EGO oraz S.H. CRANDALLA i N.C. DAHLA, por. [24] .
Z uwagi na bardzo doniosłe znaczenie tych wyników do zasto

sowań praktycznycn rezultaty otrzymane przez powyższych auto
rów były wielokrotnie sprawdzane doświadczalnie. Obszerne dane 
literaturowe odnoszące się do prac doświadczalnych wykonywa-
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nyc.h do roku 1956 podano w pracy [27] • W ostatnich latach ba
daniami doświadczalnymi zajmowali się I.H, FORD i C.E. TURNER,
[11] oraz A.G. KAMER3ZTEJN, [16] . Na rys. 4 przytoczono wyniki 
doświadczalne, zaczerpnięte z pracy [16], które otrzymano przy 
zginaniu kompensatorów w kształcie litery fi •

Badania przeprowadzono dla łuków o dużej krzywiźnie gięcia 
( A m  0,2 f 0,3). Przez nn i nu oznaczono współczynniki 
"spiętrzenia" naprężeń południkowych i równoleżnikowych w łu- 
kach zginanych. Dla porównania, w pracy [16] naniesiono rów
nież wyniki innych autorów. Z wykresów tych można wyciągnąć 
wnioski dotyczące odkształceń i naprężeń w łukach zginanych o 
małej krzywiźnie. Przy analitycznym obliczaniu odkształceń 
zgodność z doświadczeniem jest wystarczająca, natomiast obli
czanie naprężeń w łukach o dużej krzywiźnie, przy pomocy do
tychczasowych wzorów, daje wyniki wykazujące pewne rozbieżno
ści w stosunku do danych doświadczalnych. Dalsze prace teore
tyczne nad zagadnieniem zginania łuków o dużej krzywiźnie są 
więc niezbędne.

Dalsze prace dotyczące tego zagadnienia to rozwinięcie me
tod asymptotycznego całkowania, uogólnienie rozważań na zagad
nienie' niejednorodne (obciążenie ciśnieniem wewnętrznym lub 
zewnętrznym), rozpatrzenie stanów plastycznych, rozwój teorii 
nieliniowej i pewne próby obliczeń na pełzanie.

W kierunku teorii nieliniowej poszły dalsze prace REIS3NERA 
i CLARKA. Omówienie bardzo obszerne wyników tych autorów znaj
duje się w pracy E. REISSNERA [23], która była referowana na 
trzecim Narodowym Kongresie Mechaniki Stosowanej (Stany Zjed
noczone 1958).
Następne lata przynoszą dalszy rozwój badań nad tym zagadnie
niem.

Wymienić tutaj należy dalsze prace Ęeissnera, dotyczące roz 
patrywania tego zagadnienia w ramach teorii nieliniowej [24,25!.

Za kontynuację prac REISSNERA można uważać prace AKSELRADA,
W pracy [2] rozpatrzono zagadnienie zginania łuku przy dużych 
ugięciach, dla profilu otwartego, zaś w [3] uzyskano równanie 
dla łuku o dowolnym przekroju i dużych ugięciach. Praca [4] 
zajmuje się zginaniem łuku o. przekroju kołowym w świetle teo
rii nieliniowej, przy czym podano w niej wzory i przytoczono 
wykresy, pozwalające obliczać odkształcenia i naprężenia.Wre3z 
cie w pracy [5] rozpatrzono przypadek obciążeń zewnętrznych 
(ciśnienie) łuku zginanego.

Łuki obciążone ciśnieniem od wewnątrz były rozpatrywane 
przez CLARKA por. [23] oraz przez KAFKę i DUNNA [13] •

Dla przekrój ów-zbliżonych do kołowego i obciążonych ciśnie
niem, istnieją rozwiązania KOSTOWIECKIHGO w ramach teorii li
niowej [18]oraz dla dużych ugięć [19] • Przypadek utraty sta
teczności dla przekrojów zbliżonych do kołowego został rozpa
trzony przez K0ST07/IECKI3G0 w pracy [20] ,



Przegląd prac dotyczących zagadnienia Karmana 19

Ciekawy przypadek ogólniejszego podejścia do omawianego tu
taj zagadnienia (uwzględnienie ogólniejszych obciążeń brzego
wych) przedstawia praca CZERNYCHA [8],

Za pewną próbę analitycznego wyznaczenia naprężeń w łukach 
segmentowych można uważać pracę M.J. ESTRINA [10].

Istnieją wreszcie zagadnienia bliskie - z punktu widzenia te 
orii powłok - zagadnieniu KARMANA. 3ą to powłoki toroidalne 
otwarte lub zamknięte, które w zastosowaniach praktycznych spo 
tyka się w np. przy budowie korpusów turbin wodnych lub paro
wych. Zagadnienia te są przedmiotem osobnej grupy prac, z któ
rych najistotniejsze zostały omówione przez NOWOZIŁOWA w jego 
nowej monografii, poświęconej teorii powłok [22] .

Zginanie tzw, rurek (sprężyn) BCURDONA, rozpatrywane rów
nież przez PIEODOS>JBWA, omówiła w swojej pracy ANDREJEWA [i] .

Wreszcie w pracy [26J zostało omówione zagadnienie zginania 
sprężysto-plastycznego, a w pracach KACZANOY/A [14, 15] rozpa
trzono zagadnienie pełzania łuków zginanych.

Wypada zaznaczyć, iż w niniejszym przeglądzie prac, starano 
się uwzględnić dość szeroki zakres tematów związanych z zagad
nieniem kArmAn a , korzystając przy niniejszym opracowaniu z prac 
dostępnych autorowi. Z uwagi na bardzo szerokie zastosowania 
łuków w rurociągach, prac, szczególnie doświadczalnych, będzie 
na pewno więcej. Dlatego też podany przegląd nie pretenduje do 
zupełnego wyczerpania tematu i wszechstronnego naświetlenia 
tych zagadnień. Niemniej jednak praca niniejsza orientuje ja
kie ośrodki pracują nad tym zagadnieniem.

W zakończeniu należy stwierdzić,7że skala tematów, związa
nych z klasycznym zagadnieniem KARMANA właściwie jest wyczer
pana. Wymagają może jedynie badań łuki o małej krzywiźnie. Dal 
szych jednak badań, i to zarówno teoretycznych jak i doświad
czalnych wymagają przypadki zginania łuków półfalistych, fali
stych, stany plastyczne, zagadnienia stateczności oraz pełza
nie łuków (rurociągi wysokoprężne), V1tymagają również badań te
oretycznych łuki segmentowe. Również wymagają badań przypadki 
wpływów termicznych oraz zagadnienia efektu brzegowego (łuk łą 
czy się z dalszą częścią rurociągu lub z kołnierzem).



20 Szczepan Borkowski

LITERATURA

[1] ANDREJEWA Ł.E.i Uprugije elementy priborow, Moskwa 1962.
[2] AKSELRAD E.Ł.t Izgib tonkostiennych stierżniej s razom- 

knutym połogim profilem pri bolszych uprugich pieriemie- 
szczenijach, Izw. AN S3SR OTN, Mech. Masz,, 1, 1959, 150.

[3] AKSELRAD E.Ł.: Urawnienija deformacji obołoczek wraszcze- 
nija i izgiba tonkostiennych stierżniej pri bolszych upru 
gich pieriemieszczenijach, Izw. AN SSSR OTN, Mech. Masz., 
4, 1960, 84.

[4] AKSELRAD E.Ł.s Izgib tonkostiennych stierżniej pri bol
szych uprugich pieriemieszczenijach, Izw. AN SS3R OTN, 
Mech. Masz., 3, 1961, 124.

[5] AKSELRAD E.Ł.: Izgib i potierja ustojczywosti tonkostien
nych trub pri gidrostaticzeskom dawlenii, Izw, AN SSSR 
OTN, Mech, Masz., 1, 1962, 98,

[6] BANTLIN A,s Formänderung und Beanspruchung federn der Aus 
gleichröhren, Z. VDI, 54(1910), 43»

[7 ] BESKIN L.» Bending of Curved Thin Tubes, J. Appl. Mech,, 
1, 12(1945), 1.

[8] CZERNYCH K.F.: Zadacza Sen - Wenana dla tonkostiennych 
trub s krugowoj os’ju, Prikł. Mat. Mech., 3, 24(1960), 
423.

[9] CLARK R.A., REIS5NER E., Bending of Curved Tubes, Adv. 
Appl. Mech., v. II, 1951, 93.

[10] ESTRIN M.I., Rasczot cylindriczeskoj obołoczki zakreplen- 
noj po kosomu konturu, Izw. AN SSSR OTN, 2, 1959, 151.

[11] FORD I.H., TURNER C.E., Examination of th^ Theories for 
Calculating the Stresses in Pipe Bends Subjected to in
plane Bending, Proc. Inst. Mech. Engs., 15, 171(1957), 
513.

[1 2] HUBER M.T.t Odkształcenie sprężyste rury cienkościennej 
o przekroju eliptycznym przy jej zginaniu, Arch, Mech*. 
Stos., 1, 1(1949), 1.

[1 3] KAFKA P.G., DUNN M.B.s Stiffness of Curved Circular Tubes 
with Internal Pressure, J. Appl. Mech., 2, 23(1956), 247.

[14] KACZANÓW L.M.: 0 płasticzeskom izgibie kriwych tonkostien 
nych trub, Izw. AN SSSR OTN, 5, 1957, 42.



Przegląd prac dotyczących zagadnienia Karmana

[15] KACZANÓW L.K.s Teorija połzuczesti, Moskwa 1960.
[16] KAHERSZTEJH A.G.: Gibkost* i naprjażennoje sostojanije ko 

len pri samokompensacji temperaturnych deformacji w tru- 
boprowodach, Str. trub., 5* 4(1959), 7.

[i?] KARMAN Th.! Ueber die Formänderung dünnwandiger Rohre ins 
besondere federnder Ausgleichrohre, Z. VDI,, 55(1911), 
1889.

[18] KOSTOWJNCKi D.i.j Ob izgibie kriwoj tonkostiennoj truby, 
sieczenije kotoroj imiejet formu blizkuju k krugowoj, pri 
naliczii vmutriennogo iii narużnogo dawlenija,Izw. AN SSSR 
OTN, Mech. Masz, 6, 1959, 127.

[19] KOSTOWIECKI D.Ł.i Izgib kriwych tonkostiennych trub w ob- 
łasti bolszych uprugich pieriemieszczenij, Izw. AN SSSR 
OTN, Mech. Masz., 3, 1960, 49.

[20] KOSTOWIECKI D.L.: Ob ustojczywosti ravmowiesija kriwoj 
tonkostiennoj truby krugowogo sieczenija, nagrużennoj 11a- 
rużnym dawlenijem, Izw. AN SSSR OTN, Mech. Masz., 1, 1961 
177.

[21] LORENTZ H.! Theorie der Röhrenfedermanometer, Z. VDI, 
54(1910), 1865.

[22] N0W0ŻTŁ0W W.77.j Teorija tonlcich obołoczek, Sudpromgiz 1962
[23] REI3SNER E.s Rotationally Symmetrie Problems in the Theo

ry of Thin Elastic Shells, Proc. Th. U S Nat. Congr.Appl. 
Mech.,‘1958, 51.

[24] REISSNER E.: On the Finite Bending of Pressurised Tubes, 
J. Appl. Mech,, 3t 26(1959), 386. >

[25] REI3SNER E,s On Finite Pure Bending of Cylindrical Tubes, 
Osterr. Ing. - Arch., 15(1961), 165.

[26] TÜRKIN V/.S.j Izgib trub w uprugo - płasticzeskoj stacji, 
Stroit, trub., 3, 5(1960), 3.

[27] Design of Piping Systems, New York - London 1957 (praca 
zbiorowa).



22 Szczepan Borkowski

0S30P PABOT OTHOCHWCO K IIPOBJIEME KAPMAHA 

C o i e p i a H i e

OraTŁH c o ie p ja iT  o ó a o p  JU T e p a T y p u  K acaiom eicH  npoÓJieMM I 3ra<5a  KcuieH.

3ra npodJieMa, no Bcefi b i j u im o c t h  BnpepBue pacoMaTpmana BAHTJMHOM h pemeHa 
KAPMAHOM, KMeeT cero^na oaeHł, oónoipHyn jntrepaTypy. IIoTOMy cooflmaeMtift oÓ3op He 
n p e T e H fly e M  k  nojmoTe u  BcecTopoHHocTH. 3ce-TaKK .naew o h  npeflCTaB.ieime o . t o m  

K a n i e  npoÓJieMH aKTyajrbHo pemaurcH z b  k h k o m  HanpaBJiemiK a o o t h u  pa3BHBaTCfl 
M.rurbHeźme HccjiejiOBaHHH, a T a n i e  b  k s k h x  Haynma neHTpax BeAyTOH pacSoTH no st o  

My Bonpocy.

SURVEY OP PAPERS ON THE PROBLEM OP HARMAN 

S u m m a r y

The general survey of papers on the bending of the thin cur 
ved tubes has been given. This problem has been considered for 
the first time, according to author's knowlege by A. BANTLIN 
and the first solution by T. HARMAN has been presented. The ac 
tual list of works on this problem is very large. The present 
paper does not include the results of all works connected with 
the problem of HARMAN but the main centres of research and the 
modern tendencys have been mentioned.


