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OBLICZANIE OSIOWO SYMETRYCZNYCH RAM KOPULOWYCH

Streszczenie. W pracy wykorzystano niektére wyniki pra
cy doktorskiej autora do obliczania pewnego typu rusztu
przestrzennego. Uzyskano wzory na wielkosci wewnetrzne w
elementach rusztu.

1. Wstep

W pracach [2] i [3] zostata przedstawiona metoda obliczania
ram przestrzennych o pretach dowolnie zakrzywionych, stanowiag-
ca uogolnienie metody Crossa na tego rodzaju ustroje pretowe.
Niniejsze opracowanie stanowi ilustracje zastosowania tej me-
tody do obliczania osiowo symetrycznych ram kopufowych.

2. Wzory przejscia

Rama kopudowa stanowi szczegolny przypadek ramy przestrzen-
nej, ztozonej z dowolnie zakrzywionych pretow. Rozpatrujac wy-
odrebniony w mysli dowolny pret i-k (rys. 1) takiej ramy, za
uwazymy, ze jego przekroje koncowe moga doznawa¢ dwunastu skia
dowych przemieszczen (pod nazwag '‘przemieszczenie' rozumie sie
zarowno przesuniecie, jak tez obrot):

Zaktadamy, ze przemieszczenia (2,1) sa mate. Wprowadzajac
0-znaczenia

@.2) #2H - 73 - (B), $3LF I(tfy - 62),
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Rys. 2
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mozna utworzy¢ z dwunastu przemieszczen (2.1) szes¢ wielkosci
bezwymiarowych (por. [2]):

(243) i 1 _
g4= y("ciij-), qy<pydypy y(cfySj)* *y<Pydy9y

okreslajacych przemieszczenia koncow preta spowodowane wytgcz-
nie jego odksztatceniem, a nie przemieszczeniem jako ciata

sztywnego.
Przyjmijmy, ze na pret dziataja nastepujace obciagzenia
"przestowe™ (rys, 2):

1) obciagzenie roztozone p o skfadowych ., p2, p° na
przedziale a-b,

2) sita skupiona F o skdadowych F1, F2, F* w punkcie c,

3) obciazenie roztozonym momentem n o skdadowych n”», n2
n™ na przedziale e-f,

4 moment N o skdadowych , N2, w punkcie gl)

Rys. 3

Na przekroje koncowe dziata dwanascie wielkosci statycznych:

.4 PA, P2» Pt Mgt M2, PN, P2» ~3* M2%* ~3*

N Na rys. 2 przedstawiono wektor momentu.
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sposrod ktoérych wyréznimy szes¢ wielkosci, dziakajgcych w miej
scu 1 kierunku przemieszczen gt

.5) Q1-M1. Q2-M2, Q3=M3., Q4-P1l, Q5-M2, Q6-Mj.

Dla okreslenia zaleznosci miedzy przemieszczeniami (- a
wielkosciami przyjmujemy ukdad podstawowy statycznie wy-

zna¢ zalny, w ktorym koniec 1 preta ma mozliwos¢ . przesuwu
wzdduz osi x| 1 obrotu dokoka osi , X2, X a koniec k

moze obraca¢ sie dokota osi x i W charakterze wzajem-

nie niezaleznych si+ czynnych dziatajg wymienione obcigzenia
“"przestowe"™ 1 wielkosci Q/F pozostate sposréd wielkosci (2.4)

wynikaja z warunkéw rownowagi. Pominiemy wpdyw sid normalnych
i poprzecznych na odksztatcenia. Oznaczajgc przez S(x™,X2,x3)

biezacy punkt na o03i preta, przyjmijmy go za poczatek dwéch u-
ktaddéw wspdtrzednych* ukdadu XN, xX* i uk#adu x|, Xg,
(rys. 3). Osie x* sg rownolegte do osi x~ oraz X-. 0§ X*
jest styczna do osi preta zas osie Xg, x© pokrywajag sie z
gtéwnymi oentralnymi osiami bezwkadnosci przekroju w punkcie S.
Oznaczmy przez my* , m”~ , m* skktadowe ogdlnego momentu wzgle-
dem punktu S wszystkich sit dziatajacych na czes¢ 1i-S preta.
Mozna #*atwo wykazac¢, ze jesli

(2.6) gt - gliP + gl>p ¢ gi>n ¢ q1(B

przedstawia te czes¢ catkowitego przemieszczenia qit ktdra zo
stata spowodowana dziakaniem obcigzen "‘przestowych"* p, F, n,
N, to maja miejsce zaleznosci liniowe (por.[3]DI

6
@.7n N /SsAje» i~
£-1

Wystepujace tu wielkosci ., A obliczamy w nastepujacy spo
SOD .
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Wprowadzmy oznaczenia:

K, J - cos(x®, xM) s cos(x"t

GC - sztywnoséprzekroju w punkcie S na skrecanie,
EJ2" - sztywnoscprzekroju wpunkcie S nazginanie w pta-
szczyznie xjfF xjf
EJ "- sztywnosc¢przekroju w punkcie S nazginanie w pla-
szczyznie X2,
1
oC 0 0
_ 1
D f - element macierzy D] « 0] ej2"
1
0 0 g3
v *
a»’'xt Py V?
C«l Oml
1 & 0 §2 8
Wp™ - element macierzy Il * O an 0 0
0 0 Ay o dq
ab bk
* - ? -
my* - m+ , m;)/”)‘)P moment my* (?m 1, 2, 3) spowodo

Wany obquenlem p gdy punkt S znajduje sie w , przedziale

ia, ab, bk, analogiczne znaczenie majg symbole my* P, my* P
ie ef Tk ig gk [l

mf,n* m/,n* m~”", m/Z” ~m”™_N.
W wyrazeniach elementéw macierzy np, Dflkn< WV - pierwszy
wskaznik odnosi sie do wiersza, drugi do kolumny.
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Przy tych oznaczeniach mozna przemieszczenia (2,6) oraz

liczby wptywowe (p,g - 1...6) obliczy¢ z nastepujacychwzo
row (por, [3])*

Xplij 3i /2?2 wVE

/\_1 y

(2,8)
««,»- E E Z A ? v .» v ds’
1 7.1 7-1 vy
1 —i®, ef, fk] CO® 1ee¢6,
3 3
To;n £ X A? v ,nv ds’
7-1 £
r = ig, gk, acm 1-...6,
3 3
'pq * Z2 Z O? wr<t\WP ds>
7-1 7=1
(-9 ik
Apg " AgpS p* q = 1***6,
W przypadku bardziej skomplikowanego obcigzenia “'przesto-

wego"™ niz przedstawiono na rys, 2, to znaczy gdy dziata Kkilka
sit skupionych, obcigzenie rozdozone na kilku przedziatach itd.
nalezy oczywiscie przy obliczaniu wyrazen typu (2,8) stosowac
zasade superpozycji.
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Z zaleznosci (2.7) dochodzimy do relacji
6

(2-10) (if- SE)bjg, 1==0j

£=1
w ktérej B~ %sa wyrazami macierzy odwrotnej wzgledem macie-
rzy o wyrazach Apq. Zaleznosci (2,10) nazwiemy wzorami przej-

Scia, Stanowiag one punkt wyjscia przy obliczaniu dowolnych ram
przestrzennych sposobem opisanym w pracach [2], [3]-

3. Uproszczenia wzordw przejsoia w przypadku
osiowo-symetrycznych ram kopudowych.
Wyznaézanie sit brzegowych

Bedziemy rozpatrywali ustrdj zdtozony z jednakowych pretow
rozmieszczonych osiowo-symetrycznie (rys. 4). Kazdy pret jest
w identyczny sposob obcigzony przy
czym ptaszczyzna obcigzen przecho-
dzi przez o$ symetrii ustroju. W
takim przypadku kazdy pret pracuje
jak Huk ptaski obcigzony w swojej
ptaszczyznie. Pozwoli to na upro-
szczenie 1 czesciowe zredukowanie
wspotczynnikéw, wystepujacych we
wzorach (2.7) i1 (2.10).
Wezmy pod uwage dowolny pret
i-k, ptaski i1 obcigzony w swojej
ptaszczyznie (rys. 5). Zaktadamy
symetrie przekroju preta wzgledem
ptaszczyzny obcigzen. W tej pta-
szczyznie przyjmujemy osie Xqs3 %o
o* Xj X % =2 , osie
3% 3% 3 3 Sa prostopadte
do tej plaszczyzny, przy czym 0s
pokrywa sie z osig xY Otrzy

mujemyj
1 np 0 0 «2 %
Rys. 4 i -0.,, 0 o 0
0 0 -« 22 0 —«i
ky cosa, ki'2~ 3ina» k- 3“ °* k2(1 =" sinft» k2' 2 3 CO30C»

k~' 3" O» 1 =0, ky 2 = 0¥ k3*3 3 "»
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wobec czego, jak datwo sprawdzic:

D11 - fe eo0.2« + Sy 2, EJ

D13 = D23 "™ °* D33 3 EjT* \/d = D/XT

* *> .
(J - oznaczenie przedziatu obcigzenia, a*p, E, n, N) jedynie
m * 0, co wynika z przyjetych zatozeh co do ksztattu preta
i sposobu obcigzenia.

Wyrazenia (2.8) przyjma nastepujgca postac:

p *2«+ °13 "1« V +

3 d d d

D21nR*p ®1ft + D22n2?p *2» + D23 "~"P 3* +

+

+ D31”31p *1« + D32*“3ip W2*+ D33 "3tp VI ds *©

] SjrAip w3.p *3*4,1
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czyli
1 == g~ = = = "S- ~r- *
e 9 p T, 0% p =5 FEhy sy 2 9,
G-
= _" * = - ?
3,p —]i J uni ng’p - dsf q6,p )*-i //% ”Effp 1 ds.
d J
Analogicznie mozna przedstawi¢ wyrazenia na q«P. q<xN.
n» Jezeli chodzi o liczby wpitywowe Apg» preta 0 osi

ptaskiej (niekoniecznie obcigzonego ptaskim ukdadem sit) mozna
na podst. (2.9) pokazac¢, ze = AN = AN - A A24 - A35

= AN = A"g a 0. Jesli sity obcigzajace lezg w plaszczyznie

osi preta, to réwnania (2,7) przyjmuja postach

gl “ g1 1 A12 A13  Al4 15 AlG 0
g2 “ g2 A22 A3 A24 125 A6 0
3 -b g A3 M4 v A | Q3
«d -?4 ° ? Kap a5 A46 Q4
95 “ g5 - < S5 AS6 0
g6 * g6 A66 Q6

skad wobec (3.1) otrzymujemy gl = q2 = g = 0 i dla wyznacze-

nia pozostatych sktadowych przemieszczen pozostaje ukdad trzech
réownan:

93 " g3 A33  A34  A%e €3
G-2 q4 -24 = A4 As6 - &
g6 ” g6 AS6 %

D Wyrazy oznaczone kropkami sg réwne wyrazom podozonym sy-
metrycznie wzgledem gtownej przekatnej macierzy.
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w ktoérych wspotczynniki A obliczone z (2.9) wynosza:

A33 = SjT> A34 =" A 2 Ej3*
ik ik
(3.3) A35 / ej“» Add = /N2 N2 Ej3* L1
ik ik
A46 / M "2 EJ pA66 = / £l EJ »
ile J ik *

W przypadka: opisanej na wstepie tego rozdziatu ramy kopudo-
wej kazdy pret i-k znajduje sie w identycznych warunkach.
Wezet 1 doznaje przesuniecia pionowego, nie doznaje nato-
miast przesunie¢ poziomych ani obrotéw. Rozpatrujac jeden do-
wolny pret i-k, przyjmiemy osie jak na rys. 6 (os jest

osig symetrii ramy). Sposrdéd szesciu wielkosci statycznych,
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dziatajacych na koncowe przekroje preta, na rys. 6 zaznaczono
tylko wielkosci ~j <« Rozwigzujac ukdad réwnan (3.2) otrzymu-
jemy zaleznosci

03 B33 B34 B36 g3 - a3
G-H 54 B44 B46 g4
«6 B66 g6 “ g6
w ktorych macierz wspodczynnikéw B jest odwrotnaz) wzgle-
dem macierzy wspétczynnikéw Apg» wystepujacej we wzorze (3.2).
y/ezek 1 doznaje przesuniecia wzdduz osi x~. Oznaczajac
kijj = cos (xt, xMHti =1, 2, j - 1, 11,
korzystajac z (2-2) i uwzgledniajac, ze
(- =ty = =0, ¢1 = Mkll, = Jik21,
otrzymujemy na mocy (3.4) réwnania
1
Q3 B33 B34 B36 1 ~k2l
_ 1
G- s T B44 B46 T <l "N11 * *4
1
"6 - - B66 1 k21
1~ Na rys. 6 osie X,, XIll sg skierowane pod rysunek (ukta-

dy osi sg prawoskretne). Osie x1, x2 przyjeto w taki sposob,
aby rzuty przemieszczenia Sj na kazdg z nich bydy dodatnie.

Technika odwracania macierzy jest wyczerpujaco przedsta-
wiona w literaturze (np- [4]) 1 dlatego nie bedzie w tyra miej-
scu objasniana.



34 Stefan Ciesla

ktdre mozna przedstawi¢ w postaci

(3.5) Q. = Qj.ij + Q0* i.m 3, 4, 6,

gdzie

v + k21 7Bj3 + Bj6&” + ki1l B>

3-6)
Q@ “ 7 (Bj3*3 + Bad+ V V *

Nietrudno zauwazy¢, ze oznacza te czes¢ wielkosci statycz-
nej Q., ktora powstaje wskutek wymuszonego przemieszczenia 0j

(rys. 6), zas Q* Jjest ta czesScig wielkosci @, ktéra powsta

je przy <57=0 W wyniku dziatania obcigzen '‘przestowych" w
precie obustronnie sztywnie utwierdzonym.
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Oznaczmy przez W side zewnetrzng, dziatajaca na wezet i
wzdduz osi (w szczeg6lnym przypadku moze by¢ \V/=0), Waru-

nek rownowagi wezda 1 (rys, 7) na postact

@G.7D Com "
0C*1
gdzie

n - ilos¢ pretéw,

G-8) B2 aT ~3 + + B2

P,, - czes¢ oddziatywania ?£, wywotana w uktadzie przedsta-

wionym na rys, 7a samym tylko obcigzeniem "'przestowym',
*

Wyrazajac w rownaniu (3.7) za pomocag (3.5) (3.6) oraz
(3.8), dochodzimy do nastepujacego wyrazenia na przesuniecie
*1l«

.9 M -

gdzie wprowadzono oznaczenia*

X" nl+k1I2[! B4iti + k21 AB3i+B6i”qi”B21*
i

(3.10)

Y=k11k11B44 + 2k1lk217B34+B46"+k21k21°B33+2B36+B66"*

Podstawiajac (3.9) do (3.5) otrzymujemy ostatecznie nastepuja-
ce wzory na wielkosci nadliczbowe Q*:

X . -
Q3 B33 B34 B36 Y 21 % g3
G-11) o4 - B44 B46 Y kil " 4
Q6 B66 Y k21 “\

Pozostate sidy brzegowe wyznaczamy z warunkéw réwnowagi
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Z powyzszedgo wynika nastepujacy tok postepowania przy obli-
czaniu osiowo-symetrycznych ram kopudowych (rys. 4)s

1.

Wyznaczamy przemieszczenia df,»q +q. ,,ta. +Q. .. z wzo
row (3.1). 1 i,P i,F 1,n 1i,N
2. Wyznaczamy liczby wptywowe A z wzorow (3.3).

Znajdujemy macierz wspotczynnikow (macierz sztywno-
Sci), odwrotng wzgledem macierzy liczb wpdywowych.
Wyznaczamy oddziatywanie wywotane obcigzeniami
"przestowymj* w ukdadzie statycznym przedstawionym na
rys. 8.

© N o o

Obliczamy wyrazenia X, Y z wzordow (3.10),
Wyznaczamy wielkosci nadliczbowe przy pomocy (3.11).
Z warunkoéw réwnowagi wyznaczamy P/t P;j, PN (rys. 7b).

Znajomos¢ sit brzegowych pozwala na wyznaczenie wielko-
Sci wewnetrznych i wykonanie obliczenia wytrzymatoscio-
wego.
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STATICAL DESIGN OF THE AXIALLY SYMMETRICAL
DOME FRAMES

Summary

The method of determining the couples and forces in the
axially symmetrical dome frames has been described. The basic
relations of the present paper have been taken from the papers

[21. [31-



