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O UPROSZCZENIU METODY RÓWNOWAŻENIA MOMENTÓW 
POPRZEZ REDUKCJĄ LICZBY WĘZŁÓW

Streszczenie. Autorka wskazuje na uproszczenie, jakie 
wprowadzić można do jednoetapowego sposobu wyrównywania rao 
mentów, przez przyjęcie jako elementów podstawowych ukła­
du nie tylko prętów prostych,lecz również ram kolanowych 
i portalowych.

1, W3t ep

W metodzie równoważenia momentów [i][2j jako układ podsta­
wowy przyjmuje się układ złożony z prętów prostych, których 
przekroje końcowe nie mogą doznawać przesunięć i obrotów (z wy 
jątkiem przekrojów przy węzłach podporowych przegubowych).

Punktem wyjściowym rozważań w niniejszym artykule jest pro­
pozycja wprowadzenia układu podstawowego złożonego z prętów 
prostych oraz prętów załamanych, o tych samych warunkach pod­
porowych. Wprowadzenie prętów załamanych w planie wyłącza z 
iteracji część węzłów. Daje to w efekcie nie tylko zmniejsze­
nie- liczby kolumn tablicy iteraoyjnej, ale także skrócenie prze 
biegu samej iteracji. Zastosowana poniżej skrócona iteracja o- 
perująca momentami i siłami węzłowymi^ wymaga określenia prze­
kaźników»

a) wykorzystanych w trakcie iteracji (tab. II),
b) wykorzystnych przy obliczaniu momentów występujących w 

przywęzłowych przekrojach prętów (tab. III).

2. Określenie układu podstawowego 
i wyznaczenie współczynników przekazu

Rozpatrzmy ramę przedstawioną na rys. 1a, Równoważenie mo­
mentów węzłowych zgodnie z [4] należałoby przeprowadzić dla u- 
kładu podstawowego jak na rys. 1b w tablicy składającej się z 
13 kolumn (10 węzłów, 3 dodatkowe podpory). Dla układu podsta­
wowego zredukowanego jak na rys. 1c liczba kolumn zmniejszy
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się do 8, wyłączymy bowiem z iteracji węzły 9, 12, 1 3 , 1 4 , i 
dodatkową podporę III, Schemat podstawowy (rys, 1c) wówczas
składać się będzie z prostych prętów 5-6, 6-10, 6-7, 10-11,
7 ^ 1 ,  1-5, 2-6, 3-7, 4-S oraz z prętów załamanych 5-^0, 1*0—1'1, 
11-8 7

Sztywnośąi suwne i obrotowe prętów prostych określono jak w
[1] [2J.

2,1, Wyznaczenie współczynników przekazu dla pręta i - k

Wyodrębnijmy zespół prętów 5-9-10, Pod wpływem zadanego 
obciążenia po zrównoważeniu momentów w węźle "j", w węzłach

mo­
ll®., M® , które wraz z

Rys. 2

"k" oraz "i" powstaną 
menty
momentami od obciążenia pozo­
stałych prętów zbiegających 
się w węzłach "i" oraz "k" 
nie pozostają w równowadze. Mu 
simy więc dodatkowo w węzłach 
tych zaczepić momenty;

M.k " "

Mi - -
( 2 . 1 . 1 )

które w węzłach sąsiednich wywołają momenty:
a ) moment M_. w węźle "i" wywoła w węźle "k" moment;

Tiki - M' < U

k, . . k ..
J U  Ji ( 2 . 1 . 2 )

Dla prętów załamanych celem odróżnienia ich od prętów 
prostych przyjęto oznaczenia:
i - k — dla pręta jednokrotnie załamanego jak w (2.1)I-*"' "Ii - k - dla pręta dwukrotnie załamanego jak w (2.2)
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oraz siłę w dodatkowej podporze uniemożliwiającej przesunięcie 
piętra "r"s

Hri Mi * Ki • Kj j
(2.1.3)

b) moment w węźle "k" wywoła w węźle ’'i” moment i

(2.1.4)ii . _ r/  2 
ik “ k • ̂  . Kj

oraz siły w dodatkowych podporach uniemożliwiających przesunię 
cie pięter "r" oraz "(r-1)"

H rk “ Mk
X * k.1

H *k(k-1)
(r-1 )k = ” k  * K̂ .

Y/spółczynnikami przekazania będą v;ięc wartości

_  2 kji
ik <?*' •  \  •  K ,d

2 *k.i • »hi
f l c  •  rr rr

i * Kj

■ n
'* ijirJ l  _ ̂

^  . _ ^k(k-r)
R  (r-1 )k ' Kjj.

I ik

(2.1.5)

(2.1.5)

(2 . 1 . 6 )
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Wartości momentów występujących w przywęzłowych przekrojach 
prętów "j-k" oraz "j-i" obliczamy po zrównoważeniu momentów w 
węzłach "k" oraz "i" (przykł, tab.IIl)

‘I - i R5 iiii * K.

• ¿u* . 1 -

.  K 3 -
-  " k  • p5 - k

.  (U, . ’  -  &K1 ■ “ i  • p 1 - i

gdzie:

,k
k

, - M
J-k «k

,i . i i
J-i Ki

i» p1J-k’

i \ i  ^

1 - ¿¡łK.
Z

- P

- P

j-i

J-k

(2.1.7')

kreśliliśmy po zrównoważeniu momentów w pośrednim węźle "j". Za 
czepienie więc momentu w węźle "i" wywoła nie tylko mo­
ment ^ i ’ w węźle "k", ale również w węźle "i" moment IYL 
gdzie:

,, _ . „< 2 l i i l L -
ii ' i •  &  * K± . Kj

2 (k11)2 
pu  ' - <“• • i ę T i ę

2

kk
2 (łŁkj)

“ * V  Kj

(2 . 1 . 8)

(2.1.9)

P..t P,, - wsp. przekazania (powrotu) momentu równoważącego wXX iC węźle "i" lub "k" na moment w tym samym węźle.



Pod wpływem obciążenia zewnętrznego i równoważenia momentów w 
węzłach ramy, w dodatkowych podporach (rys. 1c) uniemożliwia­
jących przesunięcie pięter "(r-1)", "r", "r+1" powstaną siły:

Hr-1 ■ S Hr-1 ł 2 H (r-1)i

♦ E H r i  ( 2 < 1 > 1 0 )

H r+1 “ » « 1  * » ( « 1 ) 1

44________________________ Ewa Kajrunajtys__________________________

poni e w a ż  rzeczywisty układ (rys. 1a) nie posiada dodatkowych 
podpór, musi więc być:

E r~1 " 0
H = 0  r

Hr+1 - °

Dla spełnienia tego warunku w miejscu i kierunku działania 
sił H^, musimy układ podstawowy (rys. 1c) ko­
lejno obciążyć siłami:

Hi-1 - " Hr-1

= -  Hr  (2 .1 .11 )

H« i  - - H« i

Siły te spowodują powstanie momentów w węzłach "i" (głowico­
wych i stopowych słupów)

Ą  a - Hi • ~ 1V -  a “ Hr • i2 *1*12)
V  ^ ik  r TC r
Z a  * 1ik

- sztywność suwna piętra "r”.
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•V/ wyłączonym z iteracji węźle "j" powstanie monent:

s r; = - h 
i  r

(2.1.12)
który równoważymy i rozprowadzamy. W rezultacie w węzłach "i" 
oraz "k" pod wpływem siły H ’ powstają momenty:

'"k 3 r

^ i ( k - 1 ) \ i  •  X ] ~ L  + A J L . - T T  ~, M  y.
<“ k3 • 7r j

■ ^  • k, . r>

(2.1.13)

Yr ' “j * ?r

a w miejscu dodatkoxvego podparcia "r" (rys. 1c) siła:

gdzie:

H*1 • H* r r L  J k
Yr

3 k
* II.J J

* ? -
^ik
Yr

ii

\ 
1 

1
^1

 ^
 

4 
EL + < a  . i i ’ *ki

KJ • ?r J

^ r  = Yr
. i t t
• K.1

(2.1.14)

(2.1.15)

Momenty, które powstaną w przywęzłowych przekrojach prętów 
"j-i" oraz "j-k" pod wpływem siły II będą miały wartości:
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gdziet

• S i
. h t

pH
3-k

1 & .

K.
.r  3 
1 K

i

-  p“a-i

(2 . 1 . 16)

i# ^j-k " WSp# Przekazu

2.2, Wyznaczenie współczynników przekazu dla prętów i - k

Rozważmy obecnie zespół prętów 10 - 1 3 - 1 4 - 1 1 «  W ukła­
dzie podstawowym (rys. 1c) pręt i - k stanowi jednonawową

sztywno utwierdzoną ramę. Pod
wpływem zadanego obciążenia
zewnętrznego, w węzłach "i" 
oraz "k" powstaną oddziały­
wania M^, ‘m£, a w dodatkowej
podporze uniemożliwiającej prze 
sunięcie piętra "r" powstanie

W & 7 / .

siła H0  ̂ Wartość r H

Rys. 3

\£Jm

'*?. •?. -r 
łatwo można obliczyć w oparciu 
o tablice Kleinlogela [3]« 
Współczynniki przekazu oraz 
sztywność pręta i - k wyzna­
czymy wymuszając <>brót węzła 
"i" lub "k” c kąt =1 lub 
9=^1.

Obrót węzła "k" wywoła
momenty oraz M^, któ
rych wartość obliczymy me 
todą odkształceń, korzy­
stając z uproszczeń w 
obliczeniach wynikających 
z symetrii i antymetrii de 
formacji układu.
Ni ech

2 h . s.
j 7  • i e + 2 ■N.

Rys. 4 6e + 1 « Ng
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a) Symetria

i
2EJ1

M i(i+1) 3 ~ h ~  *

/ 2EJ11•H5s" T ”  *

2EJ2 r ___/M (i+l)(k+1)

b) Antymetria

2EJ
Mi(i+1) = “ h" 

2SJ
UM, .

2 ^ i  ) - ł ]

2 ’ ’ d + 1 )  * 5 P ( i + i ) ] *

1 1 
^(i+1) a,-('2(e+2) “ 2N,

1 - 3©- ]

( 1+1) '

l( i + D

1
\  - 3 0 j

2EJ,
M (i+1)(k+1) 2^(±+1) + ̂ (i+1)

Z « (i+1)

(i+1) “ 2(6e+17  “ 2N, 0 1 + 3e 
2N0

Momenty w "i”, ”(i+1)", "(k+1)", "k" wynoszą wówczas:

EJ,
M . e.N.

EJ„
M (i+1)i = .

M

M

EJ,
(i+1 )(k+1) “ “T

EJ,
(k+1)(i+1) 3 1

1 N2

- 1 . - 2 -
N1 ' N2

J- + i-
N1 N2

kJ- + i-
1 N2.

(2 . 2 . 1 )
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EJ,
W  )k

EJ

N N,

Mł 2
T  *

2 ę ± l +

e.N N,

Obliczony moment stanowi sztywność pręta i -
“1
k

(2.2.1)

“t (2.2.2)
Suma sztywności prętów zbiegających się w węźle ”k" określa 
sztywność węzła ”k"

(2.2.3)

Wartość współczynnika przekazania momentu M, w węźle "k" na
__________^  11T _  'T „ » J M   ,____ ____moment w węźle f,i,ł otrzymamy obliczając

MiPf I —X  *
111 h

(2.2.4)

Przy założeniu EJg = EJ1 współczynnik Pj^ przyjmuje war­
tości

.  2ę±2 + 2-ik K^.l *

Współczynniki przekazania momentu na przywęzłowe przekro­
je prętów (i+l)-(k+1), (i+l)-i, (k+l)-(i+1), (k+1)-k, otrzy­
mamy z odpowiednich stosunków momentów występujących w tych 
przekrojach, wywołanych obrotem węzła "k" o kąt 9^ =• 1. Jo 
sztywności węzła "k” (2,2.3)

M
(1+1)i 

„k

(i+1)i 1
*k Kk .! >

_  _  1 _
Ni N2

(2.2.5)
M, 1t i + i K k + n  _______

p (i+i)(k+i) ■ " i^.i • N. N„
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M

M
(k+1)k

(k+1)k 
*k

X . . l _
N.1 N,

N. + Ł-H,2 J
(2.2.5)

Ponieważ zgodnie z schematem statycznym ramy (rys. 1a) z 
węzła "k" na węzeł "i” moment przekazuje się również po­
przez prosty pręt k - i f przekazy dodajemy do siebie i w ite­
racji rozprowadzamy momenty równoważące łącznie. Po zrównowa­
żeniu oddziaływań dodatkowych więzów i podpór uniemożliwiają­
cych przesuw pięter, obliczamy wielkości sił wewnętrznych w od 
dzielnej tablicy.

3. Tok rozwiązywania - przykład liczbowy

Zaproponowany powyżej sposób obliczeń zilustrujmy przykła­
dem liczbowym dla ramy podanej na rys. 5&.
Pozbawiając węzły 5 i 6 swobody obrotu oraz piętro I swo­
body przesuwu otrzymamy układ podstawowy (rys. 5b) złojony r_ z  

prostych prętów 5-2, 6-3, 5-6 i prętów załamanych 5-^, 5-6
Trzy założeniu EJ=»1 w tabl, I obliczamy wartości sztywno­

ści obrotowych i suwnych prętów prostych i załamanych. Na pod­
stawie (2.1.6) (2.1 .1 5 ) (2.2.5) obliczamy wartośoi współ­
czynników przekazu i wpisujemy w odpowiedni wiersz i kolumnę 
tabl. II i tabl. III, jak w [4].

Np,j współczynnik przekazu momentu równoważącego M,. w wę­
źle 5 na węzeł 6 obliczamy

P5l = 3.3,58 * 3 + 7

p -  a ? - ć - - . h X 2

56 3,58

- - 0,115 

» + 0,18k

P56 - + 0,071

Wartość 0,071 « Pj-c jest sumą przekazu momentu ffil na węzeł 
6 poprzez załamany pręt £ - 6 i prosty pręt

Momenty wyjściowe obliczamy w oparciu o tablice momentówwyj 
ściowych dla prętów prostych oraz w oparciu o tablice Kleinlo- 
gela dla prętów załamanych. Iterację przeprowadzamy w tabl. II 
w sposób identyczny jak w przykładzie podanym w [4].
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Ry
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5
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J t  h  j

i  3  ! 

N , - 2 < e ~ 3  

/4t ~ 6 - e * 4 ~ 7  i

P i i - j i e s -

Sztuwności i przekazy
^ - ^ 4 - 0 , 7 0 0

[ - W ' 7 } ~ ° ' U 6  

P f l - 3 Ś * 0  { - W ' H ~ Q i1B

P% 5 -  'P r-e  ~ ̂ gg * [ * ?  “  t Ą - W ™

f Z ^ - P L - s h i ^ Y w ”  

p l - . - P i - r ^ i m i i - r } - 0-0 "

tabl. I

Ryt ku,
K s
l/k

6-5 0,700
6-5 1,333
6-3 0,800 02400 0.04800
5-2 0.750 0.1875 0,04690
5-4 0,800
4.-1 1,000 0,3750 0,09374

K< Ks Ke 7i
1.80 3,58 2,83 0,330

^  p ^ - P ^ - s - m - Y r h 0 9 0  p i - f m - - “ *

p e, - o . i 4 e ‘H s - ! £ § - o , o 9 0  P ‘ —  gm o ^ 0 7 2 7

p ,.‘ -o.ii6*<!5-'0 -4 07 / L--P  A> --W ‘-W3%~-°031

458-ie r

9 * ~  O0 - o a 8 e P s ‘, - $ W o < s - r f ‘ 0'7 S 3

\2.1.Q\ 

i t-lt*
A r ~ M U J $ r ~ * o *  , r -i 7 L

O » a m . ś m . - a e s sn  0,830 1.8 '

\2.116'
l P t ,'- P i~ in 5 -  =0,804

Momenty i sity  wyjściowe

M # = ^ M a ~ * ' 5 " \ ^ ' - ¿ k 0'9 6 m  

M h - - K ^ ¥ - Y ' ś r " 7 T m

M ć t- -1 .1 7 ‘ 0 ,S = -G ,59

M h - ¥ \ J £ - ¥ r - * ” 7”  

M h - n h ^ f - r h ^ f r 1' 0 4  T m

<54 rm

M h - y

■‘' Z ? ] "

m . - i m f f i w r

M . - - * 3 - 6 0 0  ;

tabl. J J

53

7n

Tłn

2 n 7

-0 ,0 2 5 •0,071 -0 ,02 9
-0 ,000 0 -0,065
-0 ,31 5 -Q 727 -0,235

M s n Pt
-4 ,2!
-2,38
-3,33
-0.59
•10.51

-222  
*3,33 
*0,95

•0 .7 5

-6.00
-4,00
*0,56
-0,30

-0 ,2 6 -7 .0 7 •9.74
-3 .0 6 •4 .2 6 -2,25
•0 ,3 6 — -0,36
-2 ,94 *0.21 -0 ,0 7
-0 ,0 7 -1 :09 •2.74
-0 ,8 6 >1,78 -0,64
•0,16 -0.15
•0 .77 •0 0 5 -0.02
-0 ,0 2 -0 .59 • 0 .8 i
-0 .2 3 •0.54 -OJ9
•0 .05 --- -0,05
•0 .20 •0.01 -0,01
-O.Of -0,18 •0.25
-0 .0 8 <0.17 -0 ,06
•0 02 -0 ,0 !
*0 .0 7 --- --

— -0,05 *0,07
-0 ,02 •0 ,05 -Ó.ÓŻ
— — —

-0,01 -0,01 *0.02
•0,03 —

— • O.Of ---------

K •14,52 *6 ,8 1 43.63
\ s f • 4 ,0 7 *2,40 +41,32

* i M°' s-e ' 'S-S
• ~ —P3_^,333 Tm H't - 2 .2 ~ 4,00

tabl.JlL
t 4 5 8 7 8 1 3

i- k 4-1 4 -5 5 -4 5 - 7 5-6 5 -2 6-3 6 -5 6 -8 7-8 7-5 6 -7 8 -6 1-4 3 -6

P i -0,063 •0,063 •0,198 0,196 •0,372. *0,209 — *0,186 -0,115 -0.009 •0,009 *0,07! -0.07! -QOH —

Pis — — — -0,146 •0,236 — *0283 *Q471 •0,247 -0,09 •0,090 •0,011 0,011 — <146

K s -0,504 •0504 •0,253 — — -0,668 -0,727 — — — — — — -0,820 -0,72-*
*1.17

-0.92

-1,17

•0,92

< 5 9

•233
- l i i
•2.85

-3,33

•5.41 •3.04

•ś,33

•270 -167

-1,04
-2 6 2
-0,13

*1,04
*Ź 6 2
•0,13

*1,Ś3
*495
*1.04

-1,53
*4,05
-104

-3.40
-0,45

— — — -0,99 • 1,61 — •1.93 • 3.22 •1,66 -0,61 •0,61 •0,07 -07/ — •0,94
-6,86 •6,86 •3,45 — ----- -7,74 -9,91 —  ■ — — — -- -- -11,16 -9.9/

-6,61 •6,61 •5,74 -4,73 *3.69 -4,70 -7,98 •9,24 -1,26 -4,40 *4,40 •8,69 • w -15,01 -8 ,9 7 1
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Obliczenie wielkości momentów w przywęzłowych przekrojach 
prętów przeprowadzamy w tabl. III rozdzielając i przekazując 
wartości zrównoważonych momentów i sił. WspółczynniKi rozazia- 
łu momentów na przekroje przywęzłowe określamy jak w [1] [2 ]. 
Współczynniki przekazu monentow na przekroje przy węzłach wy­
łączonych z iteracji obliczamy zgodnie z (2.2,5).
Sumy kolumn tabl. III dadzą poszukiwane wartości momentów w 
przywęzłowych przekrojach prętów prostych.

Porównując zaproponowany powyżej sposób obliczeń statycz­
nych ram płaskich przesuwnych z klasycznym ujęciem metody Cros 
sa zauważymy, iż proces równoważenia momentów i sił ulega tak 
poważnemu uproszczeniu i skróceniu, że mimo wzrostu pracochłon 
ności obliczeń sztywności i przekazów czyni przedstawiony spo­
sób bardziej operatywnym w zastosowaniu niż sposób klasyczny. 
Opracowanie tablic z zestawionymi wartościami sztywności prę­
tów załamanych najczęściej spotykanych w praktyce uprościłoby 
jeszcze bardziej obliczenia statyczne ram według powyższego 
sposobu.
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paM c  nepeÄBHÄHHMH y 3 J ia w i m b to äo m  ypaBHOBemHBaHHfi y3JiOBNX c h j i  h  m o m c h to b . 

U p e ju ia raeT C H  npHHHMaTB ocHOBHyB CHCTeMy co cT asjieH H y B  H3 ■ C T e p x H e ä , o c h  KOTopux 
npHMHB ZJM JIOMRHH B nJIOCKOCTH ÄeÜCTBHH c h j i ;  KpaeBHO ceneH HH C T e p iH e ü  He MOryT 

nepeflB H raT C H  h jih  noB apanH E aT C H .

J jih  c m e p x e it o c t  k o t o p h x  HBJineTCfl iu io c k o ü  JioMaHoü jm r a e f i  ( ä jik  nocjrefiO B aT ejn . 

h o c t h  npHMHX C T e p x e ä )  BHaHCJreHO Koa}«j)HUHeHTH jtecTKOCTH, K o s^ H iö ie H T H  n e p e n a -  

3 a  H HCXOflHHe MOMeHTK, HCnO^B3yfl H3BeCTHHe XapaKTepHCTHKH npHMHX CTepHHeÄ. 

H te p a m r a  HeypaBHOBemeHHux y3JioBHX b c jih h h h  ( m om chtob  h c h j i) n p o ß en eH O  onHOBTan

HHM CIIOCOÖOM.

ÜBER DIE VEREINFACHUNG DES MOMENTENAU3GLEICHSVEKFAHRENS 
DURCH REDUKTION DER KNOTEN-ZAHL

Z u s a m m e n f a s s u n g

Der Aufsatz bildet eine Probe der Vereinfachung der stati­
schen Berechnung der verschieblichen ebenen Rahmentragwerken 
mit Hilfe des Momenten - und Knotenkräf tenaussgleichsveifahrens 
Inhalt der vorgeschlagener Vereinfachung der Berechnung ist 
die Annahme des Grund-Systems zusammengesetzt aus geraden Stä­
ben und aus im Plane durchbrochenen Stäben, welcher Enddurch­
schnitte keine Drehwinkeln und Verschiebungen nicht empfinden 
können. Zu den im Plane durchbrochenen Stäben (Zug der gerader 
Stäben) wurden die Steifigkeitszahlen, Überleitungszahlen so­
wie die Volleinspannmoraenten berechnet, gestützt auf die be­
kannte Charakteristik der geraden St&ben. Die Iteration der 
ungleichwertiggestellten Knoten-Grössen (Momente und Kräfte) 
wurde einetappige Methode durchgeführt.


