ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ

Kr 113 Budownictwo z. 12 1964

EWA KAJRUNAJTYS

0 UPROSZCZENIU METODY ROWNOWAZENIA MOMENTOW
POPRZEZ REDUKCJA LICZBY WEZLOW

Streszczenie. Autorka wskazuje na uproszczenie, jakie
wprowadzi¢ mozna do jednoetapowego sposobu wyrdéwnywania rao
mentéw, przez przyjecie jako elementéw podstawowych ukda-
du nie tylko pretéw prostych,lecz réwniez ram kolanowych
i portalowych.

1, W3tep

W metodzie rdéwnowazenia momentéw [i][2)J jako ukdtad podsta-
wowy przyjmuje sie uktad z4ozony z pretdédw prostych, ktérych
przekroje koncowe nie moga doznawa¢ przesunieé¢ i1 obrotéw (z wy
jatkiem przekrojow przy wezdtach podporowych przegubowych).

Punktem wyjsciowym rozwazah w niniejszym artykule jest pro-
pozycja wprowadzenia uktadu podstawowego z4ozonego z pretow
prostych oraz pretéw zatamanych, o tych samych warunkach pod-
porowych. Wprowadzenie pretow zatamanych w planie wy#acza z
iteracji czes¢ weztow. Daje to w efekcie nie tylko zmniejsze-
nie- liczby kolumn tablicy iteraoyjnej, ale takze skroécenie prze
biegu samej iteracji. Zastosowana ponizej skroécona iteracja o-
perujaca momentami i sitami weztowymi”™ wymaga okreslenia prze-
kaznikow»

a) wykorzystanych w trakcie iteracji (tab. 1I1),

b) wykorzystnych przy obliczaniu momentéow wystepujacych w
przywezdowych przekrojach pretéw (tab. 111).

2. Okreslenie uktadu podstawowego
i wyznaczenie wspoédczynnikdéw przekazu

Rozpatrzmy rame przedstawiong na rys. la, Réwnowazenie mo-
mentow wezdowych zgodnie z [4] nalezatoby przeprowadzié¢ dla u-
k+adu podstawowego jak na rys. 1b w tablicy sktadajacej sie z
13 kolumn (10 wez#6w, 3 dodatkowe podpory). Dla uktadu podsta-
wowego zredukowanego jak na rys. 1c liczba kolumn zmniejszy
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sie do 8, wydaczymy bowiem z iteracji wezdy 9, 12, 13, 14, i
dodatkowa podpore 111, Schemat podstawowy (rys, 1c) woéwczas
sktada¢ sie bedzie z prostych pretéow 5-6, 6-10, 6-7, 10-11,
7~1, 1-5, 2-6, 3-7, 4-S oraz z pretébw zatamanych 5-~0, 1*0-171,
11-8 7

Sztywnosai suwne i obrotowe pretow prostych okreslono jak w

[ [2d.

2,1, Wyznaczenie wspédczynnikédw przekazu dla preta i - Kk

Wyodrebnijmy zesp6t pretéw 5-9-10, Pod wpiywem zadanego
obcigzenia po zrownowazeniu momentow w wezle "j", w wezdach
"k'" oraz "i" powstang mo-

menty 1I®., M® , ktére wraz z

momentami od obcigzenia pozo-
statych pretoéow zbiegajacych
sie w wezdach "i" 9oraz Uk
nie pozostajag w rownowadze. Mu
simy wiec dodatkowo w weztach
tych zaczepié¢ momenty;

Mk'
(2.1.1)
Rys. 2 Mi - -
ktore w weztach sgsiednich wywodajg momenty:
a) moment NL w wezle "i" wywota w wezle "Kk"™ moment;
k, . . k ..
- M Ju Ji
T M < (2.1.2)
Dla pretéw zatamanych celem odré6znienia ich od pretow

prostych przyjeto oznaczenia:

H!;.¥ — dla preta jednokrotnie zatamanego jak w (2.1)
i - k - dla preta dwukrotnie zatamanego jak w (2.2)
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oraz site w dodatkowej podporze uniemozliwiajacej przesuniecie
pietra "r"s

H
i Mi - ] ) (2.1.3)
Ki = Kj j
b) moment w wezle "k" wywota w wezle ™i” momenti
ii . _ 2
ik “ k «n - Kj (2-1.9

oraz sity w dodatkowych podporach uniemozliwiajacych przesunie
cie pieter '"r" oraz "(r-1)"

Hrk “ Mk (2-1-5)

H *l(k-1)
(r-1)k = 7 k * K. (2.1.5)

Y/sp6tczynnikami przekazania beda v;iec wartosci

) 2 Kji
ik e - \ - K.
d
(2.1.6)
2 *k.i = »hi
flc . rr rr
i *Kj
= jjigl _A
m
A . _ ~k(k-r)
< (r-1)k - K.

lik



0 uproszczeniu metody réwnowazenia momentoéw, . 43

Wartosci momentédw wystepujacych w przywezdowych przekrojach
pretéw "j-k"™ oraz "j-i" obliczamy po zrdéwnowazeniu momentdéw w
weztach "k" oraz "i" (przykt, tab.I111)

sk 1 - "K e p5-k
K3 -
B iii @J
‘1-1 1 * K. ' ’ - m Y. 1-i
ka P
gdzie:
k
Ko oM - P,
-k K 1-t
.1.79
A i 1 - ¢i+ - P
J-1i Ki k; J-k
1
» pJ—k’
SN TP
kreslilismy po zréwnowazeniu momentow w posrednim wezle "j". Za
czepienie wiec momentu w wezle "i" wywoda nie tylko mo-
ment ~ i1~ w wezle "k, ale réwniez w wezle "i" moment M
gdzie:
e 2 LiilL- 2.1.
ii - i - * Kt . Kj ( 8)

2 (k11)2
pu " - <e eijeTie
2
2 kK j
kk ( _l) ] (2-1-9)
“ * Vv KJ

PXXt P”C - wsp. przekazania (powrotu) momentu réwnowazgcego w
wezle "i" lub "k"™ na moment w tym samym wezle.



44 Ewa Kajrunajtys

Pod wptywem obcigzenia zewnetrznego i roéwnowazenia momentow w
weztach ramy, w dodatkowych podporach (rys. 1c) uniemozliwia-
jacych przesuniecie pieter "(r-1)", "r", "r+1" powstanag sity:

Hr-1 m S Hr-1 + 2 H(r-1)i

& EHTI (2<1>10)

Hr+l “ » « 1 * »(«1l)1

poniewaz rzeczywisty ukdtad (rys. 1a) nie posiada dodatkowych

podpér, musi wiec byc:

Er~1 ™ O
H =0
r
Hr+l - °
Dla sped#nienia tego warunku w miejscu 1 kierunku dziatania
sit HA, musimy uktad podstawowy (rys. 1c) Kko-

lejno obciagzy¢ sitami:

Hi-1 - ™ Hr-1

- H (2.1.11)

H« 1 - - H«i
Sity te spowoduja powstanie momentéw w wezdach "i" (gtowico-
wych i1 stopowych stupéw)
a - Hi = -~ v i2*1*12
g Vv ~Nik r ﬁr )
Za * 1.
ik

- sztywnos¢ suwna pietra "r”.
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le "j" powstanie monent:

N

& wytgczonym z iteracji we

s = - h Q1.12)

i r

ktoéry rownowazymy i rozprowadzamy. W rezultacie w weztach "i"
oraz "k" pod wpitywem sidy H’> powstajg momenty:

Ai k_l AN | - X
] TR 7
<< k3 =« 7r j
(2.1.13)
ks r G oo Kj * Br
a w miejscu dodatkoxvego podparcia "r" (rys. 1c) sita:
3 k
*] e * L J k
Hg' Hr * 1L (2-1.14)
Yr J J
gdzie:
~Nik
* 9 _
’ Yr
-
< S i c %Ki
w o e, P ' (2.1.15)
< < KJ = ?r J
itt
r= Yyr ° Ki
Momenty, ktdére powstang w przywezdowych przekrojach pretow

"j-i1" oraz "j-k" pod wptywem sity |1l beda miaty wartosci:
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gdziet
_ h t K_
S
I 3 (2.1.16)
pH 18 . 1 _ p“
3-k K a-i
it -k WSp# Przekazu
2.2, Wyznaczenie wspodczynnikéw przekazu dla pretow 1 - K
Rozwazmy obecniezesp6+ pretéow 10 - 13-14-11« W ukta-
dzie podstawowym(rys. 1c) pret i - kstanowi jednonawowag
sztywno utwierdzona rame. Pod
wpdywem zadanego obcigzenia
zewnetrznego, w weztach i

oraz "k powstang oddziaty-
wania M~, w£, a w dodatkowej
podporze uniemozliwiajacej prze
suniecie pietra "r" powstanie
sita H?A Wartos¢ .., ., H
+atwo mozna obliczy¢ w oparciu

o tablice Kleinlogela [3]1«
Wspé4czynniki przekazu oraz
Rys. 3 sztywnos¢ preta 1 - k wyzna-

czymy wymuszajac <brét wezta
"1 lub "k” c¢ kat =1 lub
9="1.

Obrot wezda "k" wywoda
momenty oraz M®, Kkto
\EJm

rych wartos¢ obliczymy me
toda odksztatcen, korzy-
stajac z uproszczen w
obliczeniach wynikajacych
z symetrii i1 antymetrii de
formacji uk#adu.

Ni ech

We&7/ .

Rys. 4 6e + 1 « Ng
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a) Symetria

2EJ1

MiCi+l) 3 - » - *

/ 2EJ1

M(i+|)(k+l) 2 4 o+ 1)t SR+ i) ICi+D

ACi+1) a-("2(e+2) “ 2N,

b) Antymetria

2EJ
MiCi+1l) = “h" 1 - 36-1
2531
M, . (1+1) + \ - 30]
2EJ, Z « (i+1)
M Gi+1) (k1) 27(2+1) + A(i+1)
0 1 + 3e
(i+1) “ 2(6e+17 “ 2N, 2NO
Momenty w "i”, ”(i+1)", "(k+1)"™, "Kk"™ wynoszag wolwczas:
EJ,
M
e-N-q N2
EJ,,
M(i+1)i = .o~ 1l.-2-
N1 " N2
EJ,
Mo o J- + i- (2.2.1)
(i+1 ) (k+1) T N1 N2
EJ,

M _ kJ- + i-
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EJ,
W )k N N,
C21)
EJ
M¥ 2 2 e 1+
T * e.N N,
“q
Obliczony moment stanowi sztywnos$é preta i - Kk
2 2 2
C22)
Suma sztywnosci pretéw zbiegajacych sie w wezle 7Kk" okresla
sztywnos¢ wezta k"
(2.2.3)
Wartos¢ wspodczynnika przekazania momentu M, w wezle "k" na
moment T w wezle Fi"f otrzymamy obliczajac
P, X Mix (2.2.4)
m h
Przy zatozeniu EJg = EJ1 wspoétczynnik Pj»~ przyjmuje war -
tosci
2e+2 + 2-
ik Krolo*
Wspotczynniki przekazania momentu na przyweztowe przekro-
je pretow (i+D)-(k+1), (i+D)-i, (kk+D)-(i+1), (k+1)-k, otrzy-
mamy z odpowiednich stosunkéw momentédw wystepujacych w tych

przekrojach, wywodtanych obrotem wezda "k o kat 9~ = 1. Jo
sztywnosci wezda "k” (2,2.3)

M(i+1)i 1 _ _1_
(1+1)i ke Kk.! > Ni N2
(2.2.5)
K itk ke 1

p(i+ti)(k+i) = "o
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M
+ -
N. HQJ
M (2.2.5)
(k+1)k X . .1

k+1)k N

(k+1) " NN
Poniewaz zgodnie z schematem statycznym ramy (rys. 1la) z
wezda "k™ na wezet "iI” moment przekazuje sie rowniez po-

przez prosty pret k - if przekazy dodajemy do siebie i w ite-
racji rozprowadzamy momenty réwnowazace #acznie. Po zréwnowa-
zeniu oddziatywan dodatkowych wiezdéw i podpdér uniemozliwiaja-
cych przesuw pieter, obliczamy wielkosci sit wewnetrznych w od
dzielnej tablicy.

3. Tok rozwigzywania - przyk#ad liczbowy

Zaproponowany powyzej sposOb obliczen zilustrujmy przykta-
dem liczbowym dla ramy podanej na rys. b5&.
Pozbawiajgc wez+y 5 1 6 swobody obrotu oraz pietro |1 SWOo-
body przesuwu otrzymamy ukdtad podstawowy (rys. 5b) z#ojony . .
prostych pretéow 5-2, 6-3, 5-6 1 pretéow zatamanych 5-~, 5-6

Trzy zatozeniu EJ=»1 w tabl, | obliczamy wartosci sztywno-
Sci obrotowych 1 suwnych pretéw prostych i zatamanych. Na pod-
stawie (2.1.6) (2.1.15) (2.2.5) obliczamy wartosoi wspok-
czynnikow przekazu i wpisujemy w odpowiedni wiersz i kolumne
tabl. Il i tabl. 111, jak w [4].

Np,j wspoétczynnik przekazu momentu réwnowazacego M,.. w we-
zle 5 na wezet 6 obliczamy

P5I =3.3,58 S * [ - - 0,115

p- a-»-¢--.nx2 + 0,18k
o6 3.58 » 5

P56 - + 0,071

Wartos¢ 0,071 « Pj-c jest sumg przekazu momentu fhAl na wezet
6 poprzez zatamany pret £ - 6 i prosty pret

Momenty wyjsciowe obliczamy w oparciu o tablice momentéwwyj
Sciowych dla pretéw prostych oraz w oparciu o tablice Kleinlo-
gela dla pretéw zatamanych. Iteracje przeprowadzamy w tabl. 11
w spos6b identyczny jak w przykdadzie podanym w [4].



50

Ewa Kajrunajtys

RYS. 5
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Sztuwnosci i przekazy K
Ryt  ku, Ik
A - A4 - 0 0o 0
6-5 0,700
t h Pii-jies-[-W*73}~-°" U6 6-5 1333
1 ! 6-3 0,800 02400 0.04800
b1 3Se0f W - - o s 5-2 0.750 0.1875 0,04690
2<e-3 54 0,800
P%5- 'Pr-e ~Agg*[*? “ tA -W ™ 4-1 1,000 03750 0,09374
“6-exa-7 1 i
sar-6 et fzZ~»-PL - s hi”~»yYw?™ K< KS Ke 7'
180 358 283 0330
pl-.-Pi-r~imii-r3}-o0-0"
pA-PA-s-m-Yrhooo pi- Fmo- - tabl. 39
-0,025 <0071 -0029
pe,-0.i4e*HsS-1£§-0,090 P - g o ~ 0727 -0,000 0 -0,065
- , . -0,315 - -0,235
P, 0iB*<I5'0-407/  l--P As—-W “W3%~-"031 0315 -Qr27
Ms n Pt
458-ier _4'2! ;222 -6.00
-2,38 :333 -4,00
- *|
9%~ ® - oase Ps*,-SWo< s-rf*07s3 _(3)’%% 0,95 0,56
o «1051 «0.75 -030
A 1r~- M u J1$ r ~ [ Jrei7L -0,26 _707 .974
\2.116- o -3.06 *4.26 -225
B> Bgad "1 @ °° S IPt'-Pi~in5- =0804 «0,36 _ -036
-294  *021 -007
53 -007 -1:09 <274
-086 >178 -064
. L, *0,16 -0.15
Momenty i sity wjéciowe .077 <005 -002
-002 -059 <08i
-0.23 054 -0J9
r— N a-*r5"NAT - k096 m «0.05 - -0,05
- <020 <001 -0,01
Mh - -KAY¥-Y**s&§r™7Tm -0.of -0.18 *0.25
-0.08 <017 -006
M ét--1.17'0S=-G 59 2n7 <002 -0,0!
*007 - —
_ -005 *007
Mh - ¥\NJE-¥r-*" 7 -0,02 <005 -00z
M ho-n b A ferh A (1104 Tm wz2]" —6,01 -6,01 *07.02
0,03 -
<BAm Mmoo o- iom fFiowor _ «0.0f —
<1452 +*6,81 43.63
M .--*3-600 ; K *
Won ooy \er 407 *240 H13R

o e~P3_~,333 T

MSe - ss - Ht -2 .2 ~ 400
tabl.JIL
4 5 8 7 8 13

4-1 4-5 5-4 5-7 5-6 5-2 6-3 6-5 6-8 7-8 7-5 6-7 8-6 1-4 3-6
-0,063 #0063 0,198 0,196 *0372. *0209 - *0,186 -0,115 -0.009 <0009 *0,07! -0.07! -QOH -

- - —  -0,146 +0.236 *0283 *Q471 <0247 -009 <0090 0011 001l _ <146
-0504 «0504 0253 - -  -0668 -0727 — _ _ - - -0820-072
*117 -117 <59 -3,33 *$,33 -104 *104 *1.53 -153

i -262 *262 *495 *4,05 -3.40
-092 +092 +233 +285 541 <304 «270 -167 -013 <013 *1.04 -104 -045

_ - - -099 -1l «193 322 «166 -061 <061 <007 -07/ _ <094
686 686 345 - = — 774 991 - = - - - — 1116 -99/
661 661 <574 -473 *369 -470 -798 924 -126 -440 *440 869 *w -1501 -8,971

51
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Obliczenie wielkosci momentéw w przywezdowych przekrojach
pretéw przeprowadzamy w tabl. 11l rozdzielajac i przekazujac
wartosci zréwnowazonych momentéw i sit. WspoétczynniKi rozazia-
4+u momentédw na przekroje przywezdowe okreslamy jak w [1] P].
Wspoédczynniki przekazu monentow na przekroje przy wezdach wy-
+aczonych z iteracji obliczamy zgodnie z (2.2,5).

Sumy kolumn tabl. 111 dadza poszukiwane wartosci momentow w
przywezdowych przekrojach pretéw prostych.
Poréwnujac zaproponowany powyzej sposOb obliczen statycz-

nych ram ptaskich przesuwnych z klasycznym ujeciem metody Cros
sa zauwazymy, 1z proces roéwnowazenia momentéw i1 sit ulega tak
powaznemu uproszczeniu i skréceniu, ze mimo wzrostu pracoch#on
nosci obliczen sztywnosci i przekazéw czyni przedstawiony spo-
s6b bardziej operatywnym w zastosowaniu niz sposob klasyczny.

Opracowanie tablic z zestawionymi wartosciami sztywnosci pre-
tow zatamanych najczesciej spotykanych w praktyce uproscitoby

jeszcze bardziej obliczenia statyczne ram weddtug powyzszego
sposobu.
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0 ynPO'UEHHH MBTQUA yPABHOBEiIIHBAHWil MOMEHTOB EJTEM PWKRHM MHCIIA y3JI0B
Co,aep*aHHe

OraTBH npescTaBJiaer co6oS nonHTKy ynpoiaeraiH CTSTHHecKux pac”dTOB iuiockhx
paM ¢ nepeABHAHHMH y3Jiawi mbtodom ypaBHOBemHBaHHfi y3JiOBNX chji h momchtob.
UpejuiaraeTCH npHHHMaTB ocHOBHyB CHCTeMy cocTasjieHHyB H3mCTepxHed, och KOTopux
npHMHB ZIM JOMRHH B nJIOCKOCTH AeUCTBHH chji; KpaeBHO ceneHHH CTepiHel He MOryT
nepefIBHraTCH hjih noBapanHEaTCH.

Jjih cmepxeit oct kotophx HBJINeTCfl iuiockou JioMaHol jmraefi (ajik nocjrefiOBaTejn.
hocth npHMHX CTepxed) BHaHCJreHO Koa}«j)HUHeHTH jtecTKOCTH, Kos"HidieHTH nepena-
3a H HCXOflIHHe MOMeHTK, HCnO”B3yfl H3BeCTHHe XapaKTepHCTHKH npHMHX CTepHHeA.
Htepamra HeypaBHOBemeHHux y3JioBHX bcjihhhh (momchtob h chji) npoBeneHO onHOBTan
HHM CIIOCOOOM.

UBER DIE VEREINFACHUNG DES MOMENTENAU3GLEICHSVEKFAHRENS
DURCH REDUKTION DER KNOTEN-ZAHL

Zusammenfassung

Der Aufsatz bildet eine Probe der Vereinfachung der stati-
schen Berechnung der verschieblichen ebenen Rahmentragwerken
mit Hilfe des Momenten - und Knotenkraftenaussgleichsveifahrens
Inhalt der vorgeschlagener Vereinfachung der Berechnung ist
die Annahme des Grund-Systems zusammengesetzt aus geraden Sta-
ben und aus im Plane durchbrochenen Stédben, welcher Enddurch-
schnitte keine Drehwinkeln und Verschiebungen nicht empfinden
kdnnen. Zu den im Plane durchbrochenen Stadben (Zug der gerader
Staben) wurden die Steifigkeitszahlen, Uberleitungszahlen so-

wie die Volleinspannmoraenten berechnet, gestitzt auf die be-
kannte Charakteristik der geraden St&ben. Die Iteration der
ungleichwertiggestellten Knoten-Grdssen (Momente und Krafte)

wurde einetappige Methode durchgefiuhrt.



