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WOJCIECH SITKO

O PEWNYM SPOSOBIE PRZYSPIESZANIA ZBIEZNOSCI
CIAGOW 1TERACYJNYCH

Streszczenie, W pracy omowiono prosty sposOb przyspie-
szenia zbieznosci iteracji, wykorzystujacy wkasnosci sze-
regéw geometrycznych. Korzysci zaproponowanego sposobu zo
brazowano przyktadem liczbowym.

Wstep

Sposrod stosowanych sposobdéw rozwigzywania ukdadow réwnan
liniowych warto wymieni¢ metody iteracyjne, pozwalajace uzy-
ska¢ rozwigzanie w postaci granicy ciagu pewnych wektoréw, bu-
dowanych przy pomocy postepowania zwanego iteracjag [11(np, me-
toda iteracji prostej, metoda SEIDELA, metoda relaksacji itp,)

We wszystkich przytoczonych metodach bardzo waznym zagadnie
niem jest uzyskanie szybkiej zbieznosci procesu iteracyjnego,
iteracja "wolnozbiezna" wymaga duzego nakdtadu pracy, ktéry sta
wia pod znakiem zapytania celowos¢ jej stosowania.

Zagadnieniami Ilteracji zajmowat sie m.in. L.A. KJISTERNIK[5Jj
ktéry podat metode przyspieszania zbieznosci przy rozwigzywa-
niu uktadu réwnan liniowych (X - AX + B), wykorzystujgca war-
tosci whasne macierzy A,

W niniejszej pracy podany jest sposOb przyspieszania zbiez-
nosci ciggow iteracyjnych, wykorzystujgcy wlasnosci szeregow
geometrycznych, przy rozwigzywaniu ukdadéw rownan liniowych
(&X m B), dla ktérych macierz wspétczynnikéw A jest S y-
metryczna i dodatnio okreslona
(tzw, uktady liniowe normalne [2]D,

Za podstawe opracowania przyjeto sposéb iteracji podany w [6],
a stanowigcy pewng odmiane metody relaksacyjnej.
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1. Charakterystyka stosowanego sposobu iteracji

Zatézmyt ze dany jest normalny uk#ad liniowy*"
n
(*1) n ® b~ (m 1,2, n)
j™
Przyjmujac jako pierwsze przyblizenie rozwiazania
xS°\ ...., x ") uktad réwgaQ 1.1 przewaznie nie bedzie

spedniony: po podstawieniu X otrzymamy pewne ""réznice

I"S [2]. [4Di

R1C@= - Bitgn = XK ¥z 3 §5%5©
=2

R2(0)« - b2+a22 * x2(o)¢ \ jaZin(o>

d-1
W
n-1
R -b+a _ ,X O
n n nn n 8njXxyJ
j“1
Dla » O:
1.2 Ri(°)= " bi (a* 1»2_..... , N)
Jezeli zwiekszymy Jj e<«<dn g z niewiadomych np. n o Ox~t
(pozostate réwne zeru) to roznica zwiekszy sie o
0.3) Rk =a kk* 6\

Przy powyzszych zatozeniach "metoda relaksacji jest zbiez
na bez wzgledu na to, jak Zle zostat obrany punkt wyjsSciowy™
(tw. TEMPLE’A, SEIDELA patrz [3] str. 572, [i] str. 116),
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kdadact ,» b otrzymamy kolejng réznice (druga)

0-4) r~ 1) » o0

Przyrost ~ obliczymy z (1.3)

R (0) b
(1.5) a k . h-
®kk akk
Pozostate réznice zwiekszg sie o:
\
(1.6) A ® aik * ~"xk M "*~Nik*bk (W1 eees
- ik
gdzie
Oﬁk I
@
@.7m R bi +/ik bk itd*

Dla uproszczenia obliczen korzystniej jest przystosowa¢ ukdad
do iteracji, zgodnie z (1.6), dzielac kazdag z kolumn macierzy
wspotczynnikoéw [a<jt* przez element g#déwny danej kolumny a-jJj*

r

G 2) -

N LajjJ

-
—r =

Wspomniany proces iteracyjny notujemy w tablicy, ktorej nagto-
wek stanowi macierz *

1.0 e S i Sn
e 1, «21 *23 «2n
«11 12 1.0 aij Sn u
*
Si2 Sli 1.0 Sn
S»l @n? «ni *ni 1,0
,1bl -b2 "bi S i -bn
+b1l Si bl *il bl S nil *m bl

L ! v slb1 " itd. itd.
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Obliczone wartosci AR™ wpisujemy do odpowiednich kolumn, a
nastepnie obliczamy wartosci bedgace "zrownowazeniem' réznicy
R~ ~ dla kolejnego x», ktére podkreslamy. Proces iteracyjny
prowadzimy az do momentu uzyskania (z zadang doktadnosciag)
R_~n”~ m 0, Suma wyrazéw podkreslonych w kazdej kolumnie, dzie-

lona przez wystepujacy w niej element gtébwny a., Jest poszu-
kiwang przyblizong wartoscig x~.

2, Proponowany sposéb przyspieszania zbieznosci

Proces iteracyjny jest zazwyczaj szybkozbiezny, jezeli wspot
czynniki macierzy IN\I1 lezace poza przekatng gtdéwng sa co de

modudu wyraznie mniejsze od C C (tj, od jednosci), jezeli
moduty | ~ 1t (lub bliskie jednosci), iteracja mozestac
sie wolnozbiezna, - .

Zak6zmy, ze jeden ze wspotczynnikoéw, np, 1> 1, Dla

uwypuklenia prawiddowosci w budowie ciagdéw iteracyjnych, prze-
prowadzmy kilka kolejnych krokéw iteracji, tylko dla kolumn i
oraz j,

+aij Laji - i +aji *~ij *aji e m

o «lj *Oiji * ~aji *  */ji em

+aij ,aji ,aij e«Ji *i + e ~Nij ' CCji eokyd@i ,mi.

TABLICA |
. I
aj~=1,0 : aij
- . I 1 0
aji | ml
[ ..
- i I -bO
+hi L aji *bi
. J * bi
° |
i !
|
- W em ' | (-«ji *m}
|
|
|
|
|
i
|

My ty ZziycC jim
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"p'" - ty wyraz ciagu iteracyjnego przyjmie postac:

(2,1) /\i:/\/\ij*/\':li/\ /\j: ""/\iji/V\ij*/\j i/\ *mi

Sumujgc podkreslone wyrazy w kolumnach i,j (od ®"m™ w
nie 1 oraz - w kolumnie Jj) otrzymamy:

(2.2) St o0+ V(0™« aji™ mi»
p«o

2 iaid* aji)P,adi*ra
p=0

Relacja 2,2 przedstawia sume szeregu geometrycznego,
wartos¢ bezwzgledna wykdadnika (g - , ™M

2.3) “1<\} * ~ji < + 1*

kolum-

jezeli

szeregjest zbiezny, a wartos¢ jego sumy dazy dookreslonej gra

nicy:
1 1
2.4 S .,"m o~, : , 3. -m. O, 4 & m
1 1 fij*fji [ 3 AL - aji
P 00 p 00
Oznaczajac:
<2,5) " -V V
otrzymamy:
(2.6) St= s A,
W tablicy |1 wyraz, od ktérego rozpoczat sie procesprzyspie-
szenia zbieznosci ujeto w nawias. Po obliczeniu wartosci S.
oraz S., wpisujemy je do odpowiednich kolumn iteracyjnycn
(podkreslajac), a nastepnie okreslamy pozostate wartosci R

wg*  (1.7).
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Proponowany spos6b przyspieszania zbieznosci mozna stosowac
Jjuz od pierwszego kroku iteracji, przy czym operacji tej mozna
dokonywa¢ wielokrotnie, w dowolnych kolumnach (przyk#nd), naj-
korzystniej jednak w tych, w ktérych wystepuja wspotczynniki

nCi’J' co demodul-u bliskie lub wieksze od jednosci,

Kolejnos¢ w jakiej prowadzimy relaksacje w poszczegblnych
réwnaniach ustalany biezgco Kierujac sie zaréwno wielkoscig
modudéw 1c£ : jak i wielkoscig K w danym -réwnaniu.

Uzysku1emy jak pokazuja przyk+ady praktyczne czesto znacz-
ne (nawet dwukrotne) przyspieszenie zbieznosci.

Scislejsze sprecyzowanie postepowania (kolejno$é rozpatry-
wanych kolumn) oraz zakres stosowalnosci, sa to zagadnienia do
dalszych badan teoretycznych.

3. Przyk#ad liczbowy
Dla zilustrowania sposobu oraz poréwnania podano przykdad

(3.1) rozwigzania ukdadu rownan liniowych (normalnego) metoda
iteracji (wg pkt. 1), w dwéch wersjach:

1) iteracja bez przyspieszania zbieznosci (tabl. II)
2) iteracja z kilkakrotnym przyspieszeniem zbieznosci (tabl.
1.
6
i =1, 2, 6
(3.1) X aij xj m ( )
J-i

819,1927 -285,6389 -47,6230 85572 -26,3269 17,2402 V -3524,0

1430,7900 -13,5140 5,6783 - 1,3667 -86,8140 Xp 3316,0

2106,6447 10,6496 232,6078 1,6391 X3 92p
- - - 25,0216 5,3232 1,5131 X4 -200,0
- - - 38,6803 0)3545 X5 - 12,0
. i 21,8169 ypq 957,0
Nagtoéwek tablic iteracyjnych Il i 11l stanowi przeksztatco-

na wg 1.8 macierz wspotczynnikéw [a”].



0 pewnym sposobie przyspieszania zbieznosci ciagow, ., 61

Obliczenia przeprowadzono na maszynie “Hheinmethall?«

Zestawienie wynikow:

x1

6»

= - 3,8455; X2 - 5,9356; x3 . 0,4590 ; *4 - 11*9561
x5 - - 5,3435; xg * 71,5253
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0 HEKOTOPOM CTIOCOBE YCKOPEPMH CXOfIHMOCTH HTEPAUKOIffINX 110CJIEHOBATEJLHOCTEt
CoiepidHiIi

B CTfiTke npeflCTaB"ieHO npocToft cnoco6 ycKopeow cxoahmocth HTepaiyra, acnojn.-
3y»IUHit CBOftCTBH reOMBTpHMeCKHX pHfIOB.

THE SIMPLE METHOD OP SPEEDING THE CONVERGENCE
OP THE ITERATIVE SERIES

Summary

Using the properties of the geometrical series the simple
method of speeding the convergence of the iterative process
has been given.
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