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KUKA. UWAG O OBLICZANIU BELEK HA PODPORACH SPRĘŻYSTYCH SPO
SOBEM MACIERZOWYM

Stroszczenie, w niniejszej pracy przedstawiony 
jest macierzowy sposób obliczania belki na pod- 

• porach sprężystych poddanej działań!_ dowolnego
obciążenia, w pracy przeanalizowano pręt o licz 
nych pośrednich podwieszeniach spełniających ro 
lę podparć sprężystych. Prócz krótkiego wprowa 
dzenia w zagadnienie, wyprowadzenia podstawo
wych równań i wzorów podane eą tablice zestawia 
jące wyniki (do pięciu przęseł włącznie) dla 
przypadku pręta o EJwconst., stałym rozstawie 
podpór i dla obciążenia równomiernie rozłożone
go. Przytoczone są również wzory umożliwiające 
rozszerzenie wyników na dowolną dalszą ilość 
przęseł.

1 , UWAGI WSTĘPNE

Ha przestrzeni ostatnich kilkunastu lat zhznączył się wyraźny 
wzrost zainteresowania macierzowymi farmami obliczeń. Jedną 
z przyczyn, jest m.ln. łatwość ułożenia programów dla maszyn 
cyfrowych w zagadnieniach ujętych w taką fermę zapisu. Z auto 
rów, którzy współcześnie interesowali się zastosowaniem ma
cierzowych sposobów obliczeń w statyce wymienić należy przede 
wszystkim J.A. ARGYRISA (cykl jego prac do tej pory stanowi 
jedną z najobszerniejszych omówień problemu) oraz S. KELSEYA, 
K. MARGVERRE'A, K.K. PONOMARIOwA, S. FaUCA i in.
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w niniejszym artykule przedstawiony jest macierzowy sposób 
obliczania belki na podporach sprężystych poddanej działaniu 
dowolnego obciążenia*

W pracy przeanalizowano pręt o licznych pośrednich podwie
szeniach spełniających rolę podparć sprężystych* Erócz krót
kiego wprowadzenia w zagadnienie* wyprowadzenia podstawowych 
równań i wzorów podane są tablioe zestawiające wyniki (do
pięciu przęseł włącznie) dla przypadku pręta o EJ « const
stałym rozstawie podpór i dla obciążenia równomiernie rozłożo
nego* Przytoczone są również wzory umożliwiające rozszerzenie ’ 
wyników na dowolną dalszą ilość przęseł* Ilustrację omówio
nych zagadnień stanowi przykład liczbowy*

2* krótkie wh ?Okadzenie w zagadnienie

Całkując równanie różniczkowe zginania 2*1* dla odcinka prę
ta (rys. 1)

(ej , const na długości 1.) (2*1)
EJ 1
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i podstawiając dla x ■ 0*

EJw IV P . EJ Wn  - « | w1 . W t W a WYoł O

otrzymymy układ równań 2.3 *

w i/1 ̂ p ♦

EJ

M - p + P x  + H O o

  EJ (0o 21 o

E J w - L ^ p  + P ^ ^  + M —  + EJ f I + EJo 3j o 2!

gdzie p i?= J--J P(x) dx
1 n razy

W zapisie macierzowym relacja przyjmie postać:

1 ' • ‘1 ‘
p P
■ " M i ■

w n »

jest tzw0 macierzą przęsła (5 x 5). Jedność w 2,4. 
wad z ona jest celem ułatwienia dalszych obliczeń.

(2.2)

(2.3)

o

(2.4)

wpro-



6 Wojciech Sitko

Elementy macierzy przęsła są wielkościami o różnych mia» 
nachf dla ioh ujednolicenia FONOHARIOW [7] np. wyraża wiel
kości obliczeniowe przez tzw. umowne jednostki porównawcze 
(np* 1 - 2 m dla długości P - 100 T dla sił) MAROUERRE [5] 
sprowadza wszystkie wielkości' do jednej porównawczej przez od 
powiędnie przemnożenie przez 1 i EJ, otrzymując macierz 
przęsła (transmisji) składającą się z elementów niemianowanych. 
MAHGUKRE zastosował tę modyfikację przy obliczaniu drgań be
lek (zagadnienie jednorodne)

3. PODSTAWOWE RÓWNANIA I WZORY MACIERZOWEGO SPOSOBU OBLICZEŃ

Sprowadzając wszystkie wielkości układu równań 2,3 do jednej 
porównawczej oraz po wprowadzeniu wielkości 4 • ̂  otrzy
mamy i

PI3
BJ 1 0

s iEJ 4 1

fl
n

1
2! 42 4

W
1
3! 43 1

2t

0 0

ń LEJ

EJ

fl

1 L ^ p
•<

I*

1
l3

L(3)p

1
-l4

l ( 4 ) p

(3.1)

EJ

gdzie f/n\> - operacja n - krotnego całkowania funkcji ob 
ciążenia dla p ■ 1 •
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W relacji 3*1 trójkątną macierz ( 4 x4 ) nazywać będziemy 
m a c i e r z ą  t r a n s m i s j i  T, a kolumnę - ko*» 
l u m n ą  o b c i ą ż e n i a  -|qj« Dla uproszczenia dal 
szych zapisów kolumny zawierające wielkości P, M, i w w 
przekrojach n i o nazywać będziemy w e k t o r a m i

M n  1 M ,
(3.2)

Mn - 1 M„ ł M

Przy podparciu pośrednim relacja 3*2 ulegnie rozszerzeniu.

m

T r r r r n T f r i n . I — m
EJi v

Li~Jr....... ............ ....

i" t
i

Rys. 2

Porównując {w}^ i otrzymamy*

V  - *i'
(3.3)

;
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Mi" - Mi'

Rjfl — pi'-

gdzie P± ■ C. «it C - jest współczynnikiem charakteryzują
cym sprężystą podporę

Aby uczynić zadość warunkom 3.3 wystarczy p^anożyć pra
wą stronę 3.1« (mnożenie z lewej) przez macierz zwaną dalej 
m a c i e r z ą  p r z e j ś c i a  R

R

A

0

0

*i

o

<x4 (3.

(3.4)

gdzie.
oc.

EJ
EJ.
EJ.i+1

EJ - przyjęta sztywność porównawcza

Związek pomiędzy i {*}0 przyjmie postać
wyprowadzając)

(kolejno
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{*}i"-Ri Ti M 0 + si {’li

W i+1 ' *i+1 Ri Ti H >  + *1+1 Ri M i  + M l + 1  (3-5)

Dla belki n - przesłowej otrzymamy:
(3-6)

Ti* T2 Tn określoiny przyjmując odpowiednio układy współ
rzędnych x, w« dla każdego przęsła oddzielnie* (» przyto
czonych obliczeniach za początek układu współrzędnych obrano 
lewy skrajny punkt przęsła)*

Przedstawiona zależność (3.6) umożliwia nam po wykorzysta
niu warunków brzegowych (jeżeli n i o są przekrojami przy 
skrajnych podporach) określić {w}Q a następnie wyznaczyć 
w dowolnym przekroju {w}* Określając {*}0 niezależnie od 
stopnia statycznej niewyznacżalnoścl układu otrzymamy do roz 
wiązania dwóch równań liniowych o dwóch niewiadomych
(por* [2], [3]» [7] )• Przyczyną tego jest odpowiednio zazę
biający się układ równań dzięki czemu następuje kolejna eli
minacja niewiadomych.

Dla układu o 1 ■ consti p * const zestawiono tablice 
współczynników (jako funkcji oc) a ^  i b^ macierzy A i 
kolumny B, które otrzymujemy z wymnożenią (3*6) dla belek 
dwu, trój, cztero i pięcioprzęsłowej*

Analizując wartości poszczególnych i b^ można wyka
zać prawidłowość ich budowy (3.7) w przypadku zmiany ilości
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przęseł belki. Prawidłowość ta jest słuszna poczynając od 
przejścia z belki pięcio do sześcioprzęsłowej. Przyjmując za 
podstawę wartości j & ^  *■- 5 b ii (belka pięcioprzęsłowa)
współczynniki dla belki n - przęsłowej można zapisać (n >  5)

an ij

n b i1

5 a ij

5 b i1

]n - 5
-  1 1n ’ 5 

-2L . + -A4S..C M  T 17 W  J

(3.7)

Pomimo pewnego przybliżenia otrzymywane wartości n a ̂  i 
b Ą,, są wystarczająco dokładne dla praktycznego stosowa

nia.

4. UWAGI KOŃCOWE I WNIOSKI

1. Rozdzielenie macierzy przęsła na macierz transmisji i 
kolumnę obciążenia umożliwiło przedstawienie operacji oblicze 
ni owych w schematycznym i przejrzystym ujęciu. Pierwszy człon 
(3.6) ilustruje zagadnienie jednorodne pozostałe zależne są
od obciążenia przęsłowego.

Operacja obliczania sprowadza się do prostych w działa
niu dodawania i mnożenia macierzy.

i»1
3. Przy symetrii układu, macierz Tn |~| Ri jest sy-

i»n—1metryczna.
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4. W układach w których oc > 40 t 50 (podparcia sprężyste 
o bardzo małej podatności) należy prowadzić obliczenia na ma
szynie z możliwie dużą ilością miejsc znaczących,

5, Operując symbolem oc aż do momentu uzyskania końcowych 
wyników istnieje możliwość analizy granicznych przypadków 
współczynnika sprężystego podparcia ( oc —  »  podpory niepo 
datne oC-*-0 belka bez podparć pośrednich),

Przykład 1
Wyznaczyć oddziaływania, obliczyć wartości momentów gną

cych i sił tnących a następnie określić przemieszczenia i ką
ty obrotu w charakterystycznych punktach podanego schematu 
statycznego belki (rys, 3).
Dane: ^  ■ 1^ « 6,0 mj 1? - 1̂  - 3,0 mj p * 4,0 T/mb| E -
-2,1, 106 KG/cm2» J., - 7590 cm4» c - 2361,33 kG/cm* cc m

c 1?3 J?- - - ^ - - 4 , 0 ,  ^ - 2 , 0

Jako wielkości porównawcze przyjęto: 1 - lgl EJ - EJ1
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Macierze transmisji (3.1)

1  0  0 . 0  ~ 1 0  0  0  ‘

1 1 0  0 2  1 0  0

T 2 « T 3 » |  1  1  0 1 2  2  1 0

d l a Ł ,  » 1 i i i .
. 6  2  1 1 .

1 .
d l a g - J -  - 2  

■*■2

------
1

CMCM

1

Macierze przejścia (wg 3.4)

'0.5 0 0 oc-0,5' '  1 0 Ooc-0,5 ‘ 2 0 0 oC

0 0.5 0 0
V

0 1 0 0
V

0 2 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 _0 0 0 1 _0 0 0 1 _

Kolumny obciążenia (wg 3.1 ):

W 1 "

" 1 
2

" 1 " 
2

1
4

1
2 • Je£  • W 2 ■

1
4 • JEJ”» {’}3 "

1
12

1
3

1
12

1
48

1
6

1
. 48.

1
240

.b j LEJ
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Relacja podstawowa (wg 3.6)

{»}4 - T4 1*3 t3 R2 t2 r, t, {»}0 ♦ t4 r3 t3 R2 T2 r , T, {,), ♦

* T4 h  T3 S2 <-ąk  * T4 *3 W j  
otrzymany związek przedstawia zależność pomiędzy wielko
ściami w przekroju początkowym 0 i końcowym 4. Wartości 
współczynników zestawione są jako funkcja cc oraz (niżej) 
dla os m - 4

Podstawiając warunki brzegowet

na podporze Ot W ■ Of W ■ 0O *0
" " 4* - 0|, (£ « O

do relacji jw. otrzymamy

Pq . - 4,0817 T| Mo - 7,2504 Tm

P4 - + 0,9476 T| M4 - + 4,1091 Tm

(P4 i M4 są wielkościami w przekroju przypodparowym z lewej 
strony)®)

"■V ' 1 ■1 ■ '
Przeprowadzono również analizę przypadku dla oc-**«, otrzy
mując PQ ■ - 3,097 T| Bq ■ + 3,2736 Tm a więc wartości
jak dla belki czteroprzęsłowej o podporach niepodatnych.
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Wielkości w przekroju 1 (z lewej strony podpory 1)

{»},' * M o  + {«>1
P *  + 1,9183 Tf * 1 «  + 0,7603 Ta

EJf ■ + 6,0324« W1 * + 2,3570 cm

Siła w zawieszeniu sprężystym:

a stąd:
m 0« ■ 0,4633 T

P-, -  P1 -  S1 -  -  3,6473 T

podobnie obliczamy {w2}, i {ŵ }' 

Zestawienie wyników:

0 T 2 3 4

s, T i -4,0817 »5,5656 -7,4844 -5,9207 -0,9476

Pi ’ T - +1,9183 +2,3527 +6,8683 a»

. P±« T -4,0817 -3,6473 -5,1317 40,9476 +0,9476

M± Tm +7,2505 +0,7603 -4,1816 -1,5766 +4,1091

rad 0 +0,003784 +0,000763 -0,00442 0

w cm 0 +2,3570 +3,1696 +2,5074 0
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n P H M E H E m  KACAHUHECH PACTETA MATiOTHHM CnOCOBOM BAJK5K HA y n P JT H X  OnOPAX 

P  e  3  b  m e

C raTM  3aHHMaeMCÄ MaTpnj&M cnocodoM pacneTa danoK Ha yn p yrra onopax noa öefl- 
cTBKeM npon3öoJH.Hoä n arpy3KH. npoanajmsHpoBaHo CTepzeHB c m o rx m  npoM eiy- 
tohhhmh noÄßecKaMH, HcnojiHfflauDiMü post ynpyrzx onop. Kpoine Kparaoro BBeKemw b 
Bonpoc, BiiBosa ochobhhx ypaBHenaf h topM yji, cocTaBJieHo pesyjcbTaTH pacneta (so 
dhth npojreTOB bkjdohhtejq>ho ) ju x  cjiyn aa e j »  oonst oothskobux npooteTOB k p aB - 
HOMepHo pacnpeÄSJieHHOÄ H arpysiur. npraeaeHO $opMyaH nosBaKHDime oöoOtoitb pe- 
syjiBTaTu Ha npoH3Boan>Hoe m cjio  npoJtetoB.

ZUR BERECHNUNG DES BAIKEN AUF ELASTISCHEN STÜTZEN MIT HUFE
DER MATRIZDN

Z u s a m m e n f a s s u n g

Diese Arbeit betrachtet über der Berechnung des beliebig me
chanisch belasteten Balken auf elastischen Stützen mit Hilfe 
des Matrizen kalküls, Nach der Einleitung folgen die theore
tischen Grundlagen, Gleichungen und Gesetze, zunaaist die Ta
bellen, in den die Resultate für durch eine Streckenlast bela 
steten Träger auf 2, 3, 4, 5 und 6 Stützen, mit konstanter 
Biegefestigkeit EI und konstanter Feldlänge zusammenge- 
stellt sind. Die Resultate kann man zur Lösungen beliebigen 
Durchlaufträger auf elastischen Stützen benutzen.


