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WOJCIECH SITKO

KUKA. UWAG O OBLICZANIU BELEK HA PODPORACH SPREZYSTYCH  SPO-
SOBEM MACIERZOWYM

Stroszczenie, w niniejszej pracy przedstawiony
jest macierzowy sposob obliczania belki na pod-

- porach sprezystych poddanej dziatan! dowolnego
obcigzenia, w pracy przeanalizowano pret o licz
nych posrednich podwieszeniach spedniajacych ro
le podpar¢ sprezystych. Proécz krétkiego wprowa
dzenia w zagadnienie, wyprowadzenia podstawo-
wych réwnan i wzordw podane eg tablice zestawia
jJace wyniki (do pieciu przeset wkgcznie) dla
przypadku preta o EJwconst., statym rozstawie
podpor i dla obcigzenia réwnomiernie roztozone-
go. Przytoczone sg réwniez wzory umozliwiajace
rozszerzenie wynikéw na dowolng dalszg iloscé
przeset.

1,UWAGI WSTEPNE

Ha przestrzeni ostatnich kilkunastu lat zhznaczyt sie wyrazny
wzrost zainteresowania macierzowymi farmami obliczen. Jedng
z przyczyn, jest m.In. datwos¢ utozenia programéw dla maszyn
cyfrowych w zagadnieniach ujetych w takg ferme zapisu. Z auto
row, ktorzy wspotczesnie interesowali sie zastosowaniem ma-
cierzowych sposobéw obliczenh w statyce wymieni¢ nalezy przede
wszystkim J.A. ARGYRISA (cykl jego prac do tej pory stanowi
jedng z najobszerniejszych oméwien problemu) oraz S. KELSEYA,
K. MARGVERRE"A, K.K. PONOMARIOWA, S. FaUCA i in.
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w niniejszym artykule przedstawiony jest macierzowy sposob
obliczania belki na podporach sprezystych poddanej dziakaniu
dowolnego obcigzenia*

W pracy przeanalizowano pret o licznych posrednich podwie-
szeniach spedniajgcych role podpar¢ sprezystych* Erdocz krot-
kiego wprowadzenia w zagadnienie* wyprowadzenia podstawowych
rownan i wzorow podane sg tablioe zestawiajace wyniki (do
pieciu przeset wkacznie) dla przypadku preta o EJ « const
statym rozstawie podpor i dla obcigzenia réwnomiernie roztozo
nego* Przytoczone sg rowniez wzory umozliwiajgce rozszerzenie
wynikoéw na dowolng dalszg ilos¢ przesed* llustracje  oméwio-

nych zagadnien stanowi przykdad liczbowy*

2* krotkie Wh Akadzenie w zagadnienie

Catkujac réwnanie rozniczkowe zginania 2*1* dla odcinka pre-
ta (rys. 1)

(i , const na diugosci 1.) 1)
EJ 1
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i podstawiajagc dla x m O0*
e ™Vop . EIWn -« owi. Y waw, €2)

otrzymymy uk#ad réwnan 2.3*

w i/1"p ¢
M - p + Pd( + Ho
2.3)
EJ (©
EJ o2l o} (
EJw-L~ + PAN + M — +EJ FI +EJ
W P 03j o 2! o
gdzie p i7= J--J PX) dx
1 n razy
W zapisie macierzowym relacja przyjmie postac:
l L2 ‘1‘
P
"M ] .9
W n »

jest tzw0O macierzg przesta (G x 5). Jednosé¢ w  2,4. wpro-

wadzona jest celem utatwienia dalszych obliczen.
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Elementy macierzy przesta sg wielkosciami o réznych mia»
nachf dla ioh ujednolicenia FONOHARIOW [7] np. wyraza wiel-
kosci obliczeniowe przez tzw. umowne jednostki pordéwnawcze
(np* 1 - 2m dla dhugosci P - 100 T dla sit+) MAROUERRE [5]
sprowadza wszystkie wielkosci® do jednej pordéwnawczej przez od
powiednie przemnozenie przez 1 i EJ, otrzymujac macierz
przesta (transmisji) skltadajaca sie z elementéw niemianowanych.
MAHGUKRE zastosowat te modyfikacje przy obliczaniu drgan be-

lek (zagadnienie jednorodne)

3. PODSTAWOWE ROWNANIA I WZORY MACIERZOWEGO SPOSOBU OBLICZEN

Sprowadzajac wszystkie wielkosci ukdadu réwnan 2,3 do jednej

poréwnawczej oraz po wprowadzeniu wielkosci 4 - ~ otrzy-
mamy i
P13 nL
BJ 1 0 EJ
5 4 1 0 0 L Lap
EJ EJ 1>
o«
n L . EJ
42 4 £l L(3Dp
T 2! 13
1 1 1
1(4
W 3 43 ot 14 (4)p

G-1)

gdzie f/n\> - operacja n - krotnego caltkowania funkcji ob

cigzenia dla pm 1l-
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W relacji 3*1 trdjkatng macierz (4x4) nazywac¢ bedziemy

macilierza transmisji T, a kolumne - ko*»
lumnag obcigzenia -laj« Dla uproszczenia dal
szych zapisow kolumny zawierajace wielkosci P, M, iww
przekrojach n i o nazywa¢ bedziemy wektorami

Mn 1 M,
G-2)

Mn-1M,+ M

Przy podparciu posrednim relacja 3*2 ulegnie rozszerzeniu.

m
TrrrrnTfr j —
iy =M
i
SR
Rys. 2
Porownujac {w}™ i otrzymamy*
vV - "

G-3)
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gdzie P+t m C. «it C - jest wspodczynnikiem charakteryzuja-
cym sprezystg podpore

Aby uczyni¢ zados¢ warunkom 3.3 wystarczy p~anozyC pra-
wg strone 3.1« (mnozenie z lewej) przez macierz zwang dalej

macierza przejscia R

A 4 @
0] *s
i
R G-
0 o]
gdzie. £
aC.
EJ B
EJ - przyjeta sztywnos¢ pordéwnawcza
Zwigzek pomiedzy i {*}0 przyjmie postac (kolejno

wyprowadzajac)
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HU-RITi M 0+ si {li

W i+l " *it1 Ri TiH> +*1+1 Ri Mi + MI+1 @B-5)

Dla belki n - przestowej otrzymamy:

G-6)

Ti* T2 Tn okresloiny przyjmujac odpowiednio ukdady wspot-
rzednych x, w« dla kazdego przesta oddzielnie* (& przyto-
czonych obliczeniach za poczatek uktadu wspétrzednych obrano
lewy skrajny punkt przesta)*

Przedstawiona zaleznos¢ (3.6) umozliwia nam po wykorzysta-
niu warunkow brzegowych (jezeli n 1 0 sg przekrojami przy
skrajnych podporach) okresli¢ {w}Q a nastepnie wyznaczy¢
w dowolnym przekroju {w}* Okreslajac {*}0 niezaleznie od
stopnia statycznej niewyznaczalnoscl ukdadu otrzymamy do roz
wigzania dwoch rownan liniowych o dwdch niewiadomych
(por* [2], I[3]» [7])= Przyczyng tego jest odpowiednio zaze-
biajacy sie uktad réwnan dzieki czemu nastepuje kolejna eli-
minacja niewiadomych.

Dla ukftadu o 1 m consti p * const zestawiono tablice
wspotczynnikéw  (Jako funkcji o©) a”™ 1 b~ macierzy A i
kolumny B, ktore otrzymujemy z wymnozenig (3*6) dla belek
dwu, tréj, cztero i piecioprzestowej*

Analizujac wartosci poszczegolnych i b~ mozna wyka-

zaC prawiddowosc¢ ich budowy (3.7) w przypadku zmiany ilosci
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przeset belki. Prawidtowos¢ ta jest stuszna poczynajac od
przejscia z belki piecio do szescioprzestowej. Przyjmujac za
podstawe wartosci j & ~ w5 b 1i (belka piecioprzestowa)
wspotczynniki dla belki n - przestowej mozna zapisa¢ (n > 5)

5
n2ij 5a ij G-7
- 1 1n "~ 5
il il - -
nbi 5b i C?h” + I%Aﬁ"J
Pomimo pewnego przyblizenia otrzymywane wartosci n a » i

b A, sa wystarczajgco doktadne dla praktycznego stosowa-

nia.

4. UWAGI KONCOWE 1 WNIOSKI

1. Rozdzielenie macierzy przesta na macierz transmisji i
kolumne obciagzenia umozliwi4o przedstawienie operacji oblicze
niowych w schematycznym i przejrzystym ujeciu. Pierwszy czdon
(3.6) ilustruje zagadnienie jednorodne pozostate zalezne sg

od obcigzenia przestowego.

Operacja obliczania sprowadza sie do prostych w dziata-

niu dodawania I mnozenia macierzy.
i»l
3. Przy symetrii uktadu, macierz Tn |~] RIi jest sy-

i»n—1
metryczna.
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4. W uktadach w ktorych ac > 40 t 50 (podparcia sprezyste
0 bardzo matej podatnosci) nalezy prowadzi¢ obliczenia na ma-
szynie z mozliwie duzg iloscig miejsc znaczacych,

5, Operujac symbolem oc az do momentu uzyskania koncowych
wynikow istnieje mozliwos¢ analizy granicznych przypadkéw
wspédczynnika sprezystego podparcia (oc— » podpory  niepo
datne oC-*-0 belka bez podpar¢ posrednich),

Przyk#ad 1

Wyznaczy¢ oddziatywania, obliczy¢ wartosci momentéw gnhg-
cych i sit tngcych a nastepnie okresli¢ przemieszczenia i ka-
ty obrotu w charakterystycznych punktach podanego schematu

statycznego belki (rys, 3).

Dane: ~ m 1M« 6,0 mj 1?7 - 1~ - 3,0 mj p * 4,0 T/mb] E -
-2,1, 106 KG/cm2» J., - 7590 cmd» c - 2361,33 kG/cm* ccm
c 173 J?

—--AZ-a4,0, ~A-2,0

Jako wielkosci pordwnawcze przyjeto: 1 - Igl EJ - EJ1
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Macierze transmisji (3.1)

T2«T3» 1 1 1 0 1 2 2 1 0

dlat, »1 | i i - dlag-J- -2 2 2 i
.6 2 1 1. a2 - KN
Macierze przejscia (wg 3.4)
0.5 0 0 oc0,5 "1 0 0Ooc0,5 ‘2 0 0
0 05 O 0 0 1 0 O 0O 2 0 O
v \%
0O 0 1 0 0O O 1 0 O 0 1 O
0O 0 O 1 0 0 0 1 0 0 0 1
Kolumny obcigzenia (wg 3.1):
"1 B 1
2 2 4
1 1 1
Wit o2 e Jef W 2m 4 <JEI”» {"B" 12 bEJL
1 1 1
3 12 48

=
=
=
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Relacja podstawowa (wg 3.6)

P -T4PP83t3R2t2r,t, PO ¢t4r3t3R2T2r, T, {,), ¢

*T4h T3S2 <gk *T4*3 W j

otrzymany zwigzek przedstawia zaleznos¢ pomiedzy  wielko-
Sciami w przekroju poczgtkowym O i kohcowym 4. Wartosci

wspotczynnikéw zestawione sg jako funkcja ac oraz (nizej)
dla osm - 4

Podstawiajac warunki brzegowet

na podporze Ot WO m Of W’O m 0

. g -0, € «O

do relacji jw. otrzymamy

Pg . - 4,0817 T| Mo - 7,2504 Tm

P4 - + 0,9476 T|] M4 - + 4,1091 Tm

(P4 i M4 sa wielkosciami w przekroju przypodparowym z lewej

strony)®)

W'l mlm”
Przeprowadzono rowniez analize przypadku dla oc-**«, otrzy-
mujac PQm - 3,097 T| Bgq m + 3,2736 Tm a wiec wartosci

jJak dla belki czteroprzestowej o podporach niepodatnych.
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Wielkosci w przekroju 1 (z lewej strony podpory 1)

>, * Mo +{«l

P * + 1,9183 TF *1«+ 0,7603 Ta
EJF m + 6,0324« Wl*+ 2,3570cm
Sita w zawieszeniu sprezystym:

m O« m 00,4633 T

a stad:
R, - PL- S1- - 3,6473 T

podobnie obliczamy {w2}, i {W}"

Zestawienie wynikow:

0 T 2 3 4
si T -4,0817 »5,5656 -7,4844  -5,9207 -0,9476
P T - +1,9183 +2,3527  +6,8683 @

P T -4,0817 -3,6473 -5,1317 40,9476 +0,9476

Mt Tm +7,2505 +0,7603 -4,1816  -1,5766 +4,1091

rad 0 +0,003784 +0,000763 -0,00442 0

w cm 0 +2,3570 +3,1696  +2,5074 0
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NPHMEHEm KACAHUHECH PACTETA MATIOTHHM CnOCOBOM BAJK5K HA ynPJTHX OnOPAX
P e 3b me

CraTM 3aHHMaeMCA MaTpnj&M cnocodoM pacneTa danoK Ha ynpyrra onopax noa oefl-
cTBKeM npon3boJH.Hod narpy3XH. npoanajmsHpoBaHo CTepzeHB C morxm npoMeiy-
tohhhmh noARecKaMH, HenojiHfflauDiMii pOSE ynpyrzx onop. Kpoine Kparaoro BBeKemw b
Bonpoc, BiiBosa ochobhhx ypaBHenaf h topMyji, cocTaBlieHo pesyjcbTaTH pacneta (S0
dhth npojreTOB bkjdohhtejg>ho) jux cjiynaa ej » oonst oothskobux npooteTOB k paB-
HOMepHo pacnpeASJieHHOA Harpysiur. npraeaeHO $opMyaH nosBaKHDime o6oOtoitb pe-
syjiBTaTu Ha npoH38oan>Hoe m cjio npoJtetoB.

ZUR BERECHNUNG DES BAIKEN AUF ELASTISCHEN STUTZEN MIT HUFE
DER MATRIZDN

Zusammenfassung

Diese Arbeit betrachtet Uber der Berechnung des beliebig me-
chanisch belasteten Balken auf elastischen Stutzen mit Hilfe
des Matrizenkalkils, Nach der Einleitung folgen die theore-
tischen Grundlagen, Gleichungen und Gesetze, zunaaist die Ta-
bellen, in den die Resultate fur durch eine Streckenlast bela
steten Trager auf 2, 3, 4, 5 und 6 Stitzen, mit konstanter
Biegefestigkeit El und konstanter Feldlénge zusammenge-
stellt sind. Die Resultate kann man zur Lo6sungen beliebigen
Durchlauftrager auf elastischen Stitzen benutzen.



