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IBSZEK LITWINOWICZ

W SPRAWIE NUMERYCZNEGO ROZWIAZYWANIA ROWNAN
ROWNOWAGI GRANICZNEJ OSRODKA GRUNTOWEGO

Streszczenie. W pracy przedstawiono zastosowa-
nie w mechanice gruntéw, przy rozwigzywaniu réw
nan réwnowagi granicznej osrodka gruntowego, me-
tody numerycznego catkowania quasillnlowych row
nan rézniczkowych o pochodnych czastkowych typu
hiperbolicznego, opartej na aproksymacji nieli-
niowej. Rozwigzanie numeryczne tego zagadnienia
podano dla pewnej formy réwnan rownowagi  gra-
nicznej ptaskiego stanu odksztakcenia.

1. WST~P

Szczegblnie waznym zagadnieniem teoretycznej mechaniki grun-
téw jest problematyka rozwigzywania réwnan rownowagi granicz-
nej osrodkow gruntowych. Dla przypadku ptaskiego stanu od-
ksztatcenia sg to rownania sktadajagce sie z dwu réwnan roz-
niczkowych wyrazajacych warunek réwnowagi rozpatrywanego o-

Srodka

®
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oraz réwnania

@& -8&)2+4r* -
7 ———— k- ®
<+ Q b2k ctgp)

wyrazajgcego warunek rownowagi granicznej tego osrodka.
W rownaniach (i), (2) przyjeto oznaczenia»

k - wspotczynnik spdjnosci gruntu,

g - kat tarcia wewnetrznego,

y - ciezar objetosciowy gruntu.
Rozwigzanie ukdadu réwnan (1) i @) z uwzglednieniem odpowied
nich warunkéw brzegowych jest rozwigzaniem, metodg teorii artw

nowagi granicznej, odpowiedniego zagadnienia nosnosci granicz

nej podprzestrzeni gruntowej.

1*2. Rownania wyjsciowe

Rozwigzania ukdadu rownan (1) i @) wygodnie jest poszukiwac
w postaci ft], [33t

* 6% + sinf cos 20) - k ctge,
6 - <71 - sinecos 20) - k ctge, 3

T » 0"sino sin 20
Xy
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gdzie

o +a
5» 2'— k ctg,o ,

zas

0 - kat zawarty midzy kierunkiem gtéwnym'1''a osig y.

Zarowno 6 jak 1 0 sg funkcjami zmiennych X, Y.
Rozwigzujac rownania (@) i @) z uwzglednieniem @)

uwzglednieniem zaleznosci

wo£ .

mozemy otrzymaC [I] nastepujacg postac rozpatrywanego

107

oraz

ukdadu

cos (0 +u cos (0 +/a) “ + sin ™0 +(V) *p +
( D o ( D) o1 O ®§/|0

(Ox
*siax (e*M}99 yeos (0 -m) f(4)
0—¢u) = -COS (0-"N) < + Sin 0 -i)T” «
cos ( (,u)ox ( ) Ox in I)(Q/
4 00 ycos (© + ¢0
sin (8 -

Uk¥ad réwnan (@) dalej bedziemy nazywali ukdad T wyjSciowym.
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Rownania (@) charakteryzuja sie tym, ze wspodczynniki przy
pochodnych czastkowych poszukiwanych funkcji sa zalezne od X,
y>6 oraz 0. W literaturze tego typu réwnania nazywa sie rowna
niami guasiliniowymi.

W rozpatrywanym przypadku rownania (@) sa rownaniami typu
hiperbolicznego |§]. Rozwigzanie tych rownan dla danego zagad
nienia brzegowego uzyskuje sie metodg charakterystyk [3].
Stosujac te metode dla réwnan ukkadu wyjsciowego (@) otrzymu-
jemy nastepujgce rownania charakterystyk [ij

g - tg CO+(U),

tg2f) d(T+ 26°d0+ ydx+ ytg 2,udy O, ®)

tg2y dp - 20~d0 - ydx + ytg2@ dy = 0. &

Pierwsze z rownan G) 1 (G* zwane sa charakterystykami”™ zas
drugie - zaleznosciami rézniczkowymi zachodzacymi wzdduz tych
charakterystyk.

Dla odrdéznienia pierwszg rodzine charakterystyk bedziemy zna-
kowall przez ac, drugg - przez b.

" Charakterystyki jak wiadomo [j] sa liniami poslizgu w masy
wie gruntowym.



W sprawie numerycznego rozwigzywania réwnar«. . 109

1.3« Metoda pierwszego przyblizenia

Zastepujac w réwnaniach () i (&*) pochodne odpowiednimi ilo-
razami roznicowymi uzyskuje sie nastepujgce wzory rekurencyj-
ne stuzace do numerycznego rozwigzywania ukdadu wyjsSciowego

@) dla danych jak na rys. 1#

y2 - yi + ~tg (el +<u) - xgtg (99 -ib)
tgfol +<u) - tg(@2 - ¢i)

ywW =y2 + (XM " V g@z

291 t/i+yir, V X2} YWM-y2}pU]* P y X1

tg2{
©®

Vv tg2n ->tf xi) + (W'yi} tg2/a

N <

oM -01 + v
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Wzory rekurencyjne (6) wynikaja z aproksymacji linii cha-
rakterys+yk ich stycznymi na odcinkach odpowiadajacych odle-
gtosSciom miedzy veokami tworzacymi siatke.
Poniewaz na ogot linie charakterystyk sa liniami krzywymi, w
zwigzku z tym metoda ta zwana metoda pierwszego przyblizenia
Bﬂ, [3]. daje czesto wyniki obarczone btedami (réznice we
wspotrzednych punktéw 3 1 M, patrz rys. 1). Bledy te nie zaw-
sze sg do unikniecia nawet przy znacznym zageszczeniu siatki
charakterystyk.
¥ literaturze [1] , [2] znane sa metody poprawiania wynikéw ob
liczen uzyskanych na podstawie wzorow analogicznych do wzordéw
rekurencyjnych "6).

Ponizej w rozdziale 2 podane zostang dla uk#adu wyjsciowe-
go (@ inne wzory rekurencyjne, ktérych wyprowadzenie uzyska-
no w oparciu o podang w 1957 r. przez D.J. PANOWA [2J uogol-
niong metode numerycznego calkowania quasiliniowych réwnan
rézniczkowych o pochodnych czastkowych typu hiperbolicznego.
Zastosowanie tej metody do réwnan réwnowagi granicznej grun-
tu, zapisanych w formie ukkadu wyjsciowego (@), w niniejszej
pracy oparte zostato na aproksymacji charakterystyk wielonda

nem utworzonym przez trzy pierwsze czdony szeregu TAYLORA.

2. METODA APROKSYMACJI NIELINIOWEJ

Rozpatrzymy zagadnienie brzegowe typu CAUCHY*EGO co oznacza,
ze .warunki brzegowe w postaci funkcji 5 oraz O zadane sa ha
pewnej nlecharakterystycznej krzywej AB (rys. 2).

zwigzku ze specyfika zastosowanej metody, konstrukcje
siatki przedstawiamy w dwu etapach, z ktorych pierwszy polega
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na obliczeniu poczatkowych punktéw siatki linii charaktery-

styk, drugi zas na obliczeniu pozostatych punktow.

Rys. 2

2.1. Wzory do obliczania poczatkowych punktéw siatki

Zastosowanie przyjetej aproksymacji, narzuca nastepujgce pod-
stawowe wzory do obliczania wspédrzednych x oraz y dowol-
nego z poczatkowych punktdow siatki charakterystyk, np. punktu
M (patrz rys. 2):.
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G

We wzorach (7) wartosci dx 1* dx sa znane - Na podsta
wie G) i (& otrzymujemy
g)& - tg(®L +/J* » tgfeg-"u). ®

Wartosci drugich pochodnych w punktach 1 oraz 2 otrzymamy
rézniczkujac wzgledem x roéwnania (8). Wykorzystujac ponadto
uk#ad réwnan wyjsciowych (@) oraz warunki brzegowe (zapisane
w postaci ogdlnej) w wyniku odpowiednich obliczen otrzymujemy

63- <«
dx2 1 cos O™ (1-tg0l1 tgfi)2
©))
1 @)
d2y |P (- -srar
dx2 cos2 0?(1+tg0 tgfi)2
W rownaniach (9) przyjeto nastepujace oznaczenia:
*2~  [sin - ¢cos OADIJsin (OA) - ¢cos O

Asin OA) - ¢cos (O-/pI jrsin (O/N) + ¢cos (O/-d)

€Y



"V sprawie numerycznego rozwigzywania rownan». . 113

[sin(8+/3 - tcoa(eV )]J[-» jJu 2 ib4

(10%)
AB
+ dfl  tg2fl 003 dx 08
de AB 1 A& 1
dx tg2” cos (O-u) —+ — cosfe-"J

Przez £ w réwnaniach (9), (10)fi (10*) oznaczono wartosci
pierwszej pochodnej wzgledem x funkcji opisujgcej krzywag nie
charaktelfystycznq &rzywa AB na rys. 2)\, przez EIOIIA®

de [

dx
orag 6 zadanych na tej krzywej

Wyznaczniki (0) i (0" nalezy cblicza¢ dla kazdego z przyje
tych punktéw podziatowych na krzywej AB. Dla rozpatrywanego
punktu M (rys. 2) wartos¢ D i j obliczamy w punktach 1

El
oznaczono wartosci odpowiednio pochodnych funkcji ¢TI

oraz 2.

Indeksy przy oznaczeniach odpowiadajga numerom rozpatry-
wanych punktéw na krzywej AB (rys. 2).
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wykorzystujac przy rozwigzywaniu ukdadu () przyblizong me
tode NEWTOHA. otrzymujeny ostatecznie dla pierwszego przybli

zenig wartosci wyrazenie

Y a y|2"'y7i+2(1tg l@jl:l-r/:l.i. >|(2 tg —A —— 7
tg(e™/)) - tgiSg-"u)

Drugie przyblizenie ma postac

(11)
gdzie
X* - X X )2
4 - W 2 L 21 WM 1{/
dac
oc j2

2re 1 (sTeje )L o A
Ldx2 ; iii Dl XM X2/ tg70 1+~ " t6 02 5

Z poréwnania zaleznosci (11) z wzorami (6) wynika, ze wy-
razenie na ¢* jest pierwszym przyblizeniem czdonu uwzglednia
jJacego nieliniowos¢ linii charakterystyk w wartosci wspodrzed
nej x*. Okreslenie wielkosci jego wpdywu jest mozliwe do wy
konania, jedynie w nawigzaniu do konkretnych warunkéw brze-
gowych.

Wz6r na druga wspodrzedng punktu M otrzymujemy bez trudno-
sci z rownan (1),

Konstrukcja poczagtkowych punktéw siatki charakterystyk wy-

maga rowniez obliczenia w kazdym z tych punktéw wartosci furik

cji 6 oraz O .
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Poniewaz funkcje te wzdtuz charakterystyk occ i @ mozna trakto-
wac¢ jako funkcje zmiennej Xx w zwigzku z tym, przy przyjetej
aproksymacji szeregiem TAYLORA, dla punktu M (patrz rys. 2)

stuszne sg nastepujace zaleznosci i

~ &E~lac/ \ d?
M* 1+ dx [ * -2 1

d20 C&> =x32

9M - 91 + tolL"™ 2

T dx2 1

Obliczenie wystepujacych w wypisanych zaleznoSciach, pochod-
nych funkcji £ i1 0, polega na wykorzystaniu odpowiednich
zwiazkéw rozniczkowych zachodzacych wzdduz rozpatrywanej ro-
dziny charakterystyk. Stad tez wynika koniecznos¢ rozwig
zania ukdadu rownan powstajacego ze zroéozniczkowania (wzgledem
zmiennych niezaleznych x i y) ukdadu wyjsciowego @) i u-
wzglednienia zaleznosci wynikajacych z warunkéw brzegowych.
Wykonujac wszystkie te czynnosci uzyskano ostatecznie po-

szukiwane wzory numeryczne w nastepujacej postaci*

. AB  /  ydce B
T & Sl B a2 D L 1 drl

_ F 2A1 +
ey 1% 213\ *2 ¢ig
X1*wdx h dx ﬂ_j

)2

* ASvdx a2
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40 AB
9
i-{- dx dx D
+ A(. = o -
4 (djH°C+£D} 2D
: - @ dii«
Wystepujace we wzorach (12) wartosci “¥J’ oraz a2 h sa
X
znane na podstawie zaleznosci (B) i1 (9).
AB 5 AB
Wartosci d de A® oraz d olAB L do jak roéw-
X 1 dx 1 dx211 d2d2
niez £ oraz wynikaja z warunkéw brzegowych. Oznaczaja
1

one odpowiednio, pochodne funkcji CT i O zadanych na krzywej
niecharakterystycznej AB oraz pochodne funkcji opisujacej
te krzywa.

Wszystkie te wartosci, jak rowniez pozostate wartosci wy-
stepujace we wzorach (12), dotycza punktu 1 i nalezy je przyj
mowad jak dla tego punktu.
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Wartosci pozostakych, uzytych symboli we wzorach (12) ozna-
czaja

jsin@ ) - 2 ~cos (673sin (0. j +uU)-2~ cos (S1+i0]

26fi Jjsin™-fi) - 2 |-sin(91Tu)+2J100s(ei-i0j

q"
cos¢™+Fi} cosfetiuj
20§ cos(©—if't) -cos(0 «
3%
- cosCO™N/U) —-cosN+"u)

- cos (01-¢1) cos (01-¢1)
sinO™N+NJ

sin™+™u)

sinfo™) -sinfo. ,-"
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r e f f
zas Al» A Aj oraz A" sg to wyznaczniki, ktére otrzy
mujemy z wyznacznika D przez zastgpienie w nim kolumny od-

powiadajacej numerowi indeksu danego wyznacznika, nastepujaca
kulumng

- cosfo™ +\)

t 2 7?21 +°2 + T2] 4Sia +(D/ }

-t ju cosCA+A+UA sini®+u)J - cos (el -p)
26*cob2/m

rtg2pCsi+G:V ) A rR-ttPu

i *oa\ ST 1-**Te - a2)2],

@4)
cos (O1-W+HAN(GBN sinCS™MjJ - cos
26" D cos2G
pS tg 2p TFTAAN j pR tg 2/i A4l
- - - (-jtJ I+ sinte, " [-1-—- + 02 -£],
25j J L 2S,
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-y
2
20, D cos2’u

s tg T R% tg 2fx
@ R
t26, > 20 2 Uz

J cos(QH/U) + sin - cos(0

Odzie
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« W - V *
5»)
2 D 1141 D #*
Wyznaczniki iD wystepujagce w (12), (14)» CI5) i
(15») oblicza sie na podstawie C10) oraz (10%). Wyznacznik

A 2 otrzymuj e sie przez wstawienie, ostatniej kolumny wyznacz
nika (10*) w miejsce pierwszej kolumny wyznacznika (10). Jak
Juz nadmieniono wszystkie te wartosci, dla sytuacji jak na
rys. 2, dotyczg punktu 1 znajdujacego sie na krzywej niecha-
rakterystycznej AB.

W uzasadnionych przypadkach wzory (), Cli) i (12) mozna
zastgpi¢ wzorami (6), mimo iz dalsze obliczenia bedg oparte
na aproksymacji wynikajacej z zastosowania szeregu TAYLORA..

2.2. Obliczenie dalszych punktow siatki charakterystyk

W wyniku przeprowadzenia obliczen, podanymi wyzej wzorami ()
(A1) i (2) uzyskuje sie poczatkowe punkty siatki charakte-
rystyk np. punkty 4, 5 (rys. 3) z doktadnoscig odpowiadajaca
przyjetej aproksymacji.

Wobec znajomosci w tych punktach wszystkich parametréw, ob
liczenie pozostatych punktéw znacznie sie upraszcza. Upro-
szczenie to wynika z mozliwosci wykorzystania  analogicznych
jak dla punktu M rownan aproksymacyjnych, réwniez w stosun

ku do punktéw wyjsSciowych na krzywej AB.
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Rys. 3

Dla wspé4rzednych i y* w nawigzaniu do sytuacji
jak na rys. 3, réwnania te maja postac:



r22 Leszek Litwinowioz

y3 - y5 + (x-x5) tg(©5-/1) +

dx

Stosujac podobnie jak poprzednio przyblizong metode NEWTO-
NA., na podstawie (16), otrzymujemy nastepujace wzory rekuren
cyjne na poszukiwane wartosci wspédrzednych dalszych punktow

siatkit
*  y5-yA+X4 tg ~NA*FN ~ *5 S (05~"
n tg (e.+iu) - tg EC)
zas
an
gdzie

¢ W
G B sarxsy A2 3+ tgiv A gy A

ar)
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Przy czym
d2y oc 2 (ed+/j] _
a* 2 4
0 5 tg (®5tu)]
*
d* 2 c

Wartos¢ wspotrzednej vy,, wynika bezposrednio z wzoréw (16).
W odniesieniu do wartosci funkcji i 0~ podstawowy ukdad
réwnan uzyskuje sie, przy uwzglednieniu zaleznosci G) i (&%
w sposéb analogiczny jak rownania {i6)= Jednakze w pordéwnaniu
z nimi posiada on bardziej ztozong budowe.
W niniejszej pracy wzory rekurencyjne do obliczania 6" oraz
(rys. 3), dotyczace wszystkich z wyjatkiem poczatkowych
punktow siatki charakterystyk, wyprowadzono przy nastepuja-
cych przyjeciach:

’ , v Vv 2
Lim (v v ] 1 4
(s™-acJd2
\ - <vith>-rzjzEr =
@18)
G 4 .)2
~Nr x4)*®
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oraz

&£
I

(vB®) V (VY ¢ 4)

n2 - (83-~1K2-(01-04)K1+ (95-e(Q>
(18»)

s3 m - y[1+ *«2°tg (AHDF

nd = y[i - tg2Nitg (05-<U)]-

W oparciu o (18) 1 (18*) wyprowadzenie otrzymano z rozwigzada
podstawowego ukdadu réwnan, wynikajgacego z rozpatrzenia punk-
téw 4 i1 5w nawigzaniu zaréwno do punktu M jak 1 do punktéw

1» 3 (rys. 3). W rezultacie uzyskano nastepujacag posta¢ roz-

wigzania
Cr(1172~+ LU )+CL U L -2FTu )
- . + (FF-fAjl, ti-t—- -——&4-S_.3 1 i.t.,
B 4 141 w2 (F4+6)
€))
L4U. + 261U - LU. - tg U
0,, - 0. + (0 -0. )k + -2-J————- 2-4—————- i
* 4 2(fm 3 )

4

Wzory rekurencyjne (19) a w szczegoélnosci wzory (12) dla
pewnych okreslonych przypadkéw warunkow brzegowych moga ulec
znacznym uproszczeniom.

0 uproszczeniu decyduje réwniez wybor postaci ukdadu wyjscio-

wego.
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Podane w rozdziale 2 niniejszej pracy wzory (11) oraz (12)
jak rowniez wzory (17) i (19) w poréwnaniu z metoda pierwsze-
go przyblizenia daja doktadniejsze rozwigzanie numeryczne row
nan réwnowagi granicznej masywu gruntowego.

Okreslenie ich przydatnosci w praktycznym zastosowaniu mo-
ze byd dokonane jedynie, kazdorazowo w nawigzaniu do konkret-
nych warunkéw brzegowych.

Praca zt#ozona zostaka dnia 23*3.1964 r.
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no UEUy HHCIXEHHOrO PKM M fl yPABHEHHU KPEJEJIbHOrO PABHOBECHfl rPyHTOBOfl MACCHI

CojepxaBie

B padoTe paccwoTpeHo HocoTopHit Bonpoc HHClieHHoro pememw  AH$$epemiHOHajn>HHX
ypaBHemifi npeae/rBHoro HenpnxeHHoro coctohhkh rpyrnoBofl mbech. Bonpoc paccMo-
TpeHO B ycioBHHX HIGK 3ajaHH.

UBER DIE NUMERISCHEN BEHANDLUNG DER GLEICHUNGEN DES GRENZ-
GLEICHOEWICHTBS DES BODENS

Zus ammenfassung

In dieser Arbeit wurde vorgestellt des Problem der Anwendung
In der Bodenmechanik einer besondere Methode der numerischen
Behandlung hiperbolischen Quasilinearen partiellen Differen-
tionalgeichungen.

Das Problem wurde bearbeitet fir das ebene Verzerrungszustand

des Bodenmedium«



