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ZWIĘKSZENIE DOKŁADNOŚCI APROKSYMACJI NIELINIOWEJ 
W NUMERYCZNYM ROZWIĄZYWANIU RÓWNAŃ 
RÓWNOWAGI GRANICZNEJ GRUNTU

Streszczenie. W pracy przedstawiono problem 
zwiększania dokładności numerycznego rozwiązywa 
nia równań równowagi granicznej ośrodków grunt o 
wych w oparciu o wykorzystanie aproksymacji nie 
liniowej. Zagadnienie podano w nawiązaniu do 
przyjętego układu równań wyjściowych, dla pła
skiego stanu odkształcenia.

1. WSTĘP
Zwiększenie dokładności rozwiązywania równań równowagi gra
nicznej ośrodków gruntowych można uzyskać przez zastosowanie 
do obliczeń metody rozwiązywania równań różniczkowych o po
chodnych cząstkowych, opartej na aproksymacji nieliniowej [ij.

Zastosowanie aproksymacji nieliniowej do numerycznego roz
wiązywania równań równowagi granicznej gruntu, przedstawione 
zostało przez autora w pracy (J3j • Zastosowanie to dotyczy za 
gadnienia brzegowego typu CAUCHY^ego. W porównaniu z metodą 
podaną przez W.W. SOKOŁOWSKIEGO [5], wzory numeryczne podane 
w pracy [3] pozwalają na uzyskanie większej dokładności roz
wiązania. Dalsze zwiększenie dokładności obliczeń (pewnego 
ich fragmentu) można uzyskać albo przez zmniejszenie kroku ob 
liczeniowego - co często jest bardzo niewygodne, albo przez
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zwiększenie dokładności aproksymacji, co z kolei wymaga ponow 
nego rozpatrzenia zagadnienia i wyprowadzenia zupełnie nowych 
wzorów numerycznych. Pakt ten wynika z istoty zastosowanej me 
tody [4].

Celem niniejszej pracy jest uzyskanie rekurencyjnych wżerów 
numerycznych odpowiadających zwiększeniu dokładności aproksy
macji do czterech pierwszych członów szeregu TAYLORA. 
Zagadnienie przedstawione zostanie w oparciu o równania równo 
wagi granicznej gruntu zapisane w postaci

i | ^ c o s ( 0 +(U) Co s (0 +(u ) ^  + i | ^ £ si n ( 0 +/a )  $£ +

(1)
* f ^ c o s ( 0  -<u) | £ -  008(6»-^) + ¿ l ^ s i n i e - ^ )  ^  -

- s in ( 0 - /u) 8 S  - ^ ¿ SSL iź ^ l‘ wy 2ffcos 2^

Układ (i) będący układem ąuasiliniowych hiperbolicznych 
równań różniczkowych o pochodnych cząstkowych, dalej będziemy 
nazywali układem wyjściowym.

Równania charakterystyk obu rodzin dla układu wyjściowego 
Cl) są następujące!

^  - *g(0 +<«)»
(z)

tg Z/i d.6 + Z6 d0 + ydx + ytg 2/j dy - O,
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oraz

U  *» tg(0 -<u),
(2#)

tg 2/i dó - 2 6"d@ - ĆTdz + ytg 2̂ u dy «■ 0.

W równaniach (i), (2) oraz (2#) przyjęto oznaczenia 
q - kąt tarcia wewnętrznego gruntu, 
y - ciężar objętościowy gruntu,
0 - kąt zawarty między kierunkiem głównym "1" a pionową o- 

sią y,
- średnia z naprężeń głównych powiększona o wartość ciś
nienia spójności,

zaś

Poszukiwane funkcje 6 oraz 0 są funkcjami zmiennych x oraz
y«

2. ZWIĘKSZENIE DOKŁADNOŚCI APROKSYMACJI

Rozpatrzmy przedstawiony na rys. 1 fragment siatki linii cha 
rakterystyk.

Na rys. 1 przyjęto, że punkty 1 i 2 stanowiące podstawę do 
obliczania wartości parametrów yM, <5̂  oraz @M punktu M,
należą do początkowych punktów rozpatrywanej siatki linii cha 
rakterystyk.
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/ W związku z tym w punktach 1, 2 oraz punktach 3 1 4  znane 
są z odpowiednich obliczeń [3] wartości współrzędnych x i y 
wartości funkcji i 0 oraz wartości pochodnych Ponadto 
w punktach 3 i 4 znane są również wartości liczonych wzdłuż 
linii charakterystyk pochodnych “  i •

x

Rys. 1. Fragment siatki linii charakterystyk

W warunkach przyjętej aproksymacji podstawowe wzory na po
szukiwane wartości w punkcie M są następujące:
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(V x , )  +

(3)
d20
dx2

f y s 1 A
2 + , 3dx

Zależności (3) wypisano jak dla punktu 1, analogiczne pod
stawowe wzory uzyskuje się również dla punktu 2

y = y + ŚŁM 2 dx -  (V X2 ) ł 7 22 dx 2  t a 3

ol, = on + z—  M 2 dx
d2̂ (V X2)2 . d3S (V X2)3

2 dx^
,f3')

9 » @ +M 2 dx
\ ¿ 0j“xp 2 2 dx

(3Sl-x2) A
2 + o 3dx

Obliczenie wartości współrzędnych x,, i y„ dla punktu M moż-LU flii
na przeprowadzić niezależnie od obliczenia odpowiadających im 
wartości ff., orazM M*

2.1. Obliczenie wartości x̂ . i_ y ̂

Obliczenie w punkcie K wartości x^ i yf, polega na roz
wiązaniu odpowiedniego układu równań. Układ ten otrzymuje się 
przez uzupełnienie pierwszych z równań (3) i (3') podobnymi 
równaniami wypisanymi odpowiednio w odniesieniu do punktów 3
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i 4, przy jednoczesnym uwzględnieniu zachodzących dla tych 
punktów związków wynikających z zależności

dx

ŚŁ
dx = tg(@^ -/i),

W wyniku rozwiązania tak otrzymanego układu równań uzyska
no następujące wyrażenia

Ł l
dx2

Ł l
dx2

(x--xj‘1 IX3“X1

(x4 - x2)‘

[3 E1 - (x3 - B3] ,

F [3 E2 “  x̂4 "  X2‘ ^4] ’

(4)

oraz

Ł l
dx3

Ł l
dx3

(x3 - x1)3

(x4 - x2)-

[f*3 - V  *3 - 2 El] •

[a 4 - x2) e4 - 2 e2] .

U')
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W wyrażeniach (4 ) i (4*) przyjęto oznaczenia

E1 = y3 - y1 - (x - x1 tg (©1 + <u),

B2‘ y4 " y2 " (*4 ' I2) tg (S2

E3 tg (e + ¿u) - tg (®1 +¿0 ),
(5)

E4 » tg -^u) - tg (@2 -¿¿h 

Występujące w podstawowych wzorach (3) i (?>') wartości

1 ¥•  dx
wynikają bezpośrednio z metody charakterystyk.

Dla przyjętego schematu obliczeń wynoszą one

d£
ćbc

ŚŁ
dx

1
tg (@1 +p),

tg (9 -fi).

(6)

Na podstawie zależności (4 ), (4 *) oraz (6) można obliczyć 
wartości wszystkich pochodnych funkcji y, występujących w 
rozpatrywanych równaniach związków {3 ) i (3*).
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Obliczenie współrzędnych przecięcia się linii charaktery
styk obu rodzin w punkcie Mt ostatecznie sprowadza się do 
rozwiązania następującego równania

5 + _ .2 A L-7 *2 3 A J (7)
2 T 3 A ł " L27 A“

gdzie

. ¿ X
*?\. * ?

Ldx2
¿ Z
dx2

+ X £ z
2 dr3

x ¿ i  
1 d ^

d2
c -  tg (e -  tg (e2 -/x) + Xg — ł

dx
x &  

1 dx2

2 [*1
2 d ^  

dx3
- x, 2 d ^  

2 dr3
(8)

d « y, -  y , -  *,
x

tg (®1 +/u) + *2 tg (eg -/i) + — „ 2 dx

-L
2 dx

_1_
6 dx

* v  A
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Na podstawie zależności (l) i (8) wartość obliczamy z
wzoru

^  ' z - V A  • 'S)

Przy numerycznym rozwiązywaniu konkretnych problemów rów
nowagi granicznej ośrodka gruntowego w przypadku większej 
ilości obliczanych punktów węzłowych siatki linii charaktery
styk wygodnie jest posługiwać się metodą graficznego poszuki
wania wartości
Metoda ta polega na wykreślnym wyznaczaniu punktu wspólnego

3dla krzywej o równaniu w « z oraz prostej o równaniu

2 r 3B - 2 A C i I nJ W o "    Z
3 A " l27 A‘

Wartość y„ obliczamy według dowolnego z pierwszych równań M
wzorów (3) i (3').

2 2, Obliczenie wartości 6.. i 0„• ■ — — ~~ ■1 1 M — —  M
W celu obliczenia wartości poszukiwanych funkcji ĆT̂  oraz 9^ 
w punkcie M, należy odpowiednie wynikające z wzorów (3) i 
(3*)t podstawowe równania dotyczące punktów 1 oraz 2, uzupeł
nić analogicznymi równaniami wypisanymi względem punktów 3 i 4
oraz zachodzącymi wzdłuż charakterystyk obu rodzin związkami 
różniczkowymi wynikającymi z równam (2) i (2 *).
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Ponadto należy wykorzystać zachodzące w punktach 3 1 4  odpo
1 )wledule zależności uzyskiwane w oparciu o następujące wzory

V
v
W J>

- tg (03 +̂ u)J ,

d©
dx

dff

^3 ~[t]3 [ S  “  tg C03 ><U,] i 

^4 " [ wl [^4 “ ^  ” ^ ]  *

(10)

¿0
dx 4 v * ' [Vl 4 K  * tg fe4 "''’I-

Wzory C10) wynikają z rozpatrzenia układu wyjściowego (i) w 
powiązaniu z warunkami brzegowymi [3]*

Występujące we wzorach (1 0) wartości W, W* oraz W* ob
liczamy (odpowiednio do punktów 3 oraz 4 ) z następujących za
leżnośoi

W = [(sin2̂  - ^cos2̂ ) cos20 + 2 £ sin© cos 0 -

- (cos2̂  - i,2sin2<u) 8in20j,

Indeksy przy oznaczeniach odpowiadają numerowi rozpatrywa
nego punktu*
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W*m j~sin (0  - ¡a) - <=cos (0  ‘ ^ c o s  ( e + ^ J  +

+ - cos (G -/i )] - f cos (6 - ¿1 ) +2&cos 2/u r  J  L 2(5- ^

+ 2' g cos* 2”  008 ^  +(U ]̂ [ s in  + <u  ̂ “  ^COS

(1 1)
+u o./ fr , . / .1 r ? piw -  «?+.ir ?//w « ” Ij8 1̂1 + <u  ̂“ icos ( 0 +/^)j ^ - i S Ł ^ o o s  (0-/j) +

ggo£~ 7 con (® ł <“ )] ł f2®'"j/*6 ^ <*>■> <® +<“) *

+ gg cos 2tJ 003 "■“ *] [3ta ie ■ Łc0S f®

We wzorach (10) i C11) przyjęto następujące oznaczenia
tf - pochodna względem x zadanej w postaci warunków brze

gowych funkcji 6 #
ip - pochodna względem x zadanej w postaci warunków brze

gowych funkcji 0,
£, - pochodna względem x funkcji opisującej krzywą nie- 

charakterystyczną* na której zadane są warunki brzego
we.
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W wyniku dalszych obliczeń, przyjmując kolejno oznaczenia 
w postaci

Cff, - G ) tg 2(i + (61 - 0  ) 2(5, d 
—  ■ ' —  ♦ = !Fi ■ 2 - 1— 1— (*; - i; i— ‘— _  ł s l , tg ^ +

► 2ff, U l  - y [i + tg 2^ tg (01 )j ,

P2 “ 2
(G - Ó.) tg 2/i + (0, - 0A) 2ff?________’2 "4* “ 2̂ d£

(x, - x )
tg 2(U +

4 2

+ 2& d0
2 dx y[i - tg 2fi tg (&2 - <u)]» C1 2)

P3 - e2 - ff1 - (53
) - x1)

2 - (x3 - x1T 1 1 x3 - x1 r  +

+ (ff4 -  ff2 )
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- (©3 - 0,) 2 -

+ (e4 - e2)

d0 
dx

2 - IX. - X,

ffl *"

* M - V 1(x3 - X,)]

(lK - *2* 
< * 4  -

*K ■ + d0

!l f*M - V
(x3 -

Tx~~ X ux Car - x )2 6c -xj*

ostatecznie otrzymano dla punktów 1 oraz 2 następujące wźory 
do obliczania wartości trzecich pochodnych funkcji 6 i 0
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d30
dr3 [■ Ą I t g  ^  a3ff(IX3

F„

(x4 - x2) ' ]

Wartości pozostałych pochodnych funkcji 6 oraz 0 występują 
cych w rozpatrywanych równaniach podstawowych wzorów (3) i(3*) 
opisują zależności
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ąe
dx

d0
dx (xA -

x1)
2 dr© 
dx3

(©„ -ej
+ 2 7--

V
1' d©■t" mmd©

dx

2 ę£© 
2' d*3
xj

(0. - 0 ) 

$

(14')

ł  2 ( x f  - ^ 7
d©
dx

Na podstawie wzorów '1 3)» (h) i (14 przy znanych war
tościach współrzędnych i y^ obliczenie wartości <5̂  oraz 
0„ uzyskuje się bez trudności z odpowiednich wzorów (3) i
(3 ').

Przedstawiony w niniejszej pracy sposób obliczania para
metrów kolejnego punktu M siatki linii charakterystyk, mimo 
stosunkowo skomplikowanej budowy wzorów może być z powodze
niem wykorzystany przy rozwiązywaniu odpowiednich problemów 
teorii równowagi granicznej gruntu cechujących się znaczną 
nieliniowością, należy zauważyć, że w przedstawionych wzorach 
istnieją duże możliwości ułatwienia obliczeń. Wynikają one z 
możliwości ułożenia odpowiednich upraszczających obliczenia 
schematów obliczeniowych.

Praca została złożona w redakcji 15*VU.64 r.
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nOßUüEHHE TOHHOCTH HSJMHESfrlOM AnUPOKCHMAUHM 3 WC3EHH0M PKIEHM  yPABHEHItfi
rpsnsABHoro pabhdbecim  rpynroa

P e 3 ¡o m e

B pacSoTe paccMOTpeHo aon poc hob um e h m  t o o t o c t h  HKCJieHHoro peinerata ypaBHeHHä 

npeseJiBHoro paBHOBeciw rpyHTOBoä Maccw b ycjroBHHX He-raHeäHoii annpoKCHMamin x a  
paKT epBCTHK 3THX ypaBHeHKä,

DIE VERGRÖSSERUNG DER GENAUIGKEIT NUMERISCHEN BEHANDLUNGEN 
DER GLEICHUNGEN DES GRENZGLEICHGEV/ICHTES DES BODENS

Z u s a m m e n f a s s u n g

In der Arbeit; wurde vorgestellt das Problem der Vergrösserung 
der Genauigkeit numerischen Behandlungen der Gleichungen des 
Grenzgleichgewichtes des Bodens.


