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LESZEK TITWINOWICZ

ZWIEKSZENIE DOKLADNOSCI APROKSYMACJI NIELINIOWEJ
W NUMERYCZNYM ROZWIAZYWANIU ROWNAN
ROWNOWAGI GRANICZNEJ GRUNTU

Streszczenie. W pracy przedstawiono problem
zwiekszania dokdadnosci numerycznego rozwigzywa
nia réwnan rownowagi granicznej osrodkéw grunto
wych w oparciu o wykorzystanie aproksymacji nie
liniowej. Zagadnienie podano w nawigzaniu do
przyjetego ukdadu réwnan wyjsciowych, dla pla-
skiego stanu odksztatcenia.

1. WSTEP

Zwiekszenie doktadnosci rozwigzywania réwnan réwnowagi gra-
nicznej osrodkéw gruntowych mozna uzyska¢ przez zastosowanie
do obliczen metody rozwigzywania réwnan rézniczkowych o  po-
chodnych czastkowych, opartej na aproksymacji nieliniowej [ij.
Zastosowanie aproksymacji nieliniowej do numerycznego roz-
wigzywania réwnan réwnowagi granicznej gruntu, przedstawione
zostato przez autora w pracy (@@= Zastosowanie to dotyczy za
gadnienia brzegowego typu CAUCHY”ego. W pordéwnaniu z  metoda
podang przez W.W. SOKOLOWSKIEGO [5], wzory numeryczne podane
w pracy [3] pozwalaja na uzyskanie wiekszej dokdadnosci roz-
wigzania. Dalsze zwiekszenie dokdadnosci obliczen (pewnego
ich fragmentu) mozna uzyska¢ albo przez zmniejszenie kroku ob

liczeniowego - co czesto jest bardzo niewygodne, albo przez
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zwiekszenie dokdadnosci aproksymacji, co z kolei wymaga ponow
nego rozpatrzenia zagadnienia I wyprowadzenia zupednie nowych
wzoréw numerycznych. Pakt ten wynika z istoty zastosowanej me
tody [4]-

Celem niniejszej pracy jest uzyskanie rekurencyjnych wzeréw
numerycznych odpowiadajgcych zwiekszeniu dokdfadnosci aproksy-
macji do czterech pierwszych cztonéw szeregu TAYLORA.
Zagadnienie przedstawione zostanie w oparciu o réwnania rowno

wagi granicznej gruntu zapisane w postaci

i|*cos (0 +() Cos(O+@u) ~ +i|™ £ sin(0+a) $£ +

@
*frcos (0 —<u) | £- 008(6»-7) +¢1hsinie-N) A -

- ein(0-) g5 -~ gLz,

Uktad (1) bedacy uktadem guasiliniowych hiperbolicznych
rownan rézniczkowych o pochodnych czgstkowych, dalej bedziemy
nazywali ukdadem wyjsSciowym.

Réwnania charakterystyk obu rodzin dla uk#adu wyjsSciowego

CI) sa nastepujace!

N = *g(0 +<«)»

(2)
tg Z/id.6+ Z6 dO + ydx + ytg 2/jdy - O,
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oraz

U »tg(0 -<u),

2%
tg 2/id6 - 26"d@ - CTdz + ytg 2udy @ 0.

W rownaniach (i), Q) oraz (2#) przyjeto oznaczenia

g - kat tarcia wewnetrznego gruntu,

y - ciezar objetosciowy gruntu,
0 - kat zawarty miedzy kierunkiem gddwnym'1'a pionowa oO-
sia VY,
- Srednia z naprezen gtownych powiekszona o wartos¢ cis-
nienia spéjnosci,
zas

Poszukiwane funkcje 6 oraz 0 sg funkcjami zmiennych x oraz

y((

2. ZWIEKSZENIE DOKEADNOSCI APROKSYMACJI

Rozpatrzmy przedstawiony na rys. 1 fragment siatki linii cha
rakterystyk.

Na rys. 1 przyjeto, ze punkty 1 i 2 stanowigce podstawe do
obliczania wartosci parametrow yM, <N oraz @M punktu M,
nalezg do poczatkowych punktéw rozpatrywanej siatki linii cha
rakterystyk.
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/ W zwigzku z tym w punktach 1, 2 oraz punktach 3 14 znane
sa z odpowiednich obliczen [3] wartosci wspédrzednych x i1 vy
wartosci funkcji i 0 oraz wartosci pochodnych Ponadto
w punktach 3 1 4 znane sg rowniez wartosci liczonych wzdduz

linii charakterystyk pochodnych

Rys. 1. Fragment siatki linii charakterystyk

W warunkach przyjetej aproksymacji podstawowe wzory na po-

szukiwane wartosci w punkcie M sg nastepujace:
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vV x,) +

€))
d20 fysi1 A
dx2 2 oA

Zaleznosci (B) wypisano jak dla punktu 1, analogiczne pod-
stawowe wzory uzyskuje sie réwniez dla punktu 2

y +St
M 2 dx-2(\/ XZ)*Q)%

<
1

a0 X2)2 .dB (X2 g

ol, = og +

b =98 + & 5 dxn
9 » @ + . \ ¢ 02 &1-x2) A

M 2 dx 2 JXp dx 2 + 8X3

Obliczenie wartosci wspotrzednych XLUi Y& dla punktu M moz-
na przeprowadzi¢ niezaleznie od obliczenia odpowiadajgacych im

wartosci TE, oraz

r M

2.1. Obliczenie wartosci X\~ 1 y~”"

Obliczenie w punkcie K wartosci x~ i1 y¥f, polega na roz-
wigzaniu odpowiedniego ukdadu réownan. Ukkad ten otrzymuje sie
przez uzupednienie pierwszych z rownan @) i 3"  podobnymi

réwnaniami wypisanymi odpowiednio w odniesieniu do punktéw 3



132 Leszek Litwinowicz

i 4, przy jednoczesnym uwzglednieniu zachodzacych dla tych

punktow zwigzkéw wynikajacych z zaleznosci

dx

St - _/i
v @~ -/i),

W wyniku rozwigzania tak otrzymanego ukdadu réwnan uzyska-

no nastepujgce wyrazenia

t . BE1L- (8- B3] .
dx2 1 f%g—“sél‘
@
L “ et
dx2 o4 - xg)F [3 E2 “ 7~4 4]
oraz
L |
dx3 03 - x1)3 [#3 -V *3 -2EI] -
u")
£ [a4 - x2) e4 - 2 e2] .

dx3 ¢4 - x2)
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W wyrazeniach (@) i (4*) przyjeto oznaczenia

El=y3 -yl- (X -x1tg (@1 +<),

B2¢ y4 "y2 " ¢4 " 12) tg (32

G)
E3 tg (e +a) - tg (B1l +0),
E4 » tg ™) - tg (@2 -¢¢h
Wystepujace w podstawowych wzorach () i (") wartosci
1 %z wynikaja bezposrednio z metody charakterystyk.
Dla przyjetego schematu obliczen wynoszg one
ot @),
6>

St —fi
i tg O -fi).

Na podstawie zaleznosci (@), (@ ® oraz (6) mozna obliczyc¢
wartosci wszystkich pochodnych funkcji vy, wystepujacych w
rozpatrywanych réwnaniach zwigzkéw {3) i (3%).
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Obliczenie wspotrzednych przeciecia sie linii charaktery-
styk obu rodzin w punkcie Mt ostatecznie sprowadza sie do

rozwigzania nastepujacego réwnania

Q)
2 %  3af Alg a2 3AJ
gdzie
é X
*?2\. *?
¢Z +x £z X ¢
Ldx2 dx2 2 dr3 1dn
dz2
c-tg (e - tg (e2-/x) +Xg—1 x &
dx 1 dx2
N
X 2 dn ~ x,2 d ®)
2 "1 gx3 2 dr3
X
d«y, -y, -* tg @ +u) +*2tg (eg /1) + - dz
X
-L 1 * v A
2 6
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Na podstawie zaleznosci (I) i (8 wartosc¢ obliczamy z

wzoru

ATz VA e "S)

Przy numerycznym rozwigzywaniu konkretnych probleméw row-
nowagi granicznej osrodka gruntowego w przypadku wiekszej
ilosci obliczanych punktéw weztowych siatki linii charaktery-
styk wygodnie jest postugiwac sie metodg graficznego poszuki-
wania wartosci
Metoda ta polega na Wykreélnyg wyznaczaniu punktu wspélnego

dla krzywej o réwnaniu w « z oraz prostej o réwnaniu

BZ—ZA__CZ if nd
3A " 127 A

W o

Wartosc¢ Yu obliczamy weddug dowolnego z pierwszych roéwnan
wzorow @) 1 (37).

2 2, Opliczenie wartosgd .6, 1 O,

W celu obliczenia wartosci poszukiwanych funkcji C™ oraz 9"
w punkcie M, nalezy odpowiednie wynikajace z wzoréw (@) i
(3%t podstawowe réwnania dotyczace punktéw 1 oraz 2, uzupel-
ni¢ analogicznymi rownaniami wypisanymi wzgledem punktéw 31i 4
oraz zachodzacymi wzdduz charakterystyk obu rodzin zwigzkami

rézniczkowymi wynikajacymi z réwnam Q) i (%*).
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Ponadto nalezy wykorzysta¢ zachodzgace w punktach 3 14 odpo
wledule zaleznosSci uzyskiwane w oparciu o nastepujace Wzowl)

Voo - tg (03 +W)J,
N
do
dx "3 ~[t]3[s “ tg OB >¥Y,] i
(10)

dff

Nt Lwl M4 SEAN Bl
0
dx4 v* " [VI4K *tg fe4 """’I-

Wzory C10) wynikaja z rozpatrzenia ukdadu wyjsciowego (i) w
powigzaniu z warunkami brzegowymi [3]*

Wystepujace we wzorach (10) wartosci W, W* oraz W* ob-
liczamy (odpowiednio do punktow 3 oraz 4) z nastepujacych za
leznosoi

W = [(sin2® - "cos2) c0s20 + 2£sin©cos0 -

- (cos* - i2sinZzu) 8in20j,

Indeksy przy oznaczeniach odpowiadajg numerowi rozpatrywa-
nego punktu*
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WM j~sin (0 —j@ - <o (0 “ N c o s (e+7N)  +
+2&cos Q/GCOS G _/ri )} _fL 5 cos (6_’4)+

+ 29 cos* 2 008 ~ +(UN [sin +g ™" NCOS

@1)

+u o/ fr , . / dr ?piw- <&@Hr A/
Wee > 1jg™M1 +a”™ “icos (0 +/N)j ~-iSt”~oos O+

ggo£~7 con ® #<)] + F20°"J/*6 N <m> <® +<) *
+ gg cos 2tJ 003 ¥ [3ta ie mtcOS f®

We wzorach (10) i Cl11) przyjeto nastepujace oznaczenia

tF- pochodna wzgledem Xx zadanej w postaci warunkéw brze-
gowych funkcji 6#

P - pochodna wzgledem x zadanej w postaci warunkéw brze-
gowych funkcji O,

£, - pochodna wzgledem x Tfunkcji opisujacej krzywa nie-
charakterystyczng* na ktérej zadane sa warunki brzego-

we.
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W wyniku dalszych obliczen, przyjmujac kolejno oznaczenia

w postaci

Of, -G )tg 2+ (61 -0 ) 2G5, d
Fim2--1 S I G = — _ sl ,tgg ™ +

»2fF, Ul -y[i +tg2°tg (01 ),

© -0) Wi+ Q- P A 4

tg 2U +
P2 «“ 2 _
G = X))

do .
- - 12
+ 2&2 dx yli - tg 2Atg (& -<uwPp C12)

) - X1)
P3 -e2 - fA - (53 2 - (B -Xx1T 1 1X3 - Xlr +

+ (ff4 - ff2)
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*M=-vil M-V
- @-0) 20 e ox)] B -

IK - *2*
+ @ -€2) 2 - (
( ) IX. - X .y
do *K m + do er - x)
dx fl * Tx~~ X ux 2°6Cc -xj*

ostatecznie otrzymano dla punktéw 1 oraz 2 nastepujgce wzory
do obliczania wartosci trzecich pochodnych funkcji 6 1 O
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d30 .

dr3 ™AL 33 4 - x2)']

Wartosci pozostatych pochodnych funkcji 6 oraz O wystepuja
cych w rozpatrywanych réwnaniach podstawowych wzoréow (G)i (3%

opisuja zaleznosci
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e 2dro 7@’ € do
dx X1) 4«3 \V/ dx

4%
do _ 2 ef£0 ©--0> 4o

XA . XJ
dx ( 2 d*3

b2 (xf- " dx

Na podstawie wzordow "13)» (h) 1 (14 przy znanych war-
tosciach wspotrzednych i y* obliczenie wartosci <" oraz
0,, uzyskuje sie bez trudnosci z odpowiednich wzoréw (@) i
G-

Przedstawiony w niniejszej pracy sposéb obliczania para-
metrow kolejnego punktu M siatki linii charakterystyk, mimo
stosunkowo skomplikowanej budowy wzoréw moze by¢ z  powodze-
niem wykorzystany przy rozwigzywaniu odpowiednich  probleméw
teorii rownowagi granicznej gruntu cechujacych sie znaczng
nieliniowosciag, nalezy zauwazy¢, ze w przedstawionych wzorach
istnieja duze mozliwosci udatwienia obliczeri. Wynikajg one z
mozliwosci utozenia odpowiednich upraszczajacych obliczenia

schematow obliczeniowych.

Praca zostata ztozona w redakcji 15*VU.64 r.
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NORUUEHHE TOHHOCTH HSIMHESIOM  AnUPOKCHMAUHM 3 WC3EHHOM PKIEHM  yPABHEHIthi
rpsnsABHoro pabhdbecim rpynroa

Pe 3j0me

B pacSoTe paccMOTpeHo aonpoc hobumehm tootocth HKCJieHHoro peinerata ypaBHeHH&
npeseJiBHoro paBHOBeciw rpyHTOBod& Maccw b ycjroBHHX He-raHedHoii annpoKCHMamin xa
paKTepBCTHK 3THX ypaBHeHK&,

DIE VERGROSSERUNG DER GENAUIGKEIT NUMERISCHEN BEHANDLUNGEN
DER GLEICHUNGEN DES GRENZGLEICHGEV/ICHTES DES BODENS

Zusammenfassung

In der Arbeit; wurde vorgestellt das Problem der Vergrdsserung

der Genauigkeit numerischen Behandlungen der Gleichungen des

Grenzgleichgewichtes des Bodens.



