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O USPRAWNIENIU SPOSOBU OBLICZANIA LICZB WPŁYWOWYCH 
DLA PKgTA DOWOLNIE ZAKRZYWIONEGO W PRZESTRZENI

1• Uwagi wstępne

Z rozwiązywaniem ram przestrzennych o prętach dowol
nie zakrzywionych spotykamy się przy obliczeniach sta
tycznych ram kopułowych, rozgałęzionych rurociągów samo- 
kompensacyjnych i w szeregu innych przypadków. Jeden ze 
sposobów rozwiązywania tego typu układów statycznych przy 
pomocy metody Crossa został przedstawiony w pracach Dl, 
121, [3]. Jednym z najbardziej pracochłonnych etapów o- 
bliczeń we wzmiankowanym sposobie było wyznaczanie macie 
rzy liczb wpływowych dla pręta dowolnie zakrzywionego w 
przestrzeni. Celem niniejszego opracowania jest uspraw
nienie sposobu obliczania liozb wpływowych w przypadku, 
gdy pręt składa się z następujących po sobie elementów, 
dla których macierze liczb wpływowych są znane.

2. Sformułowanie zagadnienia

Końce pręta i-k znajdują się pod działaniem sił btrze 
gowych P.j, £3» ^1» ^2* ^3*' ^1* ^2* ^3* ^2* 3̂ ^
doznają małych przemieszczeń (przesunięć i obrotów)^^,
$3» 9*2» 9*3* f i  i » f i 2 * ^1*  ^2* ^3*
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Z dwunastu przemieszczeń tworzymy sześć wielkości q., bę 
dących wynikiem odkształcenia pręta, a nie jego przemie
szczenia jako ciała sztywnego (por. [1], [3])i

q2~^2+ 1^3”ty* q3=ŝ 3“ 1^2" t y 9 

V W  Tirf5-rf3>' W  ł^r^-
(1)

W miejscu i kierunku przemieszczeń q. działają następu
jące wielkości statycznej j

Q-| = M.j t — ^2* 3̂ = »

Q4 - Q5 - Mg, Qg ■ .
( 2)

Między wielkościami q . i Q . zachodzi zależność linio 
wa 0 3

q » aq, (3)

gdzie A jest macierzą 6 x 6  liczb wpływowych A^, zaś 
przez Q oraz q oznaczono macierze kolumnowe 6 x 1  
wielkości oraz q.. Ogólne wzory na obliczanie liczb
Aaa zostały podane w pracach [fl. M .  [3] i nie będą 
w tyra miejscu powtarzane. Celem niniejszej pracy jestroz 
wiązanie następującego zagadnienia.

Niech element p-q będzie jednym z kilku elementów, 
z których składa się pręt i-k. Końce tego elementu są

pq pq pq pq pq pq
pod działaniem sił brzegowych P1, P2, P^, , Mg, M̂ ,
pq pq pq pq pq pq pq pq
Py, ?2* Pj* M—, Mj, i doznają przemieszczeń C? q * (5*2*
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pq pq pq pq pq pq pq pq pq pq
Ó y  f y  f 2* T y  ®2* V,i»9>2*9>3 iRys*1^  Oznacza
jąc przez £** długość cięciwy p-q, tworzymy sześć wiel-

pg pq
kości q. i sześć wielkości Q., analogicznych do wiel-J u
kości q. i Q. dla całego pręta i-k. Cosinusy między 
osiami

pq pq pq
ksr = cos (xs,xr) = cos (xg,xr), s, r - 1, 2, 3 

są znane. Dla elementu p-q zachodzi zależność liniowa

pq pq pq
q « A Q ,  ( 4 )

gdzie jest macierzą 6 x 6  liczb wpływowych, zaś
pq pq
q oraz Q są macierzami kolumnowymi 6 x 1 .

pq
Znając wyrazy macierzy A dla wszystkich elementów 

p-q, z których składa się pręt i-k, należy wyznaczyć ma 
cierz A liczb wpływowych dla pręta i-k.

3* Zależności statyczne
Siły brzegowe działające na koniec i pręta i-k są 

statycznie równoważne siłom brzegowym działającym na ko
niec p elementu p-q i równoważą się z siłami brzego
wymi działającymi na koniec q tego elementu, Korzysta
jąc z tego, wyznaczamy siły brzegowe elementu p-q przez 
siły brzegowe na końcu i, które z kolei można z równań 
równowagi dla pręta i-k wyrazić za pomocą wielkości Q.pq.
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Tworząc z sił brzegowych elementu p-q sześć wielkości
pqQ. , dochodzimy do zależności liniowej 0

pq pq
Q = w q # ( 5 )

pqgdzie przez W oznaczono macierz

pq
W a

pq
*11

p pq
¿ » u

2

p pq

" O *

p pq
*  *11
&3

p pq

" C ”

p pq
4  *1 3  

2
-

p pq 
4  *12

3

p pq 
4 2* n

P Pq 
“  £  *12  

1

p pq

C “

p pq 
-  4 ^ * 1 3

pq p pq p pq p pq p pq p pq p pq p pq p pq p pq p  p q
*2 1 e *2 1 “ ¿ ”*2 2 Ś  *21 -  4 ” *2 3 4  *2 3 “ 4  *22 4  *21 -  4  *22 4  *21 ~ 4  *2 3

°  2 s i 3 1 2 3 2 1 3 1

pq P pq P PQ p pq p pq p pq p pq p pq p pq p pq - p pq
* 3 1 fi * 3 1 - ś : k 32 £ * 3 1 “  4 ~ * 3 3 4  * 3 3 - 4  *32 4  *31 “  4  *3 2  • 4  *31 “ 4  * 3 3

1 ° 3 1 2 3 2 1 3 1

pq pq PQ PQ pq pq pq pq pq
0 - X * 1 3 +  X *12 *11 -A. * 1 3 +x *12

pq q pq q pq q pq q pq q pq q pq q pq q pq q pq
- * 2 i " 4  k l1 + Ś " k 12 - 4  *11 + 4 * * 1 3 “ 4  *2 3 + 4  *22 “ 4  * i i + 4 * 1 2 - 4  *11 ♦ i k 13  1

1 3 i 2 3 2 i 3 1

n n uq q pq q pq q PQ q pq q pq q pq q pq q PQ q pq
“  * 3 1 - ^ * 3 1 + £ " * 32 ‘ 4  *21 +  4~*23 -4 * 3 3 + 4  *3 2 - 4 * 3 1 + 4 * 3 2 + 4 * 3 3

1 3 1 2 3 2 1 3 i

i ponadto wprowadzono oznaczenia!
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4, Zależności geometryczne 

Przyjmijmy, że element p-q jest odkształcalny i je-
pq

go końce doznają przemieszczeń q.. (rys, 2), Części i-p 
oraz q-k uważamy za doskonale sztywne. Końce pręta i-k 
doznają wówczas przemieszczeń tf1pqi <i2pqi ^pą» ^1pq*
^2pq» ^Tpq* ^3pq* ^Tpą» 9?3pqf k t°re

pq
można wyrazić przez wielkości q.. Tworząc sześć wielko
ści q. według wzorów (1), dochodzimy do zależności 

J  Jr H
pq pq

q - W q (6)*pq v
pq

gdzie przez ^pą» ^ oznaczono macierze kolumnowe 6 x 1  
P<ł

natomiast W jest macierzą transponowaną względem macie-
pq

rzy V/ .

5, Rozwiązanie zagadnienia

W dalszym ciągu przyjmujemy, że jedynie element p-q 
jest odkształcalny. Zależność między wielkościami 
a wielkościami Q. ma postaćł!

V  ‘  V ’ ( 7 )

gdzie A jest nieznaną na razie macierzą 6 x 6  liczb 
wpływowych. Dla elementu p-q zachodzi związek

pq pq pq
q =3 A Q (8)
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pq
gdzie wyrazy macierzy A są znane. Na mocy (8),(6),(5) 
otrzymujemy

pq pq pq
qpq . (W A W ) Q . (9)

Uważając kolejno wszystkie elementy p-q za odkształ
calne, otrzymamy zgodnie z zasadą superpozycji

\~ipq pq pq
q * ( Z_,V/ A W ) Q , (10)

gdzie sumowanie rozciąga się na wszystkie elementy p~q 
z których składa się pręt i-k,

Z porównania związków (10) i (3) wynika, że
■v“»pq pq pq 

A - Z jW A W . (11)

6, Wnioski końcowe
W szeregu praktycznych przypadków pręt składa 3ię z 

elementów typowych (na przykład gałąź rurociągu składa 
3ię z odcinków prostych, łuków, kolan, kompensatorów itp. 
W takich przypadkach opłaca się ułożyć dla poszczegól-

P<łnych elementów macierze A liczb wpływowych, co pozwala 
na stosunkowo szybkie obliczanie macierzy A liczb wpły 
wowych dla całego pręta z wzoru (1 1 ),
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