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CZESŁAW LEWINOWSKI, MIECZYSŁAW WĘGRZYN

ZASTOSOWANIE RACHUNKU PRAWDOPODOBIEŃSTWA 
I TEORII STATYSTYKI MATEMATYCZNEJ,
DO OCENY WYNIKÓW BADAŃ WYTRZYMAŁOŚCI BETONU

Streszczenie. W artykule omówiono sposób określe- 
nla wytrzymałości betonu przy zastosowaniu rachun
ku prawdopodobieństwa 1 statystyki matematycznej. 
Przyjęto hipotezę i że wytrzymałość betonu danego 
elementu ma rozkład NQu,0) a następnie zweryfiko
wano Ją przy pomocy kryterium **. W badanych przy
padkach nie było podstaw do odrzucenia tej hipote
zy. W dalszym ciągu obliozono przedziały ufności 
wytrzymałość! betonu badanych elementów przy praw
dopodobieństwie p=i—pf.

i. Wstęp
Wytrzymałość betonu zalety od wielu czynników stosunkowo trud
nych do uchwycenia w procesie wytwarzania. Do czynników tych 
możemy między innymi zaliczyć: jakość składników betonu, wza
jemny stosunek tych składników, sposób zagęszczenia i pielę
gnacji, wpływ dodatków uszlachetniających itp. W rezultacie 
otrzymujemy materiał niejednorodny z punktu widzenia jego wy
trzymałości. Ta niejednorodność powoduje, że wytrzymałość Jest 
na ogół różna w poszczególnych punktach danego elementu i mo
że być równa projektowanej marce betonu, większa lub mniejsza.

Chcąc określić rzeczywistą wytrzymałość betonu całego ele
mentu przeprowadza się badania na pobranych próbkach (metoda 
niszcząca) lub określa się jego wytrzymałość w dowolnie obra
nych punktach (metoda nieniszcząca np. przy pomocy sklerome— 
tru Schmidta).

Stosując metody oparte na raohunku prawdopodobieństwa i 
statystyce matematycznej możemy określić rozkład wytrzymało
ści betonu w całym elemencie (lub konstrukcji) na podstawie 
w/w badań. Znając rozkład wytrzymałości betonu badanych pró
bek, możemy określić średnią wytrzymałość betonu całego ele
mentu z dowolnie obranym prawdopodobieństwem.

W dalszym oiągu możemy obliczyć odchylenie standardowe od 
średniej wytrzymałości, wariancje itd.
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W niniejszym artykule przedstawiono sposób postępowania 
przy stosowaniu omawianych metod na przykładzie określenia 
wytrzymałości betonu płyt panwiowych hall automatyzacji ZKMPW 
w Zabrzu. Metody te można stosować również do opracowywania 
wyników innych badań.

2 . Wytrzymałość betonu na ściskanie jako zmienna losowa o roz
kładzie normalnym (N ̂  e-̂')

Wytrzymałość betonu na ściskanie jest zmienną losową i ozna
czymy ją przez y, zaś zbiór wszystkich wartości y1 ,y2 »y3f •••
yQ tej zmiennej nazywamy populacją. Zamiast badać całą zbio
rowość zmiennej y czyli populację, badamy jej określoną część, 
zbiór jednostek wybranych z populacji czyli, próbę.

fablica i

O
Obliczenie charak tery styk y, 8%  s dla szeregu rozdzielcz< ::o 

wyników badania wytrzymałości betonu

Lp. Przedziały 
klasowe 2 
yA w kG/cm

Liczebność
empiryczna

ni

Średnia 
przędz, 
klasowego 2 
yi w kG/cm

z z.n^ 2z

i 180 -r 2 1 0 i 195 -5 -5 25
2 210 * 240 i 225 -4 -4 16
3 240 270 2 255 -3 - 6 18
4 270 * 300 i 295 - 2 - 2 4
5 300 + 330 4 315 -i -4 4
6 330 -r 360 4 345 = a 0 0 0
7 360 * 390 10 375 i 10 10
8 390 -r 420 9 405 2 18 36
9 420 + 450 4 435 3 12 36

10 450 ■■■ 4£0 3 465 4 12 48
11 480 t 510 1 495 5 5 25

Sumy N=40 + 36 222

y = 345 + 30 ~  = 372 kG/cm“ (wg wzoru nr 3)

s2 = 302[ ~ ^  + - ff“ = 5640 Ml2/cm4 (wg woru nr 4)

r— — —  Ps = >J5640 = 75,0 kG/cm (wg wzoru nr 4a)
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.Tablica 2

2Obliczenie charakterystyk y, s , s szeregu rozdzielczego
odczytów sklerometru

Lp. Przedziały 
klasowe 

y. działki 
odczytów

Liczebność
empiryczna

ni

Średnia 
przędz, 
klasowe
go y A

z •H
a• 2z .ni

i 1 2
• 13 i 12,5 - 6 - 6 36

2 13 JL 14 2 13,5 -5 - 1 0 50
3 14 i 15 5 14,5 -4 - 2 0 80
4 15 16 3 15,5 -3 -9 27
5 1 0 ł 17 3 16,5 - 2 - 6 6
6 17 + 18 4 17,5 - 1 -4 4
7 18 + 19 7 18,5=a 0 0 0

8 19 + 2 0 6 19,5 i 6 6
9 2 0 - 2 1 4 20,5 2 8 16

1 0 2 1 4* 2 2 3 21,5 OO 9 27
11 22 -Ł 23 2 22,5 4 8 32
1 2 23 -r 24 i 23,5 5 5 25

Sumy 41 -19 309

i1 = 1.8 5 - J 19
Ti 18,04 s = \'7,68 = 2, 77

?, ¡309 ,-19 ,21 i 2  -  . . .
3 = 1 L 41 + V"41 > J “ 12 ~ *

Na podstawie badania rozkładu zmiennej y w próbie staramy 
się scharakteryzować rozkład tej zmiennej w populacji. Przez 
rozkład zmiennej y rozumie się zespół prawdopodebienstw, jakie 
może przybierać ta zmienna dla wszystkich możliwych wartości y.

Dane orientacyjne o rozkładzie zmiennej y w próbie uzysku
jemy tworząc odpowiedni szereg rozdzielczy. Szereg rozdziel
czy składa się z dwóch kolumn. W kolumnie drugiej tablic nr i 
i nr 2 podane są przedziały klasowe a w kolumnie trzeciej li
czebność poszczególnych przedziałów kijowych.

Liczba przedziałów klasowych oraz icii wspólna długość za
leży od najmniejszej i największej wartości zmiennej yA czyli 
od tzw. rozstępu, który możemy obliczyć ze wzoru
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Rys. i. Histogram i dlogram dla szeregu rozdzielczego z tab
licy nr 1

Rys. 2. Histogram i dlogram dla szeregu rozdzielczego z tab
licy nr 2
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Liczba przedziałów klasowych oraz ich długość winn'a speł
niać warunek

R = c . h (2)

gdzie:
c - liczba przedziałów klasowych,
h - wspólna długość przedziałów klasowych.
Poprawnie zbudowany szereg rozdzielczy winien mieć liczbę 

"©" zawartą pomiędzy 10 a 30, zaś ęlłUgość przedziału klasowe
go "h" winna być liozbą prostą np. Ĝ L; Ĉ 2; 1, 2, 10, 20,
30 Itp.

Geometryczny obraz rozkładu zmiennej y w próbie możemy o- 
trzymać w przybliżeniu, przedstawiając szereg rozdzielozy w 
postaci histogramu, diagramu lub krzywej liczebności.

Tablica» 3

Obliczenie empirycznej dystrybuanty 
_ dla szeregu rozdzielczego z tablicy 1

Lp. Przedział klasowy
/ 2y^ w kG/em

Liczebność
Empiryczna

ni

i«k 

i» i

empiryczna
destybuanta

Pi
i 180 210 i 1 0,0250
2 210 * 240 1 2 0,0500
3 240 * 270 2 4 0,1000
4 270 t 300 1 5 0,1250
5 300 * 330 4 9 0,2250
6 330 + 360 4 13. 0,3250
7 360 ♦ 390 10 23 0,5750
8 390 4 420 9 32 0,8000
9 420 ♦ 450 4 36 0,9000

10 450 * 480 3 39 0,9750
ii 480 * 520 i 40 i,0000

i=k
gdzie Fi - i ni

1=1
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c:
>-*r. W

Rys. 5
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Na rys. 1 i 2 przedstawiono histogram i diagram dla szere
gu rozdzielczego z tabl. i i tabl. 2 (kolumna 2 i 3). Jak wy
nika z rysunku 1 i 2 rozkład zmiennej jest zbliżony do roz-
kładu N (/u,<J)-

Empiryczną dystrybuantę dla szeregu rozdzielczego z tabl. 
1 obliczono w tabl. 3.

Na rysunku 3 przedstawiono histogram i diagram kumulacyj
nego szeregu rozdzielczego z tabl. 3.

Mając szereg 'rozdzielczy Jla zmiennej y, możemy obliczyć 
char ale tery styki dla tych szeregów. Charakterystykami tymi są:

y - średnia artmetyczna w próbie, 
s - odchylenie standardowe w próbie, 
s2- wariancja w próbie.
re same charakterystyki dla populacji nazywamy parametrami 

i oznaczamy:
(h - średnia z populacji,
8 - odchylenie standardowe w populacji,
26 - wariancja w populacji.

2Oceny parametrów , CT i 6 możemy obliczyć ze wzorów:
h 2  n . . z .

(i={i = y = a + -------------------------- (3)

e 2  -  s 2 .  h 2 £ v f l -  ( S h p , , 2

.2
15 < 4 >

a .  A .  a  A j h 2  -  ( ^ i ) 2]  -  £  ( i . )

.2
Wyrażenie ^2 nosi nazwę poprawki Sheparda. We wzorach (3) i
(4) przyjęto następujące oznaczenia:

(d - ocena średniej w populacji, 
a - środek dowolnego przedziału klasowego,

A 2<5 - ocena trariancji w populacji,
h - długość przedziału klasowego,
^  - liczebność przedziału klasowego,

y.-a
z^ = —p—  - wyraża przesunięcie początku współrzędnych na osi
liczbowej o wielkość "a" oraz zmniejszenie skali na tej osi w 
stosunku h-krotnym.

£> - ocena odchylenia standardowego w populacji.
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Zmienna y ma rozkład normalny o średniej fs 1 odchyleniu 
standardowym jeżeli Jej funkcja gęstości wyrazi się wzorem

frj-jo2-

f(y) - — r p = e  2ff2 (5)

a jej dystrybuanta określoną jest worem
( y 1-<*Ł) 2

F ( y )  = * 2' C ' dy i8 )

Występującą we wzorze (6 ) całkę wylicza się z tablic podar 
nych w podręcznikach rachunku prawdopodobieństwa. W tablioaoh 
tych podane są wartośoi całki

*<*> =\ r f e J '  3 • dy (7)

Pomiędzy funkc jami §  ̂  ̂ 1 F (y) zaoho(izi 3 ^(t) +
+ 0,50. Całka jest równa polu ograniczonemu krzywą
osiami współrzędnych i prostą yA *> fc (por-, rys. 4).Całka
Jest równa polu znajdującemu się po. lewej stronie prostej 
yA a t ograniczonemu knzywą f^y  ̂ i osią s-ów (por. rys. 5 ).

Prawdopodobieństwo ^yi»’ że wartośó zmiennej y o rozkła
dzie Jest zawarta w przedziale (y^, yi2) możemy obli
czyć ze wzoru

xi (8)

gdzie:
y1 ± - y  y i 2 - y

ui 3 1 --- * 2 ■ —
P . - ocena prawdopodobieństwa w populacji, że wartośó 
y zmiennej y jest zawarta w przedziale (yilt yi2 ^’
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2Na przykład dla przedziału klasowego 390 420 kG/era sze
regu rozdzielczego z tablicy i otrzymamy

# (3,0 < y < 430) . Pyl ( M Ł  < < i 2 2 i p )  .

- Pyl (0.24 < < 0,64)

Korzystając z tablic obliczamy

Pyi =* ¡j) (0,64) - (f) (0,24) = 0,2389 - 0,0948 = 0,1441

wtedy liczebność hipotetyczna dla tego przedziału będzie rów
na

N . Pyi = 40 . 0,1441 = 5,76 

Podobnie obliczymy liczebność hipotetyczną innych przedziałów.

3. Weryfikacja hipotezy statystycznej, że wytrzymałość_____na
ściskanie ma rozkład N /., przy pomocy testu zgodności 7. 
(chi kwadrat) a ’ '

Mając wartości zmiennej losowej y w próbie a następnie ukła
dając z niej szereg rozdzielczy, uzyskujemy rozkład empirycz
ny ze względu na wytrzymałość betonu na ściskanie w kG/cm^. 
Krzywą rozkładu empirycznego (przy założeniu, że posiada ona 
rozkład normalny N/- ») możemy wyrazić wzorem

( y A- y ) 2

f, s = — ¡Lr- e 28,2 (9)
s\[2 jr

W dalszym ciągu stawiamy hipotezę, że wytrzymałość betonu 
na ściskanie ma rozkład normalny N/.. r-\ określony wzorem

m,» ' . 2
_  (yA~ćO

1 ,  c ’  21,2 (10)
(y) ”  (5\[2 sr

gdzie "en jest podstawą logarytmu naturalnego, pozostałe ozna
czenia jak we wzorach poprzednich.
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Za miarę zgodności rozkładu empirycznego wyrażonego wzorem 
(9 ) z rozkładem może posłużyć kryterium zgodności %
obliczone ze wzoru

gdzie:

i=k (n -N.P .)2
- Y \  ■ ■* v* *—  i11)“ * —* VT' D

i-i N,Pyi

P . - jest prawdopodobieństwem, wyznaczonym przez hipote- 
y tyczną dystrybuantę, że wartość zmiennej y jest za

warta w przedziale o liczebności n ^
N.P . - hipotetyczna liczebność tego przedziału,która win- 

na być >5. 2Odpowiednie tablice statystyczne podają wartości Z« odpowia
dające prawdopodobieństwom 1 — cc w zależności od liczby stop
ni swobody "r" i poziomu istotności V "  wg relacji

P{X2 > X 2a) = * • (12)

W praktyce są najczęściej stosowane poziomy istotności: 
cC= 0,05 i cC a 0,Ci. Występujący parametr "r" w zmiennej X 2 
nosi nazwę liczby stopni swobody. Dla rozkładu empirycznego 
(wzór 9) liczbę stopni swobody obliczamy ze wzoru

r - k - L - 1 (13)

gdzie: 2k - liczba składników sumy w wyrażeniu dla X',
L - liczba nieznanych parametrów wyliczonych z próby.
Dla zbadania zgodności rozkładu empirycznego (wzór 9) z 

rozkładem hipotetycznym (teoretycznym) wzór (1 0 )obieramy jed
ną z liczb ”cCn i mówimy wówczas, że sprawdzamy naszą hipotezę 
na poziomie istotności równym obranemu "oc”.

Mając obrane "<*•" i liczbę stopni swobody "r* obliczone ze 
wzoru (i3) odczytujemy z tablic odpowiadające im wartości z£„pJeżeli wartość X obliczona ze wzoru (11) okaże się mniej
sza od to hipotezę, że wytrzymałość betonu na ściskanie ma 
. zkład N^ określony wzorem (9) przyjmujemy. Innymi słowy
mówiąc, nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy, że wytrzyma
łość betonu na ściskanie posiada rozkład N ^

Przy stosowaniu testu Z2 należy sprawdzić,.czy wszystkie 
hipotetyczne liczebnośoi N. Py.̂  są nie mniejsze od 5. W prze-
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eiwnym przypadku należy przed stosowaniem testu, mniejsze 
przedziały szeregu rozdzielczego połączyć że sobą tak, aby 
każdy przedział posiadał liczebność hipotetyczną co najmniej 
równą 5. 2W tablicy 4 1 5  sprawdzono przy pomocy testu x zgodność 
rozkładu empirycznego z rozkładem normalnym N^u gj dla wy
trzymałości kostkowej betonu na ściskanie. Jak wynika z tabl. 
4. X2 = 05 > X 2 a w tabl. 5 X 2 = x\ 10 > X 2, wobec po
wyższego nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy, że rozkład 
zmiennej y jest normalny zc względu na wytrzymałość betonu.

4. Obliczenie przedziału ufności dla średniej "<“" rozkładu 
normalnego tN^lf ^ ) wytrzymałości betonu na ściskanie

Dla oceny dokładności z jaką średnia szeregu rozdzielczego z 
próby y obliczona ze wzoru (3) przedstawia wartość średnią z 
populacji, obliczamy przedział ufności dla średniej zmien
nej y.

Przedziałem ufności dla średniej,^' rozkładu jest
taki przedział liczbowy wyznaczony na podstawie znanych nam 
wytrzymałości yit w którym to przedziale zawarta jest rzeczy^
wista wytrzymałość z określonym prawdopodobieństwem. Jeżeli 
to prawdopodobieństwo jest równe 0,95 lub 0,99 to odpowiedni 
przedział nazywamy 95 lub 99 procentowym.

Przedział ufności ma kształt podwójnej nierówności i wyra
żamy go wzorem:

p(y-t« \ t 5 =ry +\St6 r v )  * i ~ x  (14)
gdzie:

tec - oznacza u - procentową wartość t, którą odczytuje
się z tablicy t - Studenta przy poziomie is-totności 
"cc" i r = N-i liczba stopni swobody,

2 *N.s - oznacza sumę kwadratów odchyleń pojedynczych wyni
ków od średniej i może być obliczona ze wzoru

N.s2 = 2 1  y2 - N.(y) 2 (15)
i=1 1

gdzie:
N - oznacza liczebność próby,
y - średnia wytrzymałość betonu obliczona ze wzoru (3),
s2 - wariancja szeregu rozdzielczego obliczona ze wzoru (4).
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Wyrażenie

<5
2N . s

N(N-1)

jest błędem standardowym średniej arytmetycznej y,
\ (n 7zaś 0- = jest óeeną błędu eksperymentalnego.

Przy liczebności próby N > 30 przedział ufności może być o-
bliczony ze wzoru

P ( y - ~ t cC< R < y + ■£=. t j  rn 1 -*  (16)
c K V n

gdzie s
R. - jest średnią wytrzymałością kostkową betonu na ści

skanie w kG/cm.
Jeżeli oznaczymy

s
\rŃ

tgc - L przy N >  30 i t^ N . s2 . 
N(N-i) =

przy N < 30, to przedział ufności kostkowej wytrzymałości be
tonu na ściskanie obliczymy ze wzoru

P(y - L. < |U « R k < y . +  L ) > l - < 4  .(17)

Chcąc obliczyć przedział ufności dla walcowej wytrzymałośoi 
betonu, należy obydwie strony nierówności podzielić przez

Hwwspółczynnik przeliczeniowy m = ■g-.
Poniżej obliczono przedział ufności dla szeregu rozdzielozego 
z tabl. 1. Charakterystyki szeregu)

N = 40, oy = 372,0 kG/cm ,
s = 75 kG/cm2,
r = 40 - i = 39.

Przedział ufności obliczono przy poziomie ufności & = 0,01, 
czyli P = i - oC = 1 - 0,01 = 0,99.
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Wstawiając do wzoru (16) wartości y i s oraz odczytując z 
tablicy t - Studenta t<* = 2,704 przy oC= 0,0i i liczbie stop
ni swobody r = 40 - i = 39 otrzymamy

P (372,0 - 2,704 < U  = Rv < 372,0 + 2,704) = 0,99
\J4Ó \fiÓ

stąd

337 kG/cm2 < fi = RR < 407 kG/cm2

Podobnie obliczamy przedział ufności dla szeregu rozdziel
czego z tabl. 2 .

Granice przedziału zmienności x zmiennej y o roz-
E I c L a .  ^  m l  I I  J

kładzie normalnym (N^ ffj) w całej konstrukcji lub badanym e-
lemencie żelbetowym, możemy określić z dowolnie obranym praw
dopodobieństwem P = i -oc, na podstawie charakterystyk uzyska
nych z prób posługując się wzorem

R , . v = y ~ t .6 (19)max(min) J

Wartość t obliczamy z następującej zależności

°*50 “ f(t) = °»5 * (1 " P)

= 0,50 - 0,5 . (i - P) (20)

Znając wartość odczytujemy z tablicy rozkładu normalnego
odpowiadającą jej wartość t. ->

Długość przedziału zmienności RQ zmiennej y wyznaczamy ze 
wzoru

R = II v - R . (21)o max min

W tablicy 6 obliczono przy pomocy wzorów (19), (20) i (21) 
wartości= f(ty  t » Rmax(min) ’ Ro przy prawdopodobień
stwie P = 0,95, 0,99 i 0,999 dla zmiennej y z tabl. 4. Wyniki 
obliczeń z tabl. 6 przedstawiono na rys. 6.



100 Czesław Lewinowski, Mieczysław Węgrzyn

Tablica 6

Obliczenie przedział^ zmienności RQ 
przy prawdopodobieństwie P = i -cp.

Lp. P=1<c ^(t) t t. 6 „ 
kG/cm y 2kG/cm Rmin 2 

kG/cm
D
max p 

kG/cm kG/cm
R
, 2 kG/cm

i 0,95 0,475 1,90 * 142 372 230 514 284 330
2 0,99 0,495 2,58 - 203 372 169 57S 406 330

3 0,999 0,4995 3,30 i 231 372 141 603 462 330
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5. Zakończenie i wnioski
Opierając się na zasadach rachunku prawdopodobieństwa i teo
rii statystyki matematycznej możemy określić wytrzymałość ca
łego elementu, dokonując pomiarów wytrzymałości w określonej 
liczbie punktów pomiarowych konstrukcji (np. przy pomocy skle- 
rometru E. Schmidta lub pobrania określonej liczby próbek). 
Potrzebna jest do tego znajomość typu rozkładu wytrzymałości 
betonu w próbie. Znając rozkład w pr-óbie możemy przy założe
niu analogicznego rozkładu w konstrukcji obliczyć średnią wy
trzymałość oraz przedział zmienności wytrzymałości całej kon
strukcji z określonym prawdopodobieństwem. Należy podkreślić, 
że wartość średnia wytrzymałości w całej konstrukcji nie jest 
nam znana a wiemy tylko, że jest ona zawarta w określonym 
przedziale,

Prawdopodobieństwo występowania małej wytrzymałości w sto
sunku do wartości średniej y (którą powinna być równa projek
towanej marce betonu) jak i dużej wytrzymałości jest bardzo 
małe (patrz tabl. 4 i 5 kolumna 4) i dąży ono do zera w miarę 
oddalania się tych wytrzymałości od wartości średniej. Jak 
wynika z przeprowadzonych obliczeń rozkład wytrzymałości be
tonu jest typu normalnego (N^ •

Opisana metoda pozwala więc w stosunkowo prosty sposób, 
przy wykorzystaniu danych doświadczalnych, zweryfikować hipo
tezę statyczną w oparciu o rachunek prawdopodobieństwa.
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nPMMEHEHHE TSOPMH BEPOBTHOCTJl K CTATHCTlWECKOfl MATEMATMECKOfi TEOPKi 
JUH OHaiKM PE3yji)TAT0B HCCJĘTOBAHIW UPOHHOCTH BBTOHA

C o * e p * a H H e

B CTaTbe oimcaH mctoj onpeseJieiniH iipohhocth SeTOHa c npHMeHeHueM Teopmi Bepo- 
KTHOCTH H MHTeMaTKHeCKOfi CTaTHCTHKH. Bana npHHOTa rHnOT63a O TOM, 'iTO npOH- 
hoctb deTOHa aaHHoro oJieweHTa meet paonpeaê emie N ((u, a) nocjie a ero OHa da
na npoBepeHa c noMommo KpaTepoa B nccjieflyeMHX cjiyqanx He óhjio ocHOBaroik
om Toro, htoóh oTÓpocHTB 3Ty ranoT63y. B ganBHekmek hhcth paccHHTHBajmcŁ ao- 
BepHTeJtŁHue zHTepBaJiH hpohhocth oeTOHa uccjeayeMHX BJieMeHTOB npa BepoflTHocTH
p = 1 -

A PPLIC A TIO N  OF CALCULUS OF P K t P A B I L I T Y  ANJJ MATHEMATICAL 
S T A T I S  i' I C S  TiiliOKY TO EVALUAUON OF CONCUHTE S1HENGHT 
T E S T S  L E aU L T S

S u m m a r y

This paper deals with the me¡hod of determination of concrete 
strenght, by application of calculus of propability and mathe
matical statistics. The adopted hypothesis was that the con
crete strenght of a given el ment has a pattern g.̂ , This
hypothesis was then verified by means of criterion . The 
investigated examples gave no reason to reject this hypothe
sis. Then, there were ealcul ted the confidence limits of
concrete strenght of tested elements at propability p=i


