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OBLICZANIE RUROCIĄGÓW SAMOKOMPENSACYJNYCH 
Z UWZGLĘDNIENIEM WPŁYWU PODWIESZEŃ SPRĘŻYSTYCH

Streszczenie. V/ pracy przedstawiono sposób 
obliczania rurociągów samokompensacyjnych, 
o pośrednich podwieszeniach sprężystych, z 
uwzględnieniem wpływu obciążeń mechanicz- 
nych i niemechanicznych.

Zastosowanie prostej metody eliminacji 
niewiadomych sprowadza obliczenia każdego 
schematu (dowolnej konfiguracji przestrzen­
nej), niezależnie .od liczby pośrednich pod­
parć sprężystych, do rozwiązania układu 
równań liniowych o sześciu niewiadomych 
(niewiadomymi są uogólnione siły i prze­
mieszczenia występujące w skrajnych prze­
krojach pręta).

Podstawowe relacje podano w formie ma­
cierzowej z zastosowaniem wskaźnikowego 
sposobu notowania sum.

Y/stęp

W pracy przedstawiono zagadnienie obliczania rurociągów 
amokompensacyjnych, poddanych, działaniu obciążeń mecha- 
icznych^) i niemechanicznych^, z uwzględnieniem wpływu

sa
nic
pośrednich podwieszeń sprężystych.

1)'Obciążenia zewnętrzne.
7Upływy termiczne i wpływy osiadania podpór.2)
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Zastosowanie prostej metody eliminacji niewiadomych 
sprowadza obliczenia każdego schematu (dowolnej konfigu­
racji przestrzennej), niezależnie od liczby pośrednich 
podparć sprężystych, do rozwiązania układu równań linio­
wych o sześciu niewiadomych.

Założono, podobnie jak i w innych pracach dotyczących 
statyki rurociągów, liniową sprężystość układu oraz pomi­
nięto, jako drugorzędny, wpływ sił tnących i osiowych na 
stan odkształcenia. Podstawowe związki i relacje przed­
stawiono w formie macierzowej z zastosowaniem wskaźniko­
wego sposobu notowania sum (obowiązuje sumowanie podług 
wskaźnika powtarzającego się, przy czymoc,/3,y,/x= 1 , 2 , 3 ),

Proponowany sposób obliczeń przygotowany został z my­
ślą. o zastosowaniu elektronowych maszyn cyfrowych.

Stosowane oznaczenia

x^, x£C'- współrzędne prostokątne,
r, tę - współrzędne biegunowe,
p - intensywność obciążenia rozłożonego,
i .
pec - wektor siły, równoległy do osi przyłożo­

ny w punkcie i,
i
Mpc ** wektor momentu, równoległy do osi xa , przy­

łożony w punkcie i,
i
Upc - wektor przemieszczenia punktu i, równoległy

do osi xa ,

oj - wektor obrotu przekroju poprzecznego w punk-
00 cie i,
i
û , - wektor przemieszczenia punktu i od wpływu

temperatury; przesunięcie obliczamy dla ukła­
du bez pośrednich podwieszeń z tak zmodyfiko­
wanymi podporami skrajnymi aby umożliwiały 
swobodną dylatację rurociągu,
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i - ’■rektor wymuszonego przesunięcia punktu i,
u«c

fi - wektor '.-wymuszonego obrotu przekroju w punkcie i,

c,c - współczynniki charakteryzujące sprężystą podatność 
podpory,

1, Wzory transformacy.ine dla dowolnego elementu rurociągu 

Nazwijmy:
e l e m e n t e m  rurociągu jego część liniową lub 

łukową, o stałych sztywnościach przekroju poprzecznego, ob­
ciążoną układem znanych sił zewnętrznych,

g a ł ę z i ą  - układ złożony z elementów rurociągu za­
warty pomiędzy dwoma węzłami lub węzłem a podporą,

w ę z ł e m  - punkt, w którym zbiegają się co najmniej 
trzy gałęzie rurociągu.

W z o r a m i  t r a n s f o r m a c y j n y m i  na­
zwiemy relacje wiążące wielkości uogólnionych sił i prze­
mieszczeń w dwóch przekrojach ograniczających element ruro­
ciągu.

Rozpatrzmy (rys.l), element ik rurociągu o dowolnej 
konfiguracji przestrzennej poddany działaniu obciążeń me­
chanicznych i niemechanicznych; w punkcie i elementu przeło­
żone są^uogólnione siły ?oc i Mpj oraz uogólnione przemiesz­
czenia û . , a>£. (dla oc = 1, 2, 3).

Oznaczmy przez:

- podstawowy układ współrzędnych elementu o początku 
w skrajnym punkcie i i wersorach e# , otrzymany
przez równoległe przesunięcie układu wspólnego dla 
całego schematu rurociągu (wektor e2 usytuowany 
jest pionowo).
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- układ współrzędnych o początku w dowolnym punkcie 
i+1 elementu i wersorach ê '; wektor ey, jest 
styczny do krzywej, e2' leży na normalnej głównej 
a ey - na binormalnej.

Cosinusy kątów zawartych pomiędzy wersorami e^ i ea < 
określono jako:

def
V / 3 =  c0BCV* e/3}

Korzystając ze wzorów podanych w [7] str, 38 można po­
dać następujące związki pomiędzy uogólnionymi siłami i 
przemieszczeniami, w przekrojach i i i+1:.

3
i+1 i r

== P«r+ (1.2)

1 ‘ 5  °  S  

«  - v  T« i > y  ’«J»!Jcx,dx - / y  (1-3)
i+1
M,

o 
5

i+1

5 0 5i+1 i i  P P
V  = UCC+ V ( 3 w/3 + Tcc(2 jyp>(^d k  Tc c /3 ^  3/3 ( ^ ) d *  ( 1

o
W powyższych wzorach:

def
TcC/3 " ^ ^ oc/SV x V (1*6)

gdzie: jest symbolem RICCIEGO.
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Jednostkowy kąt obrotu przekroju poprzecznego, prosto­
padłego do osi przekroju, określa relacja?

)cc= " s cc/3 m|3 ( 1«7)

przy czym:

Scc/3 = k ocl * k (31 ’ S 1 ’ 1 ’ + kcc2’ k /32’ S2 ’ 2 ’ + k c c 3 ’ k (33 S^ 3’

(1.8)
gdzie, dla cienkościennego przekroju pierścieniowego:

8 —  ̂ Ci q .1 3 1 C -i q^
1 ’ 1 ’ “ GJQ " El  ’ 2*2* “ E l  ’ 3*3 '  3CEI U  ■'

symbolem 3€ oznaczono liczbę ORMANA.

Eliminując ze wzorów 1.4 i 1.5 oraz przyporządkowując 
wielkościom uogólnionych sił i przemieszczeń w przekroju 
i+1 - wskaźnik sumacyjny (d, a w przekroju i - wskaźnik cc, 
po przekształceniach otrzymamy poniższe w z o r y  
t r a n s f o r m a c y j n e :

s
i+1 i

f
P (3 "  J p« dX ' )

. 1 . s1+1 1 1
11 (3 <W ioc + T(5oc poć + T(łocJ  PK  j  ̂ u K dX

( 1 . 1 1 )
o

s
i+1
W|3 " ‘W  wcc - ôcc Moc J dk " Pcę/ SĄu t/ioc dA* +

i* ° s ° X
J  / poc ^ + J  J T/m Cpcc r ^ ( 1 •12)
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1+1 1 1 1  p n

uß = ̂¡3ofuoc + T$ v ̂ Vccuoc + ^u«?Koe ' 1 T0v dA> _T0 y  ,J\$ud^
o

s

+ pa?( j  ~/3v T/xcc d "̂ ~ T^v [ S”'$u V 00
o «/o
s A. s A.

•+ T/3V J(3,yu j TJucc 00' dtr " T^v J* d̂ d** *

+

o o 

s \ 

I (Tao 3,)ł( T,i v V > | p« dr)dA-"J(V  v i v 13« ^ ^ ’ (1*13)
0 o

w przytoczonych wzorach <5^ oznacza symbol KROHBCKERA.

2. Podstawowe DO.iecia, 'równania i wzory proponowanego spo­
sobu obliczeń

Wprowadzając oznaczenia macierzy 3 x 3 :

'\lP  = [ T|3of] * AiP = [ J T(3V °V/i Tp c  dk  _T0vJSV/i. ^
o o

s s

AojP [ "  J  sąu V 00 dA>]  5 dX~T(dvßyu dA]
o 0 0

s

AwM = [-</U0^JĄu dA-J > Aaa) = [^Vdct/3v]
(2.1)
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BT
" [ W p«  d X ]

s s

\  = £ T0CCJ poc d k ~ J  T(3cc p«c d \ j

s A s A.

B(tf = f /  " ^ J ^ 00 >0C d r ^d ^  T̂ o J pcc d^ d *-j
(2.2 )

B = u

s A

r/3v j  0(£

S A

w j(s yu Tiaoc J poc
o o

A s A"JV̂x T/i0C JPCC dT')d'k ~ ĴT(3V SyuJTjucc %
o o

s
+- 
-’o

dr)dA - T ^ j C s ^  jp„ dr)dX. +

dr)dA

wzory transformacyjne 1.10 -i- 1.13 można podać w operatywniej- 
szej dla dalszych obliczeń formie macierzowo - wskaźnikowej 
(ą/mboleml oznaczono macierz jednostkową):

¡i 0 0 0~ V "BP

I;I<3 Ph I 0 0 Mcc ■̂.1

% " 'W ACJM I 0 <*cc
+

B*
u„ A „ A A I B

_ 0 _uP uli u&> cc i u
■.+1

(2.3)

i,i+1
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lub krócej:

fr] i+i - Tt W  i + GO i,i+i (2.4 )

def
gdzie: [w] ±+1 —  [P^ , ^  (2.5)

W powyższych relacjach trójkątną macierz blokową na*» 
zywać będziemy m a c i e r z ą  t r a n s m i s j i  ele­
mentu i, wktor [ą] - k o l u m n ą  o b c i ą ż e n i a  
(lub kolumną wpływów mechanicznych), a wktor (w]. - k o ­
l u m n ą  u o g ó l n i o n y c h  s i ł  i p r z e ­
m i e s z c z e ń  dla przekroju i+1.
W podobny sposób sformułowane związki można, dla zagadnienia 
jednorodnego, znaleźć u MARGUERRE’a [3] ,
j Przyjmijmy z kolei, że pomiędzy sąsiednimi przekrojami 
i i i  (rys«2) znajduje się podpora sprężysta, przekazują-

Rys. 2
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ca na układ siłę i moment (dla uproszczenia oznaczono da­
lej odcinek i-1, i przez i, a i, i+1 £rzez i+1).

Zakładając ciągłość równania osi odkształconej i jej 
pochodnej, przy przesunięciu przekroju z i' do i", win­
ny być spełnione następujące warunki:

. n . / .n . i
X 1 X X

geometryczne: u^ = u^, ojß = u)ß (2 .6 )

i" i' i i" i' i
i statyczne: Mg = AMyJ P^ = P^ + ¿g^APy (2.7)

i i
w których APy i AMy oznaczają oddziaływania podpory 
sprężystej.

‘Wprowadzając zgodnie z rys, 2;

def def
kC|3 =  c o s  ( ec» V »  k£/3 =  c o s  V  ( 2 *8)

APy i A  My określić można jako:

= - °kcykc(3 (uß + Ujj + y

A M V = C cy *cßw l3

( 2 . 9 )

(2.10)
Definiując macierze:

def
R. =  x

B

0

0 0

H  [”Skgyk5ß] 
0 [I]

I-C k k a ]L cy c(3J
0

0

DÜ

(2,11)
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gdziej

[- ko(j] - C

k2c1 kę1 kc2

c2

k „ k c1 c3

k _ k c2 c3

°3

(2.12)

[ -  a =y k=|ł] -  -  5

kc1 kc1 k?2 kc1 k?3

ki52 ^ 2  k53

4 >

( 2 . 1 3 )

oraz:

def
ck c y V " 0  + u<3 )

o

o

gdzie•

[ -  c ^cykc p ^  + u(3 0

( 2 , 1 4 )

-C(kc1(u1+"1)+kc2(u2+u2)+kc3(u3+u^k

( 2 . 1 5 ) 1

c1

c2

“c3



Wojciech. Sitko

[- ' '°(k^  Sl +k52 "2 + -3
c1

k„.c2

* c3-

( 2 . 1 6 )

możemy uczynić zadość warunkom 2.6 i 2.7, przemnażając ko­
lumnę uogólnionych sił i przemieszczeń dla przekroju i’ przez 
macierz Ta zwaną dalej m a c i e r z ą  p r z e j ś c i a  
oraz dodając do otrzymanego iloczynu k o l u m n ę  
w p ł y w ó w  n i e m e c h a ń i c z n y c h  pf] . ,

(2,17)
[w] i" = R± Iw]., + |

Ha podstawie (2.4; można określić [wJi* j.ako:

Mi* = Ti  M i_1 + M  i (2.18)

Podstawiając do 2.17 prawą stronę równania 2.18 otrzymamy?

M  i" = R±Ti [w] i.T + Ri  M i + M i i2-19)

to proste podstawienie eliminuje z 2.17 wielkości [w]./ o 
Relacja 2.18 wî ,że wielkości uogólnionych sił i przemieszczeń 
w przekrojach i i i; .

Z kolei?

W  i+1 R+1 H ±" + 6 1  i+, ( 2 . 2 0 )

Wprowadzając w miejsce [w]̂ ' prawą stronę relaaji 2.19 otrzy­
mamy»

M i+i = Ti+ 21;i Ti H i - i + -i+i Ri M i  +[rilj+i+ Ti+ iM i(2.2 1)
kolejne podstawienie wyeliminowało z 2.20 wielkości Mi".
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W podobny sposób, dla n - elementów rurociągu rozdzie­
lonych podporami sprężystymi, otrzymamy związek pomiędzy 
wielkościami uogólnionych sił i przemieszczeń w przekro­
jach n i początkowym - 0 (dla n ^  3)s

i=1

W n - ( T ^ n  nlTi) [w] J  2  n  t r  BJ+CĄ,
1=1 n=n 0 0

i=n-1 j=i+t
J

d*

+ T JXI
i=n-2 j=i+1
. 2  n  P O t  + r a n_i1=1 3=łî *1

( 2 *22 )

Dzięki zastosowaniu wspomnianej prostej eliminacji 
niewiadomych, n i e z a l e ż n i e  o d  l i c z b y  
p o ś r e d n i c h  p o d w i e s z e ń  s p r ę ­
ż y s t y c h !  l i c z b y  e l e m e n t ó w  r u ­
r o c i ą g u ,  r e l a c j a  2,22. z a w i e r a
p r ó c z  z n a n y c h  w a r t o ś c i  t y l k o
w i e l k o ś c i  u o g ó l n i o n y c h  s i ł  i 
p r z e m i e s z c z e ń »  k t ó r e  w y s t ę p u j ą
w p r z e k r o j a c h  p o c z ą t k o w y m  0
i k o ń c o w y m  (lub pośrednim) n,

W odróżnieniu od dotąd stosowanych sposobów zapisów 
(por, np. [1]-, [2]» 00, [5]) związek pomiędzy wielko­
ściami uogólnionych sił i przemieszczeń (w przekrojach O
i. n) przedstawiono w postaci sum składników, z których 
pierwsza, charakteryzuje zagadnienie jednorodne, druga, 
ujmuje wpływ obciążenia mechanicznego, trzecia - wpływy 
niemechanicznej relacja taka ułatwia przeprowadzenie ana­
lizy wpływów poszczególnych składników na wielkości 
uogólnionych sił i przemieszczeń rurociągu.

Związek 2,22 wyprowadzono przy założeniu, że pomiędzy 
sąsiednimi elementami rurociągu usytuowana jest podpora 
sprężystaj: brak podpory (np. w przekroju i) określa:

R± = I) H i  - O (2.23)
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Wielkości niewiadome (por. 2,22) wyznaczamy wykorzy­
stując warunki brzegowe, które określa sposób podparcia 
obu końców gałęzi rurociągu. Dla rurociągu o dowolnej 
konfiguracji przestrzennej (po sześć warunków brzegowych 
dla każdego końca gałęzi), otrzymamy do rozwiązania układ 
sześciu równań liniowych. Po określeniu z warunków brze­
gowych wektora M o ,  możemy obliczyć wielkości uogólnio- 
sił i przemieszczeń w dowolnym przekroju pośrednim np, fc, 
kładąc w 2.22 n = k.

Wyznaczone z układu równań wektory uogólnionych sił i 
przemieszczeń są równoległe do układu osi współrzędnych 
Xqi moment skręcający, momenty zginające, siłę osiową 
oraz siły tnące, w każdym przekroju poprzecznym, określa­
my z relacji;

V =  kcc'(b M(3i Pce' = koc'/3 P/3 ( 2 »24)

3. Przykład lic‘zbowy

Obliczyć w samokompensacyjnym rurociągu parowym (o ciś­
nieniu wewnętrznym 90 kG/cm2 i temperaturze pracy t=250 C)
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uogólnione siły i przemieszczenia w punktach 0, 1 iQ6, 
uwzględniając wpływy: zmiany temperatury o ^t = 500 C 
i ciężaru własnego układu.
Dane;

D = 318 mm, t = 12 mm, p = 100 kG/mb,
El = 2200 Tm2, oct = 1,327.10”5, liczba KARMA.HA
jC= 0,502 współczynnik sprężystej podatności podpór
C — 65,893 kG/cm,
długóśó elementów liniowych L = 6,0 m,
promień gięcia elementów łukowych R = 1,60 m.

Dla uproszczenia obliczeń i przejrzystości zapisu, wiel­
kości obliczeniowe wyrażono przez umowne jednostki porów­
nawcze: dla długości 1 = 2 m i dla sił P = 100 Tj: 
kolumny wpływów mechanicznych i niemechanicznych przemno­
żono przez stały współczynnik, m = 100.

Obliczenia przeprowadzone zostaną wg następującego 
schematu:

1) rurociąg bez uwzględnienia wpływu podwieszeń sprę­
żystych poddany działaniu wpływów termicznych,

2) rurociąg podwieszony sprężyście w punktach pośred­
nich (rys. 3) poddany działaniu wpływów termicz­
nych,

3) rurociąg podwieszony sprężyście w punktach pośred­
nich poddany działaniu wpływu ciężaru własnego.

Po zestawieniu współczynników macierzy transmisji i 
kolumn wpływów mechanicznych i niemechanicznych oraz po 
wykonaniu obliczeń (obliczenia przeprowadzono na maszynie 
cyfrowej H I C  - 1) otrzymano układy równań liniowych 
podanych w tablicach 1, 2 i 3; otrzymane w wyniku rozwią­
zania układu równań siły i momenty w przekroju 0, a na­
stępnie uogólnione siły i przemieszczenia w przekrojach 
1 i 6 zestawiono w tablicy 4.
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W n i o s k i  
I. Wnioski ogólne

1. Zastosowanie prostej zasady eliminacji niewiadomych 
sprowadza obliczenia każdego schematu, dowolnej konfiguracji 
przestrzennej, niezależnie od liczby pośrednich podwieszeń 
sprężystych, do rozwiązania -układu równań liniowych o sześ­
ciu niewiadomych (niewiadomymi są uogólnione siły i prze­
mieszczenia występujące w skrajnych przekrojach pręta).

2. Techanika obliczania sprowadza się do prostych w 
działaniu dodawania i mnożenia macierzy, niemniej jednak:, 
proponowany sposób przygotowano z myślą o wykorzystaniu 
elektronowych maszyn liczących, zaprogramowanie całego 
schematu obliczeniowego może w znacznym stopniu uprościć i 
zautomatyzować obliczenia.

3. Prowadząc obliczenia jako funkcje C. (lub C.), można 
otrzymać (przechodząc w końcowych wynikach uogólnionych sił 
i przemieszczeń do granicy C?-“), rozwiązanie dla podpory 
płaszczyznowo przesuwnej, zagadnienie to szerzej omówiono i 
zilustrowano w [6] .

IX. Wnioski wypływające z przeliczonego przykładu liczbowe­
go

4. Wprowadzenie, dla przejęcia wpływów obciążeń mechanicz­
nych, podwieszeń sprężystych ograniczyło swobodę samokompen- 
sacji rurociągu i spowodowało powstanie w układzie znacznych 
sił i przemieszczeń (schemat obliczeniowy i).

5. Układ pionowych równoległych podwieszeń sprężystych nie 
wpływa bezpośrednio na wielkości momentów Mg i kątów obrotu 
oj, ', zależą one wyłącznie od sił i momentów występujących w 
skrajnych przekrojach (zamocowaniach) układu. Potwierdzenie 
słuszności.omówionego wniosku można otrzymać porównując rów­
nania określające kąt obrotu o) dla schematów obliczeniowych 
1, 2 i 3 (drugie równania w układach równań podanych w tabl. 
1, 2 i 3).
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Obliczanie rurociągów samokompensacyjnych. »•.

6. Otrzymane wyniki wskazują, że niejednokrotnie przyjmo­
wane przy obliczeniach rurociągów samokomoensacyjnych zało­
żenie pomijalności wpływu podwieszeń (tzn. podwieszenia 
przejmują tylko wpływ obciążeń mechanicznych nie utrudnia­
jąc samokompensac ji ule ładu) nie we wszystkich przypadkach 
jest uzasadnione.

LITERATURA

D  ] ARGYRIS J.H. Die Matrizentheorie der Statik, Ing. Arch. 
XXVI, 1958.
FALK S. Die Berechnung von Rahmentragwerken mit Hilfe 
Ubertragungsmatrizen, Zeitschrift für Ang. Math, und 
Mech. Band 37 Nr 7/8, 1957,
MARGUERRE K. Matrices of Transmission in Beam Problems, 
Progress in Solid Mechanics - vol. I, I,N. Sneddon R. 
HILL Editors North - Holland Publishing Company, 1960.
PESTEL E. Anwendung der Deltamatrizen auf inhomogene 
Problems, Ing. Arch. XXVII, 1959.

[j?l P0N0MARI0W K.K. Obliczanie belek ciągłych metodą macie­
rzową, Inż. i Bud. XVII - 1960 Nr 1 i Nr 2.
SITKO W. Kilka uwag o obliczaniu belek na podporach 
sprężystych sposobem macierzowym, Zeszyty Naukowe 
Pol. Śląskiej, Budownictwo 13»
WOŹNIAK C. Statyka rozgałęzionych przestrzennych ruro­
ciągów samokompensacyjnych. Rozpr. Inż. 1, 11 (1963).

Wpłynęło 14.01.1965 n.



24 Wojciech Sitko

PACT3 T CAM0K0MHEHCA11H0HFHX TPyEOIIPOßOaOß
c mroM ßJHHHMH ynpyna hojibecok

P e 3 d m e

B CTaTte npeacTajBJieH cnocoó pacnera caMOKOMneHcamioHHHx TpydonpoBoaoB c mho- 
mMH npoMBxyTOHHHMB vnpyraMH noÄBecjcaMH nos aeźcTHeM npoH3Bo/n>Hofl HarpyaKH.

UpHMeHeHHö npocToS sja.rn .m vm  HensBecTHKx hphboott pacaer Kaawoü cxeMU 
(npoH3BOJH>Hoä KOH$Brypaura) HeaaBHCKMo o t th c jb  ynpyrmc nosBecoK k pac^ery 
CHCT6MH JIHHeftHHX ypOBHeHHÜ O meCTH HeH3BeCTHHX (H6K3B6CTHH6 9TO CHJIH, M0M6HTH 
nepeMemeinw u y rm  oóopora b KpaftHux ejiockoctot ceaeraw CTepxerw).

BERECHNUNG- DER KOMPENSATIONROHRLEITUNGEN 
AUF ELASTISCHEN STÜTZEN

Z u s a m m e n f a s s u n g

Der Artikel betrachtet über einem Berechnungsverfahren 
für beliebig belasteten Kompensationrohrleitungen auf 
elastischen Stützen.

Die Anwendung einfacher Eliminationmethode führt die 
Berechnung der statisch unbestimmten Systemen mit belie­
bigen Zahlen der elastischen Stützen zur Auflösung einer 
Gruppe von 6 linearen Gleichungen mit 6 Unbekannten.

In der Arbeit wurde die Matrizentheorie und die Kern­
indexmethode ausgenützt.


