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SZCZEPAN WYRA

ELIMINACJA WSPÓŁCZYNNIKÓW RÓWNAŃ KANONICZNYCH 
PRĘTA PRZESTRZENNEGO POPRZEZ TRANSLACJĘ 
SIŁ NADLICZBOWYCH

Streszczenie. Artykuł omawia sposób wyzna­
czania położenia osi sprężystych dla pręta 
przestrzennego oraz ich i własności re­
dukcyjne*. Transformacja sił na osie sprę­
żyste prowadzi do częściowej eliminacji 
niediagonalnych elementów macierzy liczb 
wpływowych, co wpływa na ułatwienie rozwią­
zania układu równań kanonicznych metody 
sił.

1. Wśród bogatej literatury poświęconej zagadnieniom 
układów prętowych, stosunkowo mało miejsca zajmuje pro­
blematyka poszukiwania uproszczeń w obrębie równań linio­
wych, do których prowadzi obliczanie układów statycznie 
niewyznacżalnych. Większość opracowań w tej dziedzinie 
dotyczy układów płaskich i bazuje na koncepcji grupowych 
niewiadomych (przedstawionej ra.in. w pracy [6]), czy też 
na wykorzystaniu własności redukcyjnych bieguna spręży­
stego (por. D 3 ) .  Z nielicznych prac podejmujących pro­
blematykę uproszczeń przy obliczaniu pręta przestrzenne­
go wymienimy P O » D O » CG, [7].. Niniejszy artykuł jest 
przyczynkiem do powyższej tematyki i traktuje o pewnym 
sposobie wyznaczania położenia osi sprężystych dla pręta 
przestrzennego.

Transformacja niewiadomych na te osie prowadzi do czę­
ściowej redukcji niediagonalnych współczynników równań 
kanonicznych metody sił, a w związku z tym wpływa na 
ułatwienie rozwiązania układu równań, W rozważaniach za­
stosowano wzory transformacyjne podane w pracy [8], Celem 
zwięzłego przedstawienia poszczególnych przekształceń wy-
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korzystano w pracy elementy rachunku macierzowego, który 
znajduje coraz szersze zastosowanie w statyce konstrukcji 
(por, p])# Artykuł stanowi fragment obszerniejszego opra­
cowania po]*
2, Niech będzie dany pręt przestrzenny AO, obustronnie 
doskonale utwierdzony poddany działaniu wpływów Wewnętrz­
nych (rys, 1 ),

Przyjmijmy jako wielkości nadliczbowe wektory momentu 
i siły w zamocowaniu 0, Oznaczmy wektor momentu przez M, 
wektor siły przez P. Obierzmy w środku masy przekroju 
początek kartezjańskiego ortogonalnego układu współrzęd­
nych 0x ^ X 2,x-j. Rozkładając wielkości II i P na kie­
runki xlfx2, otrzymujemy układ sześciu wielkości sta­
tycznych Ilj, Mg, ŁLj, P<|, Pg» P3 , obciążających przekrój 0.

Zwolnijmy przekrój 0 od zamocowania i uzewnętrznij­
my działające nań wielkości nadliczbowe. Otrzymany układ 
zastępczy, równoważny statycznie układowi rzeczywistemu, 
w postaci wspornika, jak na rys, 2, Układ ten traktować 
będziemy w naszych rozważaniach jako wyjściowy układ pod­
stawowy.
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Swobodny koniec 0 pręta na skutek działania wpływów 
zewnętrznych doznaje pewnych przemieszczeń. Oznaczmy wek­
tory tych przemieszczeń przez u) i u, przy czym tu niech 
będzie wektorem małego obrotu przekroju 0, u - wektorem 
przesunięcia środka masy tego przekroju.

Rys. 2

Składowe wektorów a> i u zorientowane wzdłuż osi 
x-j 9 x2, x^ nazwijmy odpowiednio przez al^, tu^9 u1,
L i  ^  j)  ^ ^ 3 0

Warunki identyczności odkształcenia układów rzeczy­
wistego i podstawowego prowadzą do równań kanonicznych 
metody sił.

Równania te, opisujące zależność między przemieszcze­
niami końca wspornika a działającymi nań wielkościami 
nadliczbowymi, można przedstawić w następującej postaci 
macierzowej:
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A 1 1 A 1 2 A 1 3 B 1 1

CSJ
r— B13

A 2 1 A 2 2 A23 B 2 1 B 2 2 B23

A31 A32 A33 B31 B32 B33

B 1 1 B2! B31 C 1 1 C 1 2 C13

B 1 2 B 2 2 B32 C21 C 2 2 C23

B13 B23 B33 C31 C32 C33_

gdzie macierz (6 x 6 ) jest macier 
symetryczną względem głównej prze

Równanie (1) możemy zwięźlej p 
wy system oznaczeń w połączeniu z 
zgodnie z którą należy sumować po 
ry się powtarza, np,:.

df
V/3 * H |3 ** ^

Otrzymujemy wówczas

Acc(3 Boik

_E/3i  CikJ L PkJ j  ’

3.v Przyjmijmy nowy układ podstawo
na trzy proste skośne, równoległe
Siły te działają na punkt 0 prę 
skończeniem sztywnych ramion (rys

X ) *'Ogólne wzory dla liczb wpływo 
zostały przedstawione m.in. w

i...- 
'

F—1 
1_____

1

m2 c o 2

m3 = OJtj

P 1 U 1

P 2 U2

1

PM 
____

1

------1
(’'I

3
1

x),ą liczb wpływowych , 
:ątne j .
dać stosując wskaźniko- 
konwencją sumacyjną, 
ług tego wskaźnika, któ-

A/3oc

i, k = 1 , 2 , 3 )

y przenosząc siły P^ 
do osi , x2 f x^. 
a za pośrednictwem nie- 
3).

pręta przestrzennego
y [9j.
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Wprowadźmy nadkreślenia (-) celem zaznaczenia wielko­
ści odpowiadających nowemu układowi podstawowemu.

Równania kanoniczne metody sił przyjmą teraz postać 

Berii

_B|3i 

gdzie:

CL,

'  M/3

__
_
i

A
...

i•H

aoc/3 ~ A(dcc

cik 'ki (3)

L /3x

"V
A-
uoc

-V

Cik-

(cc t (5 , i, k = 1» 2 , 3) 

jest nową macierzą liczb wpływowych,

kolumną nowych wielkości nadliczbowych,

kolumną przemieszczeń w nowym układzie 
podstawowym.

Łatwo sprawdzić, że warunki równowartości sześciu 
wielkości P^ oraz sześciu wielkości Pi prowa­
dzą do równości
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oraz
M

fi

\  J

W  "  T/3i
O

I
. pi_

(5)

W równaniach tych Tak jest dwuwektorem postaci

k
T- Lf Ceck txkl * (6)

w którym Ć ^ l  symbolem Ricciego

^ s 0 gdy cc= k, cc- 1, k .= 1 \

^ockl = + 1 przy permutacji parzystej j

^ockl = ~ 1 Przy permutacji nieparzystej/,

za® 4 c|3 ^ik^ '3'esi: symbolem Kroneckera

4q3=  ̂ ^^ik = ^  d oc = (3 (i = k)

4*0= °> (<5ik = °) dla °c  i  P (i i k)/.

Ha skutek transformacji wielkości nadliczbowych na­
stąpiła zmiana liczb wpływowych, którą można opisać przez 
równanie macierzowe (por, Qs_J):

V/3 Bcck 

L5 |3i ° i k j

$ u c c  0

-T  . 8 ■ L iui rzJ _BVr CrsJ

" Bvk

o <5sk _
(7)

skąd;

V/3 - ACC/3 (8)
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Bo li = Bock “  kccH * T/3k
( 8)

^ ik  C'ik + V  * V v * Tvk "  V k + B/ ik

Podstawiając do (8 ) 2 prawą stronę (6) i kładąc

Bock = 0 ( przy 00 *  k ^ (9)

otrzymujemy układ równań

B21 + A22
1

* *3 - A23
1

. ¿2 = 0

.B31 + A32
1

* x3 - a33
1

. x2 = 0

J B12 - A11
2

• *3 + a13
2

• X, = 0
*

. B32 - A31
2

♦ + a33
2

. X, o 0

f B13 + A11

3
. X, - A12

3
. x 1 = 0

1 B23 -
A21 . 4 + a22

3
‘ X1

=  0

( 10)

Równania (10) przedstawiają geometrycznie trzy pary 
płaszczyzn równoległych do f X2, 3^.

Krawędziami przecięcia się poszczególnych par płasz­
czyzn są proste skośne określone przez równania

4- A22*B31,"A23*:B21
2 = 2 

A22*A33“A23
l  ( 1 1 )

A A  —A22* 33 23

? A13«B12~A11łB32
1 = 2 1 

A1 1 •A33”A13

2 A33*B12~*A1 3 * B32
3 = 2J A A —A11 33 13

(12)
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3 A11*B23"A12*B13X* = o . i
3
X r

A11*A22“A12

A12 *B23**A22 *B13 

A11*A22“A12
(13)

Zgodnie z (8) i (9) relacje na poszczególne liczby 
wpływowe przyjmą postać

A11 = AH

A12 = I 21

A13
= a31

A22 = a22

A23
= I 32

A33
= A33

B11 = B11

B 22 = B22.

B33 = b 33

b 12 -  b 21

© u -  C11

C i 2 -  Ć2i

C"1 3
= Ć31

C22 = c 22

= A12 m m
A21

li
wm

X = A31

- A23 = A32

1 1
+ a 12 0 * 3  ” A13 * x2

2 2l > ro 0 * 3  + A23 * *1
3 3

+ a31 0 x2 - A32 * X1

= b 1 3 = B31 1= b23 =- 532 = o
1 1

+ B21 0 X3 “ B31 * X2
1 1

= C12 + B22 . x3 - B32 • ^2

1 1

U a U) + B23 . X3 - B33 * ^
2 2

** B12 0 x3 + B32 * X 1

- B,'11 * *3 
3

(14)



34 Szczepan Wyra

C23 “ °32 " C23 ” B‘13 * *3 + B33 * X1 “ B22 *
3 3

C-33 = C33 + ^ * X2 ** ^23 * X1

(14)

Wyznaczone trzy proste, tzw, osie sprężyste charakte­
ryzują się zatem szczególnymi własnościami, mianowicie:

S i ł a  działająca wzdłuż jednej z prostych nie po­
woduje obrotów wokół dwóch pozostałych prostych.
Z zasady Bettiego wynika, że:

M o m e n t  działający w płaszczyźnie prostopadłej 
do-jednej z prostych nie powoduje przesunięć w kierunkach 
dwóch pozostałych.

Zmianę kolumny przemieszczeń przy przejściu do nowego 
układu podstawowego opisuje relacja (por. (jbJ)

(15)wcc £*01

0

I—
 

PI H- 1 •H
&11 5ki- -u k -

skąd

^CC ~

( 16)

Wprowadzając do (16) dwuwelctor (6) obliczamy

= W*j f ©2 ■* Wg t ^3 3 ^3

1 1U1 = u1 + U)2 . - a>3 • X2

U2 + Ug - . X3 + . X23 * X1
3 3u3 = u3 + w 1 . x2 - W 2 • X-]

(17)
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Retransformację wielkości nadliczbowych z nowego ukła­
du podstawowego (-) do układu wyjściowego przeprowadzić 
możemy w oparciu o wzór (5 ) z którego otrzymujemy

M/3 " M|3 ” T0i * Pi 

pk = pk
(18)

Po podstawieniu do (18) prawej strony równości (6) 
uzyskujemy

II1 * U) - h
2

. X3 + B3
3. x2

Mg — Mg pi
1. X3 - P3

3• x1

m3 = LL - pi
1• Xg P2

2
. ^

?1 - P1# P2 - Pg. P3 = P3

* (19)

4. Gdy rozpatrywany ustrój AO będzie prętem płaskim, 
obustronnie sztywno zamocowanym, wówczas można z relacji 
(1 1 ), (1 2 ), (1 3 ) otrzymać znane wyrażenia na współrzędne 
biegunów sprężystych.

Dla pręta płaskiego AO płasko obciążonego (rys, 4) 
macierz liczb wpływowych ma postać

A11 B12 E13_

PO = B12 0
ro ro

cnCM
O

-B13 °32 C33-

°23 ~ °32

( 20)
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Dokonując transformacji równoległej sił i uwzględnia­
jąc B12 = = 0 otrzymujemy

a więc współrzędne bieguna sprężystego Bx (por. fal. 
str. 1 5 ). 1

Dla pręta płaskiego AO obciążonego normalnie do 
swojej płaszczyzny (rys, 5 ), macierz liczb wpływowych ma 
postać

A22 A23 B21 A23 = A32

II3

a32 A33 B31: (22)

-B21 B31 C11-



Po dokonaniu transformacji równoległej otrzymujemy z 
warunków B21 = B^1 = 0 relacje zgodne z (1 1 ), a więc
współrzędne bieguna sprężystego (por, [3j» str,6l).
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“X,

Rys, 5

5, Przykład liczbowy ([4], str, 37), Obliczyć wielkości 
nadliczbowe w ramie przestrzennej przedstawionej na rys, 6.

Przyjmując układ podstawowy jak na rys, 7 otrzymujemy 
układ równań kanonicznych metody sił postaci

53,429 0 0 0 12£35 35,376

72,141 0 -5^976 0 326j|

3ą953 -32p0 24,627 0

222£69 192pO 423,839 

S Y M. 1926/H7 10,127

' V ~12£35~

M2 0

80,860

P1 -72pOO

P 2 -616,154

-P3- _ 10,126 _



4,O
m
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P  = n

0,30m

Rys, 6
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Na podstawie (11), (12), (13) obliczamy

S - 0,8215, I3 - - - °>7343

3

Zmiana liczb wpływowych (na mocy (14))

* 222,669+(-52,976).0,7343-(-32,00).(-0,8215)=157,481 

C12 -192,000 - (-247,627) . (*-0,8215) = -11,427 

C13 - - 423,839 + 326,888 . 0,7343 - - 183,790 

C22 . 1926,417 - 12,835.0,2403+(-247,627).6,3571* 349,143 

C23 - 10,127 - 35,376 o 0,2403 * 1,629
C33 . 2368,127+35,376.(-0,6621)-326,888.4,5312 = 863,510

O, - - 7 2 , 0 0 0 - 80,860 . (-.0,8215) * - 5,574

U2 * - 616,154 - 12,835.0,2403+80,860,6,3571 » - 105,203

U 3 - 10,126 + 12,835 * (-0,6621) . 1,628

Transformacja przemieszczeń zgodnie z (17)
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Otrzymujemy .układ rownan postaci

53,429 0 0 0  0
72,141 0 0 0  

38,953 0 0

0
0
0

S Y M

349,143 1,629

863,510

V '1 2,835"
12 0

M3 80,860

* 1
= -5,574

*2 -105,203

A 1,628

Obliczamy: = 0,2402,

m2 = O 

fi3 = 2,0758,

P1 = - 0,0725, 

P2 = - 0,3036, 
P3 = - 0,0129,

Retransformacja nadliczbowych (zgodnie z wzorami (19))

M1 = 0,2402 - (-0,3036).0,2403+(-0,0129)»(-0,6621)=0,3216 Tm

M2 = 0,0 + (-0725) * 0,7343 - (-0,0129)* 4,5312 = 0,0052 Tm 

M = 2,0758 -(-0,0725) • (-0,82l5) + (-0,3036) (6,357D=0,0862 Tm

P1 = - 0,0725 T, P2 = - 0,3036 T, P3 = - 0,0129 T
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Tablica porównawcza wyników

I

\ «3 *1 P2 P3

Mbs
(por. [4], 
str. 45).

0,3217 0,005596 0,0859 ■0,07257 -0,3037 -0,0130

osie 
spręż.

0,3216 0,0052 0,0862 0,07.25 -0,3036 -0 ,0 1 2 9
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3JMMHAI5W RKCEJT BJMHKM KAHOiWffiCKHX 

yPABKEHHM nPOCTPAHCTSSHHOrO CTEPKUH HEPEC 

TPAHCMCT HEOnPEHEJMKHX C M

P  e  3 d  m e

B  C T aT L e  n p e jiC T a sJ ie H  o n o c o ó  o n p e f l e je i n w  nojioaceKHH y n p y r a x  o c e i ł  jum n p o c T p a H -  
C T B eH H oro C T epsH H , a  T O *e  c n o c o ó  o n pe^ejieH H H  peAyKUHOHHHX c b o M c tb .  T p a H c S o p -  
MamiH c h j i  Ha y n p y r n e  o c h  u p u B o a ir r  k  aacTH H H ofl 3JTHMHHauHH H ejcnaroH ajiB H icc 3Jie- 
MeHTOB MaTpHUH HHCGJT BJBIHHHH, HTO OflHOBpeMeHHO yCKOpHeM pemeHHe KHHOHHHeCKHX 
ypaBH eH H fi MeTo.ua c iu r .

ELIMINATION DER EINPLUSSZAHLEN DES RÄUMLICH GEKRÜMMTEN 
STABES DURCH TRANSLATION DER STATISCH UNBESTIMMTEN KRÄPTE

Z u s a m m e n f a s s u n g

Der Artikel betrachtet über einer Methode der Bezeichnung 
der elastischen Achsen des räumlich gekrümmten Stabes und 
über ihre Reduktionsmöglichkeiten. Die Transformation der 
statisch unbestimmten Kräfte auf die elastischen Achsen 
leitet zur teilweisigen Elimination der nabendiagonali- 
schen Einflußzahlen. Die Elastizitätsgleichungen sind we­
sentlich einfacher geworden, so das die Schwiergkeiten 
der Auflösung linearer Gleichungen kleiner sind.


