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SZCZEPAN WYRA

ELIMINACJA WSPOLCZYNNIKOW ROWNAN KANONICZNYCH
PRETA PRZESTRZENNEGO POPRZEZ TRANSLACJE
St NADLICZBOWYCH

Streszczenie. Artykut omawia sposob wyzna-
czania potozenia osi sprezystych dla preta
przestrzennego oraz ich iwkasnosci re-
dukcyjne*. Transformacja sit na osie spre-
zyste prowadzi do czesciowej eliminacji
niediagonalnych elementéw macierzy liczb
wptywowych, co wpiywa na udkatwienie rozwig-
zania uk#adu rownan kanonicznych metody
sit.

1. WSréd bogatej literatury poswieconej zagadnieniom
uktadéw pretowych, stosunkowo mato miejsca zajmuje pro-
blematyka poszukiwania uproszczen w obrebie réwnan linio-
wych, do ktorych prowadzi obliczanie uktadow statycznie
niewyznaczalnych. Wiekszos¢ opracowan w tej dziedzinie
dotyczy uktadéw plaskich i1 bazuje na koncepcji grupowych
niewiadomych (przedstawionej ra.in. w pracy [6]), czy tez
na wykorzystTyg wlasnosci redukcyjnych bieguna sprezy-
stego (por. + Z nielicznych prac podejmujacych pro-
blematyke uproszczen przy obliczaniu preta przestrzenne-
go wymienimy PO» DO» CG, [7]-- Niniejszy artykut jest
przyczynkiem do powyzszej tematyki 1 traktuje o pewnym
sposobie wyznaczania potozenia osi sprezystych dla preta
przestrzennego.

Transformacja niewiadomych na te osie prowadzi do cze-
sciowej redukcji niediagonalnych wspétczynnikédw réwnan
kanonicznych metody si¥, a w zwigzku z tym wpdywa na
utatwienie rozwigzania uktadu réwnan, W rozwazaniach za-
stosowano wzory transformacyjne podane w pracy [8], Celem
zwieztego przedstawienia poszczegélnych przeksztakcen wy-
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korzystano w pracy elementy rachunku macierzowego, ktory
znajduje coraz szersze zastosowanie w statyce konstrukcji
(por, p]l)# Artykut stanowi fragment obszerniejszego opra-
cowania po]l*

2, Niech bedzie dany pret przestrzenny AO, obustronnie
doskonale utwierdzony poddany dziataniu wptywow Wewnetrz-

nych (rys, 1),

Przyymijmy jako wielkosci nadliczbowe wektory momentu
i sity w zamocowaniu O, Oznaczmy wektor momentu przez M,
wektor sidty przez P. Obierzmy w Srodku masy przekroju
poczatek kartezjanskiego ortogonalnego uktadu wspédrzed-
nych Ox”X2,xj. Rozkktadajagc wielkosci I 1 P na Kkie-

runki xI1fx2, otrzymujemy ukdad szesciu wielkosci sta-
tycznych Wlj, Mg, tj, P<], Pg» P3, obciazajacych przekroj O.

Zwolnijmy przekréj O od zamocowania i uzewnetrznij-
my dziatajace nan wielkosci nadliczbowe. Otrzymany ukdad
zastepczy, rownowazny statycznie ukdadowi rzeczywistemu,
w postaci wspornika, jak na rys, 2, Uktad ten traktowac
bedziemy w naszych rozwazaniach jako wyjsciowy ukdad pod-
stawowy .
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Swobodny koniec 0 preta na skutek dziatania wphywow
zewnetrznych doznaje pewnych przemieszczen. Oznaczmy wek-
tory tych przemieszczen przez u) 1 u, przy czymtu niech
bedzie wektorem matego obrotu przekroju 0, u - wektorem
przesuniecia sSrodka masy tego przekroju.

Rys. 2

Sktadowe wektorow a 1 u zorientowane wzdduz osi
J9 x2, x nazwijmy odpowiednio przez al®, tun9 ul,

Linj ~~30

Warunki identycznosci odksztalcenia ukdadéw rzeczy-
wistego 1 podstawowego prowadza do réwnan kanonicznych
metody si+t.

Réwnania te, opisujgce zaleznos¢ miedzy przemieszcze-
niami konca wspornika a dziatajgcymi nan wielkosciami
nadliczbowymi, mozna przedstawi¢ w nastepujgcej postaci
macierzowej :
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A1l Al12 aA13 B11 T8 B13
A21 A22 A23 B21 B22 B23
A31 A32 A33 B3l B32 B33
s11  B2! B31 c11 c12 C13

B12 B22 B32 C21 «c22 c23

B13 B23 B33 €31 C32 (C33_

gdzie macierz (6 x 6) jest macier
symetryczna wzgledem gtéwnej prze

Réwnanie (1) mozemy zwiezlej p
wy system oznaczenn w potgczeniu z
zgodnie z ktdéra nalezy sumowac po
ry sie powtarza, np,:.

df

Otrzymujemy woéwczas

Acc@ Boik

B3 akiLpkd

3 VPrzyjmijmy nowy uktad podstawo
na trzy proste skosne, rownolegte
Sity te dziatajg na punkt O pre
skoniczeniem sztywnych ramion (rys

X1

0g6lne wzory dla liczb wpiywo
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Wprowadzmy nadkreslenia (-) celem zaznaczenia wielko-
Sci odpowiadajgcych nowemu ukdtadowi podstawowemu.

Réwnania kanoniczne metody sit przyjmg teraz postac

Badi ' M/ | acd3 ~ A(c

cik ki €)/

B % A g @tG, i, k=1 2,03

gdzie: jest nowg macierzg liczb wpdywowych,
L /3x Cik-
"\/ kolumng nowych wielkosci nadliczbowych,
u kolumna przemieszczen w nowym uktadzie
podstawowym.

-V

tatwo sprawdzi¢, ze warunki réwnowartosci szesciu
wielkosci P~  oraz szesciu wielkosci Pi prowa-

dzg do roéwnosci
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T73i (5)

o

- pr_

Tak jest dwuwektorem postaci

k
Tk LF Copa ™ G)
w ktorym CA1 symbolem Ricciego
N s0 gdy cc= k, cc- 1, k =1 \
~ockl =+1 przy permutacji parzystej ]
~ockl =~1 Przy permutacji nieparzystej/,

za® 4cBMik”  3esi: symbolem Kroneckera
493= ~ Mik = 7~ d oc= (3 a =K
4*0= °> (SGik = °) dla  °ci P a i k).

Ha skutek transformacji wielkosci nadliczbowych na-
stgpita zmiana liczb wpdywowych, ktdra mozna opisac przez

réwnanie macierzowe (por, Qs J):
V/3 Boek suee 0 ' Bvk
(7)
1513 °ikj LUliui 82 Bvr crsy © sk _
skad;
V/3 - A3 ®3)
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Boli = Bock “ kocH * T/3k

(8)
Ak Cik + Vo * Vv r Tvk " V k + Bik

Podstawiajgac do (8)2 prawg strone (6) i1 ktadac

Bock = 0 (przy 00* k~ (9)

otrzymujemy uk#ad roéwnan

1 1
B2t * A22 wxg T A28 -2 =0
1 1
aa *asz * X3 - a3 . x2 =0
i 2 2
- + als3 .X =0
JBI2 T ALl « 3 .
2 2 (10)
832 ~ Az ¢t @8 X 00
3 3 _
£B13 T AL - X - AL2 '21‘
1B23 A21 -4 *taxz .., =0

Réwnania (10) przedstawiajg geometrycznie trzy pary
ptaszczyzn rownolegtych do T X2, 3™,

Krawedziami przeciecia sie poszczegdlnych par ptasz-
czyzn sag proste skosne okreslone przez réwnania

4  A22*B3LiA23*®1 | (11)
2= L2 A A —A
A22*A33A23 2% 3323
2 A13«B12~A114B32 2 A33"B12MI3°BI2 (1))
1 = 2 1 3= A A _a2

Al11-A33"A13 11 33 13
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)§* Al11*B23"A12*B13 .
= o .1

A11*A22“A12

Zgodnie z (8)

a1l - AH

A12 121 = A12 ™

- -
A13 a3l :
A22 T 222
npg = 132 - A23
a3z - A3

B11 = B11 * al2

B22 = B22. '@

B33 = b33 + a3l

b1l2 - b2l = b 1s
©u c11 * B2l
Ci2 - C2i =12
c13 C3l o a

C22 = €22 wmp12

3 A12*B23*A22 *B 13
Xr (3)

A11*A22*“A12

(9 relacje na poszczegbélne liczby
wpdywowe przyjmg postac

A21

A3l

A32

1

*3 7 A13 *

2

1
%2 s

2

x3 4+ A23 * *1

3

3

X2 = A32 * x1

B31 T P28
1
X3 *« B3l

1
B22 * X3

1
B2z - X3 -
2
X3 + B32

=532 = o

1

X2
1

B32 - n2 - B#]J_ * *3
1 3

B33 * ~

2

X1
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C23 “ °32 "™ C23 ” B413 * *3 + B33 * X1 “ B22 *
3 3 a4
G33 = C33 + /A * X2 *A23 * x|

Wyznaczone trzy proste, tzw, osie sprezyste charakte-
ryzuja sie zatem szczeg6lnymi whasnosciami, mianowicie:

Sita dziatajagca wzdtuz jednej z prostych nie po-
woduje obrotéw wokdét dwoch pozostatych prostych.

Z zasady Bettiego wynika, ze:

Moment dziatajacy w ptaszczyznie prostopadtej
do-jednej z prostych nie powoduje przesunie¢ w kierunkach
dwéch pozostatych.

Zmiane kolumny przemieszczen przy przejsciu do nowego
uktadu podstawowego opisuje relacja (por. @(J)

wac g 0 (15)
28 a4 oski- —uk-
skad

"CC
(16)
Wprowadzajgc do (16) dwuwelctor (6) obliczamy

= Wjf ©2 mwWgt ~3 3 A3

1 1
ul + U2 . - a8 - X2

U1 =
5 an
U2 + Ug - SX3 4 4 . §
3 3
u3 = u3 +wl . X2-w2 = %]
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Retransformacje wielkosci nadliczbowych z nowego uk#a-
du podstawowego (-) do ukdtadu wyjsSciowego przeprowadzic
mozemy w oparciu o wzor (5) z ktérego otrzymujemy

M3 " MB” TOi * Pi
€5))

pk = pk

Po podstawieniu do (18) prawej strony roéwnosci (6)
uzyskujemy

2 3
m > uv -5 - X3 + B3 - X2

1 3
Mg — Mg pi . X3 - P3 e x1

1 2 )
m3 = LL - . = Xg p2 - N

?1 - PI# pp - Pg. p3 = p3

4. Gdy rozpatrywany ustréj AO bedzie pretem phaskim,
obustronnie sztywno zamocowanym, woéwczas mozna z relacji
(11), (12), (13) otrzymac¢ znane wyrazenia na wspOdrzedne
biegunéw sprezystych.

Dla preta ptaskiego A0 ptasko obcigzonego (rys, 4)
macierz liczb wptywowych ma postac

A1l Bl12 E13 °23 ~ °32
20)
PO = B12 ©ce° 23 (

-B13 °32 (C33-
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Dokonujac transformacji rownolegtej sit i1 uwzglednia-
jac Bl12 = = 0 otrzymujemy

a wiec wspoOdrzedne bieguna sprezystego Bx (por. fTal.
str. 15). 1

Dla preta ptaskiego A0 obcigzonego normalnie do
swojej ptaszczyzny (rys, 5), macierz liczb wptywowych ma
postac

A22 A23 B2 A23 = A32
QD = a3 A3z Ba: @2

-B21 B31 C11-
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Po dokonaniu transformacji rownolegtej otrzymujemy z
warunkow B2l = B~1 = 0 relacje zgodne z (11), a wiec

wspodrzedne bieguna sprezystego (por, [3j» str,6l).

“X,

Rys, 5

5, Przykdtad liczbowy ([4]., str, 37), Obliczy¢ wielkosci
nadliczbowe w ramie przestrzennej przedstawionej na rys, 6.

Przyjmujac ukdad podstawowy jak na rys, 7 otrzymujemy
uktad roéwnan kanonicznych metody sit postaci

53,429 0 0 0 12£35 35,376 "V = ~12£35~
72,141 0 -57976 0  Nj| M2 0
33953 -32p0 24,627 O 80,860
222£69 192p0 423,839 P1 -72p00
SY M. 1926/H7 10,127 po -616,154
_ 10,126 _

-P3-
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0,30m
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Na podstawie (11), (12), (13) obliczamy

S - 0,8215, 13 - - - ©°>7343

Zmiana liczb wpdywowych (nha mocy (14))

* 222,669+(-52,976).0,7343-(-32,00).(-0,8215)=157,481
c12 -192,000 - (-247,627) . (*-0,8215) = -11,427
C13 - - 423,839 + 326,888 . 0,7343 - - 183,790
Cc22 . 1926,417 - 12,835.0,2403+(-247,627).6,3571* 349,143
c23 - 10,127 - 35,376 o 0,2403 * 1,629

C33 . 2368,127+35,376.(-0,6621)-326,888.4,5312 = 863,510

Transformacja przemieszczeh zgodnie z (17)

0, - - 72,000 - 80,860 . (-.0,8215) * - 5,574

u2 * - 616,154 - 12,835.0,2403+80,860,6,3571 » - 105,203

us - 10,126 + 12,835 * (-0,6621) . 1,628
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Otrzymujemy .ukdad rownan postaci

53,429 O 0 0 0 0 \-{2 *12,835"
72,141 0 0 0 0
38,953 0 0 0 M3 80,860
*1 = _5,574

349,143 1,629 ’\2 -105,203

SYM 863,510 A 1,628
Obliczamy: = 0,2402, P1 = - 0,0725,
m2 = 0 P2 = - 0,3036,
fi3 = 2,0758, P3 = - 0,0129,

Retransformacja nadliczbowych (zgodnie z wzorami (19))

M1 = 0,2402 - (-0,3036).0,2403+(-0,0129)»(-0,6621)=0,3216 Tm
M2 = 0,0 + (-0725) * 0,7343 - (-0,0129)* 4,5312 = 0,0052 Tm
M = 2,0758 -(-0,0725) =(-0,8215) + (-0,3036) (6,357D=0,0862 Tm
P1=- 0,0725 T, P2 = - 0,3036 T, P3 = - 0,0129 T
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Tablica porownawcza wynikow

«3 P

Mbs
(por. [4]1, 0,3217 0,005596 0,0859 m=0,07257 -0,3037 -0,0130
str. 45).

osie 0,3216 0,0052 0,0862 0,07.25 -0,3036 -0,0129
sprez.
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3JMMHAI5W RKCEJT BIMHKM KAHOIWffiCKHX
yPABKEHHM nPOCTPAHCTSSHHOrO CTEPKUH HEPEC
TPAHCMCT HEOnPEHEJIMKHX CM

Pe 3dme

B CTaTLe npejiCTaslieH onoco6 onpeflejeinw nojioaceKHH ynpyrax oceit jum npocTpaH -
CTBeHHoro CTepsHH, a TO*e cnocod onpe”ejieHHH peAyKUHOHHHX cbhoMctb. TpaHcSop-
MamiH chji Ha ynpyrne och upuBoairr k aacTHHHofl 3JTHMHHauHH HejcnaroHajiBHicc 3Jie-
MeHTOB MaTpHUH HHCGIT BJBIHHHH, HTO OflIHOBpeMeHHO yCKOpHeM pemeHHe KHHOHHHeCKHX
ypaBHeHHfi MeTo.ua ciur.

ELIMINATION DER EINPLUSSZAHLEN DES RAUMLICH GEKRUMMTEN
STABES DURCH TRANSLATION DER STATISCH UNBESTIMMTEN KRAPTE

Zusammenfassung

Der Artikel betrachtet Uber einer Methode der Bezeichnung
der elastischen Achsen des raumlich gekrimmten Stabes und
Uber i1hre Reduktionsméglichkeiten. Die Transformation der
statisch unbestimmten Krafte auf die elastischen Achsen
leitet zur teilweisigen Elimination der nabendiagonali-
schen Einflulizahlen. Die Elastizitatsgleichungen sind we-
sentlich einfacher geworden, so das die Schwiergkeiten
der Auflésung linearer Gleichungen kleiner sind.



