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STEROWANIE ROZDZIAŁEM ZASOBtrtf V WARUNKACH NIEPEWNOŚCI

Streszczenia. V artykule przedstawia się problem sterowania 
■w warunkach niepewności na przykładzie rozdziału zasobów. Formułuje 
się model sterowanego prooesu i dwuetapową konoepcję sterowania. Na 
etapie I wyznacza się w strukturze CL zbiory stanów dopuszczalnyoh 
i zbiory sterowali dopuszczalnych. Na etapie U  wyznacza się prawo 
sterowania optymalnego. Ilustraoję rozważań, w zakresie wyznaczania 
zbiorów stanów dopuszczalnyoh stanowi przykład numeryczny.

1. Wprowadzenie

Przy sterowaniu w warunkach niepewności uzyskanie deterministycznej 
wartości funkcji reprezentującej prawo sterowania okupione Jest założenia­
mi trudnymi do woryfikaoji fizycznej, a niekiedy nawet interpretacji. Typo­
wym przykładem Jest tu agregacja niepewnego wskaźnika Jakości, która może 
być pesymistyczna, optymistyozna lub mieszana i brak jest wyraźnych kry­
teriów wyboru jednej z nich.

Stąd w podejściu prezentowanym w pracy sterowanie wyznaczane Jest 
dwuetapowo. Na etapie pierwszym , traktując wskaźnik Jakości jako ograni­
cz enie,wyznacza się w strukturze CL /Closed Loop/ zbiory sterowań dopusz­
czalnych i stanów dopuszczalnych, tj. takich,które spełniają z zadanym 
prawdopodobieństwem niepewne równania modelu sterowanego procesu i rów­
nież niepewne ograniczenia na stan, sterowanie i dopuszczalną wartość 
wskaźnika jakości. Zakłada się, że ostateczną decyzję sterującą podejmuje 
operator procesu,dla którego wielkość i kształt obszarów dopuszczalnych 
stanowie,dobrą informację o aktualnym n3tanieu sterowanego procesu i możli­
wości dalszego sterowania.

V swojej decyzji operator uwzględnia własną informaoję bieżącą, która
tJest na ogół trudna do sformalizowania i uwzględnienia w ramach struktury 

CL. Jednak w przypadku gdy operator rozygnuje z przysługującego mu prawa 
decyzji, przyjęte sterowanie odpowiada sterowaniu wyznaczonemu na drugim 
etapie syntezy i minimalizuje np. średnią wartość wskaźnika jakości [ś].

V pracy przedstawione powyżej podejście zrealizowano dla oelów stero­
wania rozdziałem dyskretnych zasobów w systemie zawierającym ich magazyny 
połączone siecią transportową z odbiorcami i pomiędzy sobą. Zakłada się 
dodatkowo, że dopływ zasobów do systemu jest niestorowany, zachodzi tylko 
poprzez magazyny i jest zmienną losową o gnanej gęstości.

Zapotrzebowanie odbiorców na zasoby Jest określone przez znaną wartość 
nominalną.—Dodatkowo każdy z odbioroów posiada swój lokalny magazyn, stąd
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w przypadku niedostarczenia w danej chwili dyskretno j * po Żądane j przez od­
biorcy ilości zasobu powoduje -zwiększenie zapotrzebowania w chwili na­
stępnej, ponad nominalne o powstały "dług".

2 . Hodel sterowanego procesu i ograniczenia

Model sterowanego procesu wynika bezpośrednio z bilansu zasobów w ma­
gazynach z uwzględnieniem ich dopływu, poboru i przepływów między.magazy­
nami. Kamy:

R n -n
y_.1<i,j) = y^d.jJ - ~ 2 Z  v (i,i,j)+ v (i,m,j) +
n+1 n s=1 ^  1=1 n m= 1

♦ dn U, j) h /  ,
gdzi«:

y l- ̂ ilość zasobów w magazynie(
q ( j ilość zasobów pobranych przez odbiorcę^
vl-) ilość zasobów przeniesionych do innego magazynu lub

o trzymanych z innego magazynu( 
d C') ilość zasobów dostarczonych z zewnątrz.

Zakłada się, Ze y,q,v,d mogą przybierać wartości ze znanych skończenie 
elementowych zbiorów.

Znaczenia argumentów i,j,-S,l,m,n są następujące:
i € ii — -,M} numer magazynu,
j € i1 ,- -,P} numer rodzaju zasobu(
S 6 1 1 ,-- .,R] numer odbiorcyf
1 € li,--.,M} numer magazynu przyjmującego przenoszony zasób
m t {1 ... .,11} numer magazynu wydającego przyjmowany zasóbf
n € 1 .1 ,V indeks dyskretnej chwili czasu.

Dla dalszych COlÓlf pracy model /t/ będziemy zapisywać w postaci:
y „ = y + G o + H v + F d /2/Jn + 1 Jn Ti n - n  ' '

gdzie: G, U, F są odpowiednimi macierzami o elementach -1, 0, 1^zaś jedno­
znaczne związki pomiędzy zmiennymi y, q, v, d wys typującymi w równaniach 
/ 1/ i /2/ są dane poprzez następującą relację porządku leksykonograficz- 
nego:

(i,, j.,)-<C (i2 , l i t<  i2) V  (ij*£ i2 A  j , <  j2)

podobnie;
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Model /2/ jest, podobnie zresztą jak i model /i/, niepewny, zawiera
bowiem zmienną niepewną d,np. o losowym modelu niepewności.

Model wyrażający zapotrzebowanie odbiorców ma postać:
M

2n+l(j.s) = wn+1 {j,s} + żn (j,s) - 2 Ż ^Ci.j.s) / V

Gdzie:
w lO nominalne zapotrzebowanie, 
1 C‘) aktualne zapotrzebowanie.

Znaczenia argumentów i, j, s i indeksu n są taicie samo jak dla mode­
lu /1/» Model /3/ będziemy dalej przedstawiać w postaci wektorowej:

M

Gdzie;D jest macierzą o elementach 0, 1,zaś sposób przekształcenia po-
staoi /3/ do /k/ analogiczny do opisanego już przekształcenia modelu / 1/ 
do postaci /2/-.

Rozdział zasobów jest oceniony poprzez wskaźnik jakości o postaci:

Wskaźnik ten można interpretować jako sumaryczne straty u horyzoncio N 
wynikające z niedostarczenia odbiorcom pożądanych przez nich ilości zaso­
bów. Kwadratową postać wskaźnika /5/ przyjęto jedynie dla ustalenia uwaci, 
bowiem ze względu na dyskretność zmiennych i opisywane dalej ograniczeniai 
wskaźnik o postaci /5/ nie daje żadnych uproszczeń przy rozwiązywaniu pro- 
blemu.

Ograniczenia nierównościowe występujące.w rozpatrywanym problemie 
rozdziału zasobów podzielić można na następująco grupy:

1. Ograniczenia transportowe

co oznacza, że dostawy do poszczególnych odbiorców nie mogą być niższo od 
danych wielkości krytycznych.

N TIz - D a ) (z - D q )n hi n Ti /5/

I i  ’ k i  5 

i  i vk A * /6/

kyrażają ono maksymalne przepustowości dróg transportowych oraz odwracal- 
ność lub nie kierunku transportu.

2. Ograniczenia minimalnych dostaw
m i D qk /?/'

3* Ograniczonia pojenmośoi magazynów

z  i  i  y / s /
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Wlaści uyu ograniczcm pojemności magazynu jest wielkość x , natomiast £ 
oltreśla minimalne zapasy, które powinny być utrzymane w procesie sterowa­
niu.

4. Ograniczenie na dopuszczalną wartość wskaźnika jakości- /5/

i-d 2 79/
Ograniczenia typu 1, 2, 3, 4 rozpatrywane dla bieżącej chwili n obo­

wiązują dla każdego k = n ,...,X z rozpatrywanego horyzontu sterowania, 
a występujące w nich zmienne są powiązane przez /Z/ i /U/.

Ograniczenia te zawierają zmienne niepewno,wobec czego występujące 
w nich nierówności nie są znakami relacji większy lub równy w zbiorze 
liczb rzeczywistych. V zapisach /6/ - /9/ jest to zasygnalizowane przez 
ich inny kształt.

Obecnie przechodzimy do określenia sterowania i jego struktury w po­
wiązaniu z informacją bieżącą. Zakładamy, opierając się na przesłankach

T r T Tlfizycznych, że bieżącą informację, xn = L ̂ n ' Zn J stanowią dano o ak­
tualnej ilości zasobów w magazynach, i aktualnym zapotrzebowaniu od­
biorców z .̂ Wielkościami sterującymi są (.5 jako zasoby 1,'ydawane
w chwili n-tej poszczególnym odbiorcom oraz y (•) stanowiące przepływy 
międzyraagazynowc.

Wobec powyższego argumentami praw sterowania dla etapu I są wektory
T = zaś wartościami zbiory sterowań dopuszczalnych.

Mając sprecyzowaną informację bieżącą możemy powtórnie powróció do 
ograniczeń /6/ - /9/ i rozpatrzyć ich dalsze przekształcenia.

Uwzględniająe, że zgodnie z przyjętą strukturą, w chwili bieżącej n, 
zmienne , v}_ są funkcjami iloraz że ^  jest przez zależność od 
acn i dn  dk_i zmienną losową dla k = n+1 ,...,N, zastępujeaty rozpatry­
wane ograniczenia niepewne ograniczeniami deterministycznymi.
Postać tych ograniczoń,a dokładniej występujące w nich operacje agregacji 
nie są jedynymi możliwymi, a ich przyjętą postać należy wiązać z przesłan­
kami wynikającymi z treści fizycznej zadania rozdziału. Ostatecznie -dla
chwili bieżącej 11 powinny być spełnione ograniczenia deterministyczne dla 
tej chwili, oraz ograniczenia dla chwil dalszych o postaci:

/6a/

^ dn ’" - ldk-1 : ° <  D ^ktSk>

^ dn ” *-'dk-1 = * k <  *

v 3~ ̂  ł

77a/

/8a/

/9a/
gdzie k = n+1 ,...,N,
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3- Sformulowanle problemu

Dysponując modelem /2/ bilansu zasobów w magazynach, modelem /b/ za­
potrzebowania odbiorców oraz modelem /6a/ - /9a/ ograniczeń możemy sfor­
mułować zadania- sterowania dla etapu X i XI. V dalszych zapisach din ieh 
uproszczenia = [q,v]

Dla etapu I mamy:
Wyznaczyć zbiór Q^*Xn ’ takich q*lx^,dla których spełnione są ogra­

niczenia /ća/ - /9a/ i /2/, /b/, k = n,...,N.
Zbiór Q*txn) nazywamy zbiorem sterować dopuszczalnych dla chwili dys­

kretnej n i dla wartości
Odwzorowanie (funkcję) Q^Cx 1 nazywamy prawem sterowania dopusz­

czalnego dla n-tej chwili dyskretnej.
Zbiór elementów takich, że dla każdego z nich istnieje niepus-

ty zbiór Ix^ ;nazywamy zbiorem stanów dopuszczalnych w chwili dyskret­
nej n.

Dla etapu XI mamy:
Dla każdego xq wyznaczyć q^l xn takie, że spełnione są ograniczenia 

/óa/ - /8a/ i /2/, /b/ dla n,...,N a wskaźnik jakości E(j) osiąga wartość 
minimalną.

Sterowanie qn°l xn) nazywamy sterowaniem optymalnym dla oliwili dyskrot- 
nej n i dla wartości xn<

Funkcję q^ lxn)nazywamy prawem sterowania optymalnego dla n-tej chwi­
li dyskretnej.

b. Opis algorytmu wyznaczania zbiorów sterowań i stanów dopuszczalnych

Problem' sformułowany w p. 3 zarówno dla etapu I, jak i dla etapu II 
nie posiada rozwiązania analitycznego. Dla wskaźnika Jakości o postaci 
/5/ jest to wynikiem przyjęcia ograniczeń /6a/ - /8a/.

V przedstawionym poniżej algorytmie dla etapu I uwagę zwrócono na 
technikę uwzględnienia bieżącej informacji przy rozwiązywaniu postawio­
nego problemu. V związku z tym dla uproszczenia zakładano, że tworzenie 
odpowiednich zbiorów odbywa się metodą przeglądu zupełnego. V przypadku 
większej liczby elementów należałoby zastąpić przegląd zupełny metodą 
bardziej efektywną.

Przystępując do omawiania algorytmufrozpocznijmy od n = N.
Dla ostatniej chwili dyskretnej horyzontu sterowania obowiązujący układ 
nierówności ma postać:

q=s qN(*n) 3

I«S v n 1x n ) <  ę 
m wC D qN(Xjj)
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z_<  y N - a  y .

(zN - D % ^ XN)) T l ZN - D <}Ntxłr» <  i / K /1°/

Traktując jako parametr.! atosująC metodę przeglądu zupełnego 
wyznaczany zdefiniowane w p. 3 zbiory; . 

. lxN. ’ ' * i ; ••• ■ 
Przechodząc do chwili dyskretnej N-1 maniy ujirład:

V dN-1 : *Ji = XN-1 + G qN-l^xN-1^+ 11 VN-1^XK-li+' F Ąj-t + M M:; Z 11/

y.

m '< D qK-’l lXN-i>

—  ̂  XN-1 x

^ZN-1 "  D qN -l t^N-l)) T l z N-1 "  11 % -1  +

F [l"N-1 + ZN-1 ~ D qK-1 ^N-l) ~ D qN txJJ-1 + G qN-1 txN-1*+M*v)N+ 
' N-1
+ 11 vS-1lxN-li+ F dN-l)j ZN-1~ D qIt,-1^X2v-l1- D qN*XN-1+ K*^t+

+ G*qN-ll*N-,) + H*VN-1 (xN-l) + F*‘W ] }  <  2 T/ K /12/
¡jdzie:

'G 0' H 0 JÉ ’ F 0' ¥ oo

— Ii = F = • W =0 -D. .. O o o . o

HO

Wykonując uśrednianie przy ustalonym xĵr_ 1 i przyjmuje się, Ze rozkład 
q̂ rlxv jest równomierny. Inaczej oznacza to, że będąc w chwili N-1 przewi­
duj emyj że w chwili N operator wybierze przy ustalonym z równym rprawdo- 
podobieństwem Icatdą z wartości ze zbioru Q* | Xj,.

Dla układu warunków ./11/, /i2/, tralctując xłJ_ 1 jaleo paranietr( wyzna­
czamy zbiory:

QN - 1  I xN-1 ’ “N-1
Omówione powyżej dwa kroki algorytmu sugerują jego następującą wersję 

rekurency jną.
1 . Niech będą dane zbiory:
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2. Zbiory:

Si-I I*n- 1 ’ Xn- 1

wyznaczamy na podstawie następującego ulcładu warunków

V dn-1 : xn *  ,Xn 

iL< «Jn-1 lV l > <  5

^  vn - 1 txn-1 > <  7

m <  D ^ 1  ( xn- l)

ii <  Xn- 1  ^  x

^zn - 1 " D Si-I 5 Xn-1 )) T  ̂zn- 1  “ D ̂ n- 1 < xn-l)) +
+ E ( ^ - D ^  (xn)) T ( zn - D ̂  (. Xn)) + . .

1 n-1
+ ^ * ZN “ D qN *  ̂ZN " D qN  ̂*v)) ̂  j

|XN-1
w których:

*k =
yk
kj

^k+i = yk + G qk 1V  + H vk (V  + F “k

zk+i = zk + Mk+t - D qk (xk>

5• Przykład numeryczny

Celem przykładu jest przedstawienie wyników otrzymanych z algorytmu 
wyznaczania zbiorów stanów dopuszczalnych i sterowań dopuszczalnych dla 
etapu X. V związku zastosowaną techniką przeglądu zupełnego i dążeniem 
do graficznej ilustracji wyników w przykładzie wprowadzono szereg upi-osz- 
czeń w stosunku do pełnego sformułowania problemu.

Przyjmuje się, że rozpatrywany system zawiora ty lico dwa magazyny 
i dwu odbiorców^ zasoby są tylko jednego rodzaju oraz każdy z odbiorców 
może pobierać Jo tylko z jodnogo magazynu. Odbiorcy nio posiadają suoicli 
magazynów buforowych i ich aktualno zapotrzebowanie jost równo nominalne­
mu. M takim przypadku zbiory stanów dopuszczalnych i zbiory sterowań są 
funkcjami tylko dwu zmiennych wyrażających ilości zasobów w poszczegól­
nych magazynach i łatwo przodstawió Jo graficznie.

Magazyny zasobów są połączone pomiędzy sobą(a zasoby dostarczano są 
do jednego z nich.
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Zakłada sip dalej j = a» , co oznacza, że na etapie I nie rozpatruje 
eip wskaźnika jakości. Rzeczywiście, o Graniczenie na wartość dopuszczal­
ny tei;o wskaźnika jest zawsze spełnione.
Podobnie założenie, że każdy z odbiorców korzysta tylko z dostaw jednego
mutiazynu.powoduje, że ograniczenie typu minimalnych dostaw może być już 
uwzględnione w ograniczeniu transportowym jako q. 
l)o obliczeń przyjp to:

0,2 <  <l1k *£ 1.0 
0,2 ^  q2k <  1,0
0. s£ v 1k <  1,4 
0,2 <  v2Jc<  1,4

°- ^  >'lk< 1’6
° .  <  y 2k <  1 . 6

Dla zmiennych q , v , y założono kwant 0,2(co określa liczbę wy­
różnionych poziomów dyskretnych.

Założone losowe dostawy zasobów określa tablica 1^zaś nominalne de­
terministyczne zapotrzebowania, równe dla obu odbiorców, określono w tab­
licy 2. V tablicach tych numer chwili dyskretnej może być interpretowany
jako numer miesiąca stąd N = 12.

Tablica 1

d
n 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 ■ 1.6 1.8

1 .0 0 0-5 0.5 0 0 0 0
n 0 0 0. 3 0.6 0. 1 0 0 0
3 0 0 0 0 0.2 0.6 0.2 0
4 0 0 0 0 0. 1 0. 1 0.8 0
5 0 0 0 0 0 0 0.5 0.5
6 0 0 0.2 0.6 0.2 0 0 0
7 0.4 O.ó 0 0 0 0 0 0
S 0.8 0.2 0 0 0 0 0 0
p 0.4 0.6 0 0 0 0 0 0
10 0.9 0. 1 0 0 0 0 0 0
11 0.5 0.5 0 0 0 0 0 0
12 0.5 0.5 0 0 0 0 0 0
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Otrzymane w wyniku zastosowania opisanego algorytmu zbiory stanów 
dopuszczalnych przedstawia rys. 1.

Rys.1. Zbiory stanów dopuszczalnych
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ynPARJIEHHE PACIIPEHEJIEHHEM PEOTCOB B YCJIOBHHX HE7BEPEHH0CTH 

P e 3 b  u e

B paÓOTe npeacTaBJieHa npofijieMa ynpasjieHM  b yciiOBHHX neyBepeHHOcra 
pacnpeflexeHHeM pecypcoB. topMyxupyeTCR MOflexB ynpasjineMoro npouecca h 
RByxsTariHaH: npoqesypa yapaBJieHKH. B  nepBOM STane b cTpyKType US onpesejm - 
BToa MROsecTBa RonycnzuHX coctorhkż h MHosecTBa RonycTicjux ynpasxeHzfi.Bo 
BTopoM 3Tane onpeRejineTCH npaBiuio onTPaiaJUHoro ynpaBxemui. P accyn eH M  
JUDDOCTpHpyiOTCH RHCJieHHHM npZMepOM.

RESOURCE ALLOCATION CONTROL PROBLEM IN THE PRESENCE OF UNCERTAINTY 

S u m m a r y

A control problem in the presence of uncertainty is presented. Resour­
ce allocation problem states as example. A model snd two stage control 
idea is formulated. In the first stage sets of feasible' states are found 
in CL structure. The second stage is used to find an optimal control law. 
The considerations are illustrated by an example which is mainly concer­
ned with the problem of feasible states.


