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STEROWANIE ROZDZIALEM ZASOBtrtf V. WARUNKACH NIEPEWNOSCI

Streszczenia. V artykule przedstawia sie problem sterowania
w warunkach niepewnosci na przyktadzie rozdziatu zasobéw. Formutuje
sie model sterowanego prooesu I dwuetapowa konoepcje sterowania. Na
etapie | wyznacza sie w strukturze CL zbiory stanéw dopuszczalnyoh
i zbiory sterowali dopuszczalnych. Na etapie U wyznacza sie prawo
sterowania optymalnego. Ilustraoje rozwazan, w zakresie wyznaczania
zbioréw standw dopuszczalnyoh stanowi przykdad numeryczny.

1. Wprowadzenie

Przy sterowaniu w warunkach niepewnosci uzyskanie deterministycznej
wartosci funkcji reprezentujacej prawo sterowania okupione Jest zatozenia-
mi trudnymi do woryfikaoji fizycznej, a niekiedy nawet interpretacji. Typo-
wym przykdadem Jest tu agregacja niepewnego wskaznika Jakosci, ktéra moze
by¢ pesymistyczna, optymistyozna lub mieszana i brak jest wyraznych kry-
teriéw wyboru jednej z nich.

Stad w podejsciu prezentowanym w pracy sterowanie wyznaczane Jest
dwuetapowo. Na etapie pierwszym , traktujac wskaznik Jakosci jako ograni-
czenie,wyznacza sie w strukturze CL /Closed Loop/ zbiory sterowan dopusz-
czalnych i stanéw dopuszczalnych, tj. takich,ktére spedniajg z zadanym
prawdopodobienstwem niepewne réwnania modelu sterowanego procesu i réw-
niez niepewne ograniczenia na stan, sterowanie i dopuszczalng wartoscé
wskaznika jakosci. Zaktada sie, ze ostateczng decyzje sterujaca podejmuje
operator procesu,dla ktorego wielkos¢ i ksztatt obszardow dopuszczalnych
stanowie,dobrg informacje o aktualnym n3tanieu sterowanego procesu i mozli-
wosci dalszego sterowania.

V swojej decyzji operator uwzglednia wkasng informaoje biezacg, ktoéora
Jest na og6t trudna do sformalizowania i uwzglednienia w ramach struktury
CL. Jednak w przypadku gdy operator rozygnuje z przysdugujgcego mu prawa
decyzji, przyjete sterowanie odpowiada sterowaniu wyznaczonemu na drugim
etapie syntezy i minimalizuje np. S$rednig warto$¢ wskaznika jakosci [$]-

V pracy przedstawione powyzej podejscie zrealizowano dla oeléw stero-
wania rozdziatem dyskretnych zasobéw w systemie zawierajacym ich magazyny
potaczone siecia transportowg z odbiorcami i pomiedzy soba. Zakdada sie
dodatkowo, ze doptyw zasobéw do systemu jest niestorowany, zachodzi tylko
poprzez magazyny i jest zmienng losowa o gnanej gestosci .

Zapotrzebowanie odbiorcéw na zasoby Jest okreslone przez znanag wartosé
nominalng.—Dodatkowo kazdy z odbiorodéw posiada swéj lokalny magazyn, stad
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w przypadku niedostarczenia w danej chwili dyskretnoj*poZadanej przez od-
biorcy ilosci zasobu powoduje -zwiekszenie zapotrzebowania w chwili na-
stepnej, ponad nominalne o powstaty *diug”.

2 . Hodel sterowanego procesu i ograniczenia

Model sterowanego procesu wynika bezposrednio z bilansu zasobéw w ma-
gazynach z uwzglednieniem ich doptywu, poboru i przeptywédw miedzy.magazy-
nami. Kamy:

R n -n
y_.1<i,j) = y*d.jJ - ~ 22 v (i,i.p)+ v (iL,m,j)+
n+l n s=1 ~ 11 n m=1
¢ dnU, j h7/,

gdzi«:
y IV ilos¢ zasobéww magazynie(
q(J 1ilos¢ zasobdéw pobranych przez odbiorce?
vl-) 1ilos¢ =zasobéw przeniesionych do innego magazynu lub
otrzymanych z innego magazynu(
d C) ilos¢ zasobéw dostarczonych z zewnatrz.

Zaktada sie, Ze y,q,v,d moga przybiera¢ wartosci ze znanych skonczenie
elementowych zbioréw.
Znaczenia argumentéw 1i,j,-S,1,m,n sa nastepujace:

i€ jj- -.M} numer magazynu,
Jj€ il,- -,P} numer rodzaju zasobu(
S6 11,—--.R] numer odbiorcyf
1€ 1i,---.M}y numer magazynu przyjmujacego przenoszony zasob
mt {l1....,11} numer magazynu wydajacego przyjmowany zasobf
ne€ 11,v indeks dyskretnej chwili czasu.

Dla dalszych OOIOIf pracy model /t/ bedziemy zapisywaé¢ w postaci:

Yn + T Yn + G ¢ *Hvy, T E{ 424

gdzie: G, U, F sa odpowiednimi macierzami o elementach -1, 0, 1”za$ jedno-
znaczne zwiagzki pomiedzy zmiennymi y, q, v, d wystypujacymi w réwnaniach
/1/ i /2/ sa dane poprzez nastepujaca relacje porzadku leksykonograficz-
nego:

,.J-)><c @2, 1 1 t i2)V (J* i2A j.< j2)

podobnie;
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Model /2/ jest, podobnie zreszta jak i model /i/, niepewny, zawiera
bowiem zmienng niepewng d,np. o losowym modelu niepewnosci .

Model wyrazajacy zapotrzebowanie odbiorcéw ma postac:
M

2n+1(g.s) = wn+1{j,s} + zn(G,s) - 2 Z ~Ci.j.s) /V

Gdzie:
w 10 nominalne zapotrzebowanie,
1 C%) aktualne zapotrzebowanie.

Znaczenia argumentéw i, j, s 1 indeksu n sg taicie samo jak dla mode-
lu /1/» Model /3/ bedziemy dalej przedstawia¢ w postaci wektorowej:

M

Gdzie;D jest macierza o elementach 0, 1,za$ spos6b przeksztatcenia po-
staoi /3/ do /k/ analogiczny do opisanego juz przeksztakcenia modelu 71/
do postaci /2/-.
Rozdziat zasobéw jest oceniony poprzez wskaznik jakosci o postaci:
N

T
Izn - D qﬁ) (zn - D qi) /57

Wskaznik ten mozna interpretowa¢ jako sumaryczne straty u horyzoncio N
wynikajace zniedostarczenia odbiorcom pozadanych przez nich ilosci zaso-
béw. Kwadratowg posta¢ wskaznika /5/ przyjeto jedynie dla ustalenia uwaci,
bowiem ze wzgledu na dyskretno$¢ zmiennych i opisywane dalej ograniczeniai
wskaznik o postaci /5/ nie daje zadnych uproszczen przy rozwigzywaniu pro-
blemu.

Ograniczenia nieréwnosciowe wystepujace.w rozpatrywanym problemie
rozdziatu zasobow podzieli¢ mozna na nastepujaco grupy:

1. Ograniczenia transportowe

i 'ki 5
i i vkA * 76/
kyrazaja ono maksymalne przepustowosci drég transportowych oraz odwracal-

nos¢ lub nie kierunku transportu.
2. Ograniczenia minimalnych dostaw

m i D gk Vo4

co oznacza, ze dostawy do poszczeg6lnych odbiorcéw nie moga by¢ nizszo od
danych wielkosci krytycznych.
3* Ograniczonia pojenmo$oi magazynow
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Wlasciuyu ograniczcm pojemnosci magazynu jest wielko$¢ x, natomiast £
oltresla minimalne zapasy, ktdére powinny by¢ utrzymane w procesie sterowa-
niu.
4. Ograniczenie na dopuszczalng wartos¢ wskaznika jakosci- /5/
i-d 2 79/

Ograniczenia typu 1, 2, 3, 4 rozpatrywane dla biezgcej chwili n obo-
wigzuja dla kazdego k =n,...,X z rozpatrywanego horyzontu sterowania,
a wystepujace w nich zmienne sg powigzane przez /Z/ i /U/.

Ograniczenia te zawieraja zmienne niepewno,wobec czego wystepujace
w nich nieréwnosci nie sg znakami relacji wiekszy lub réwny w zbiorze
liczb rzeczywistych. V zapisach /6/ - /9/ jest to zasygnalizowane przez
ich inny ksztatt.

Obecnie przechodzimy do okreslenia sterowania i jego struktury w po-
wigzaniu z informacjg biezgcg. Zakkadamy, opierajac sie na przestankach
fizycznych, ze biezacag informacje, an = [AnT' Zn 5 stanowig dano o ak-
tualnej ilosci zasobéw w magazynach, i aktualnym zapotrzebowaniu od-
biorcéw z~. Wielkosciami sterujacymi sg (.5 jako zasoby 1,"ydawane
w chwili n-tej poszczeg6lnym odbiorcom oraz y (=) stanowigce przeptywy
mie[y T’ = T] ,m.

woucL punyzSzego argumentami praw sterowania dla etapu | sg wektory
= za$ wartosciami zbiory sterowan dopuszczalnych.

Majac sprecyzowang informacje biezaca mozemy powtérnie powrécié do
ograniczen /6/ - /9/ i rozpatrzy¢ ich dalsze przeksztatkcenia.

Uwzgledniajae, ze zgodnie z przyjeta strukturg, w chwili biezgacej n,
zmienne , V} sa funkcjami iloraz ze ~ jest przez zalezno$¢ od
an i dn dk_i zmienng losowa dla k = n+l,.._,N, zastepujeatyrozpatry-
wane ograniczenia niepewne ograniczeniami  deterministycznymi.

Posta¢ tych ograniczon,a doktadniej wystepujace w nich operacje agregacji
nie sg jedynymi mozliwymi, a ich przyjeta posta¢ nalezy wigza¢ zprzestan-
kami wynikajacymi  z tresci fizycznej zadania rozdziatu. Ostatecznie -dla
chwili biezacej 1 powinny by¢ spednione ograniczenia deterministyczne dla
tej chwili, oraz ograniczenia dla chwil dalszych o postaci:

T

/6a/

Adnt - Idk-1 - ° < D ~ktSk> 77a/
AN dn” *-"dk-1 = *k< * /8a/
v 3~k /9a/

gdzie k = n+l,.._,N,
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3- Sformulowanle problemu

Dysponujac modelem /2/ bilansu zasobéw w magazynach, modelem /b/ za-
potrzebowania odbiorcéw oraz modelem /6a/ - /9a/ ograniczen mozemy sfor-
mutowac¢ zadania- sterowania dla etapu X 1 Xl. V dalszych zapisach din ieh
uproszczenia = [ag,V1

Dla etapu 1 mamy:

Wyznaczy¢ zbiér Q~*Xn~” takich g*Ix”,dla ktérych speknione sag ogra-
niczenia /¢a/ - /9a/ i /2/, /b/, K = n, ... N

Zbidér Q*txn)nazywamy zbiorem sterowaé¢ dopuszczalnych dla chwili dys-
kretnej n i dla wartosci

Odwzorowanie (Ffunkcje) Q~Cx 1 nazywamy prawem sterowania dopusz-
czalnego dla n-tej chwili dyskretnej.

Zbioér elementéw takich, ze dla kazdego z nich istnieje niepus-
ty zbidr IX* nazywamy zbiorem standw dopuszczalnych w chwili dyskret-
nej n.

Dla etapu X1 mamy:

Dla kazdego xq wyznaczy¢ q~ 1 xn takie, ze spednione sg ograniczenia
/6a/ - /Ba/ i /2/, /b/ dla n,...,N a wskaznik jakosci E(jJ) osigga wartosc¢
minimalng.

Sterowanie gn°lxn)nazywamy sterowaniem optymalnym dla oliwili dyskrot-
nej n i dla wartosci xn<

Funkcje g~ Ixn)nazywamy prawem sterowania optymalnego dla n-tej chwi-
li dyskretnej.

b. Opis algorytmu wyznaczania zbioréw sterowan i stanéw dopuszczalnych

Problem® sformudowany w p. 3 zaréwno dla etapu 1 ,jak i dla etapu 11
nie posiada rozwigzania analitycznego. Dla wskaznika Jakosci o postaci
/5/ jest to wynikiem przyjecia ograniczen /6a/ - /8a/.

V przedstawionym ponizej algorytmie dla etapu 1 uwage zwrdécono na
technike uwzglednienia biezacej informacji przy rozwigzywaniu postawio-
nego problemu. V zwigzku z tym dla uproszczenia zakfadano, ze tworzenie
odpowiednich zbioréw odbywa sie metoda przegladu zupednego. V przypadku
wiekszej liczby elementéw nalezatoby zastapi¢ przeglad zupedny metoda
bardziej efektywna.

Przystepujac do omawiania algorytmufrozpocznijmy od n = N.

Dla ostatniej chwili dyskretnej horyzontu sterowania obowigzujacy ukdad
nieréwnosci ma postac:

g=s aN(Cn) 3
1«<S vnlxn)< e

mwC D gN Qi)
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Z < yN-a vy.
(N - D %~XN)T IZN - D INtxh»< 0 / K /1°/

Traktujac jako parametr.! atosujgC metode przegladu zupednego

wyznaczany zdefiniowane w p. 3 zbiory;

IXN. > "*i; e=nm

Przechodzac do chwili dyskretnej N-1 maniy ujirded:

V dN-1 : *Ji = XN-1 + G gN-I"xN-1"+ 1L VN-IXK-1i+"F Aj-t + M M:; 211/

A
m "< D gK-1 IXN-i>
-~ XN-1 X
AZN-1 " D gN-lI t°N-I)) T IzN-1 " N1 %-1 +

F [I"N-1 + ZN-1 ~ D gK-1 ~N-1) ~ D gN txJ:L + G gN-1 tXN-1*+M*+
" N-1

+ N VvS-1IxN-1i+ F dN-D)j ZN-1~D qE-1"X2v-I11- D gN*XN-1+ K* t+

+ G*gN-TI*N-,) + H*VN-1 (xN-1) + W]} < 2T/ K /12/
jjdzie:
‘G 0" H O = F O" o o
— h = ]:—IE = .W¥ =
0 -D. _O © o q o T
Ze rozktad

Wykonujac usrednianie przy ustalonym xjrli przyjmuje sie,
qYlxv jest rownomierny. Inaczej oznacza to, ze bedac w chwili N-1 przewi-
dujemyj ze w chwili N operator wybierze przy ustalonym z réwnym rprawdo-
podobienstwem lcatdg z wartosci ze zbioru Q* |[X,-

Dla uk¥adu warunkéw ./11V/, /i2/, tralctujac xtJ_1 jaleo paranietr(wyzna-

czamy zbiory:
QN-1 IxN-1 ~ “N-1
Oméwione powyzej dwa kroki algorytmu sugerujg jego nastepujacg wersje

rekurencyjng.
1. Niech beda dane zbiory:
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2. Zbiory:

Si-1 I*n-1 ~* Xn-1

wyznaczamy na podstawie nastepujacego ulckadu warunkéw
Vdn-1 - xn* ,Xn
iL< <1 IVI>< 5

n vn-1 txn-1>< 7

m< D~1 (xn-D

i < Xn-1 ~ X
~zn-1 " DSi-1 5Xn-1)T ~zn-1 “ D ~n-l<xn-1)) +
+ E (~"-D"™ (Xn)T (zn - D (Xn)) +
1n-1
+ N *ZN “ D gN * AZN " D gN M) ™
-1 ))
w ktérych:
yk
*K =
Kj

~k+i =yk + G gk 1V + H vk (V + F “k

zk+1 = zk + Mk+t - D gk (xk>

5« Przyktad numeryczny

Celem przykdtadu jest przedstawienie wynikéw otrzymanych z algorytmu
wyznaczania zbioréw stanéw dopuszczalnych i sterowan dopuszczalnych dla
etapu X. V zwiazku zastosowang technika przegladu zupednego i dazeniem
do graficznej ilustracji wynikéw w przyktadzie wprowadzono szereg upi-osz-
czeh w stosunku do pednego sformudowania problemu.

Przyjmuje sie, ze rozpatrywany system zawiora tylico dwa magazyny
i dwu odbiorcow® zasoby sg tylko jednego rodzaju oraz kazdy z odbiorcoéw
moze pobiera¢ Jo tylko z jodnogo magazynu. Odbiorcy nio posiadaja suoicli
magazynéw buforowych i1 ich aktualno zapotrzebowanie jost réwno nominalne-
mu. M takim przypadku zbiory stanéw dopuszczalnych i zbiory sterowan sg
funkcjami tylko dwu zmiennych wyrazajacych ilosci zasobéw w poszczegdl-
nych magazynach i #atwo przodstawié Jo graficznie.

Magazyny zasobéw sa podaczone pomiedzy soba(a zasoby dostarczano sa
do jednego z nich.
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Zaktada sip dalej j = a , co oznacza, ze na etapie | nie rozpatruje
eip wskaznika jakosci. Rzeczywiscie, oGraniczenie na wartos¢ dopuszczal-
ny tei;o wskaznika jest zawsze spednione.

Podobnie zatozenie, ze kazdy z odbiorcéow korzystatylko zdostaw jednego
mutiazynu.powoduje, ze ograniczenie typu minimalnych dostaw moze by¢ juz
uwzglednione w ograniczeniu transportowym jako Q.-

Do obliczen przyjpto:

0,2 < ik *£ 1.0
0,2” g2k < 1,0
0. s£ vik< 1,4
0,2< v2Jc< 1,4

- N >"lk< 176
°. < y2k < 1.6

Dla zmiennych q , V Y zatozono kwant 0,2(co okresla liczbe wy-
réznionych pozioméw dyskretnych.

Zatozone losowe dostawy zasobéw okresla tablica 17za$s nominalne de-
terministyczne zapotrzebowania, réwne dla obu odbiorcéw, okreslono w tab-
licy 2. V tablicach tych numer chwili dyskretnejmoze by¢ interpretowany
jako numer miesigca stad N = 12

Tablica 1
d

n 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4m 1.6 1.8
1 0 0 0-5 0.5 0 0 0 0
n 0 0 0.3 0.6 0.1 0 0 0
3 0 0 0 0 0.2 0.6 0.2 0
4 0 0 0 0 0.1 0.1 0.8 0
5 0 0 0 0 0 0 0.5 0.5
6 0 0 0.2 0.6 0.2 0 0 0
7 0.4 0.6 0 0 0 0 0 0
S 0.8 0.2 0 0 0 0 0 0
p 0.4 0.6 0 0 0 0 0 0
10 0.9 0.1 0 0 0 0 0 0
n 0.5 0.5 0 0 0 0 0 0
12 0.5 0.5 0 0 0 0 0 0
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Otrzymane w wyniku zastosowania opisanego algorytmu zbiory stanéw
dopuszczalnych przedstawia rys. 1.

Rys.1. Zbiory stanéw dopuszczalnych
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ynPARJIEHHE PACIIPEHEJIIEHHEM PEOTCOB B YCIOBHHX HE7BEPEHHOCTH
Pe3bue

B paOOTe npeacTaBlieHa npofijieMa ynpasjieHM b yciiOBHHX neyBepeHHOcra
pacnpeflexeHHeM pecypcoB. topMyxupyeTCR MOflexB ynpasjineMoro npouecca h
RByxsTariHaH: npogesypa yapaBlieHKH. B nepBOM STane b cTpyKType US onpesejm-
BToa MROsecTBa RonycnzuHX coctorhkz h MHosecTBa RonycTicjux ynpasxeHzfi.Bo
BTopoM 3Tane onpeRejineTCH npaBiuio onTPaiaJUHoro ynpaBxemui. PaccyneHM
JUDDOCTpHpyiOTCH RHCJieHHHM npZMepOM.

RESOURCE ALLOCATION CONTROL PROBLEM IN THE PRESENCE OF UNCERTAINTY

Summary

A control problem in the presence of uncertainty is presented. Resour-
ce allocation problem states as example. A model snd two stage control
idea is formulated. In the first stage sets of feasible” states are found
in CL structure. The second stage is used to find an optimal control law.
The considerations are illustrated by an example which is mainly concer-
ned with the problem of feasible states.



