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STEROWANIE OPTYMALNE SIECIAMI WODOCIĄGOWYMI 
Z WYKORZYSTANIEM ROZSZERZONEJ FUNKCJI LAGRANGE'a

S t r e s z c z e n i e . Praca poświęcona j e s t  algorytmom metody d u a ln e j  
wyznaczania harmonogramów optymalnyrh n a p e łn ie ń  zbiorników s l a 

jd o w y c h  przy s te ro w a n iu  s i e c i a m i  wodociągowymi w s t r u k t u r z e  w ars t
wowej. P rzedstaw iono  nowy a lg o ry tm  o p a r ty  na w ykorzystan iu  r o z 
s z e r z o n e j  f u n k c j i  Lagrange a ,  efektywny w rozważanych zastosow a
n ia c h  p ra k ty c z n y c h .

1 . BSTęp

r Celem n i n i e j s z e j  praoy j e s t  p rz e d s ta w ie n ie  sposobu formułowania za -  
jdań o p ty m a liz a c ji s i e o i  wodociągowej d la  zastosow ania  metody d u a ln e j  
o p ty m a l i z a c j i  h i e r a r c h i c z n e j  o ra z  nowego a lgory tm u  t e j  metody w ykorzystu
ją ce g o  r o z s z e r z o n ą  f u n k c ję  L a g r a n g e 's .  Zadanie dynamicznej o p ty m a l iz a c j i  
zagregow anej B ieo l  wodociągowej j e s t  podstawą d z i a ł a n i a  warstwy n ad rz ęd -  
n e j  w warstwowym u k ła d z ie  s te ro w a n ia  b ieżącego  s i e c i ą  wodociągową. W p ra 
cy p rzeds taw iono  sform ułow anie  zadan ia  o p ty m a l iz a c j i  s i e c i ,  z a s y g n a l iz o 
wano m ożliwośoi i  o g r a n ic z a n ia  zas tosow ania  metody b e z p o ś re d n ie j  do jego 
r o z w ią z a n ia .  N as tęp n ie  p rzeds taw iono  p r z e k s z ta łc e n ia  zadan ia  op ty m a liz a 
c j i  s i e o i  konieozne d la  metody d u a l n e j ,  dotychozeaowe i  nowo bazujące  
na wprowadzeniu dodatkowych zmiennych. W reszcie w r o z d z ia ło  5 p r z e d s ta 
wiono nowy a lg o ry tm  metody d u a ln e j  w ykorzystu jący  r o z sz e rz o n ą  fu n k c ję  
L a g r a n g e 'a ,  porównując go z algorytmem klasycznym.

2 . .WARSTWOWA STRUKTURA STEROWANIA SIECIAMI WODOCIĄGOWYMI

Optymalne s te ro w a n ie  b ieżąoe  s i e c i ą  wodociągową według k ry te r ium  
m in i m a l iz a c j i  kosztów uzysku i  d y s t r y b u c j i  wody j e s t  złożonym zadaniem 
dynamicznym, zob .  n p . [ 2 , 4 ,7 * 1 0 ] ,  . Przyczyną j o a t  s i l n i o  n ie l in io w y  model 
s i e o i  wodociągowej o raz  przede w szystk im , c h a r a k te r  f u n k c j i  co lu  i  
zmiennych deoyzy jnych .  Wchodzące w s k ła d  f u n k c j i  c e lu  c h a r a k te r y s t y k i  
mocy pomp s ą  z a le ż n o śc ia m i  ozęściowo n lo jednoznacznym i, kawałkami l i n i o 
wymi {każdy kawałek odpowiada j e d n e j  k o n f ig u r a c j i  w łączonych pomp).Zmien
nymi decyzyjnymi s ą  l l o ś o l  włączonych pomp (zmienne ca łk o w ito l lc z b o w e ) 
o ra z  u s ta w ie n ie  zasuw w pompowniach i  przy z b io rn ik a c h  s ie c io w y c h ,  powo- 
du jące  dopasowanie r o z k ła d u  o l ś n i e ń  w a i e o i  do pożądanego {zmienne ciĄ,g- 
ł e ) .  Złożony c h a r a k t e r  modelu i  k ry te r iu m  ja k o ś c i  powoduje k o n ie o zn o ś i  
dekompozycji i  zas to sow an ia  metod h ie r a r c h i c z n y c h .  S t r u k t u r a  sterow a-n .a.
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s ie c i a m i  wodociągowymi, zas tosow ana I przy opraoowywanlu k o n c e p c j i  i  
algorytmów s te ro w a n ia  eksperymentalnym systemem wodno-gospodarczym [6 ,7}» 
przeds taw iona  j e s t  na r y s .  1 .
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Rys. 1 .  S t r u k t u r a  s te ro w a n ia  s i e c i ą  wodociągową

J e s t  t o  s t r u k t u r a  warstwowa, r e p e ty c y jn a  ze sp rzężen iem  zwrotnym od s t a n u .  
W w ars tw ie  w yższej  u k ła d u  s te ro w a n ia  wyznaczane s ą  harmonogramy optymal
nych n a p e łn ie ń  zb io rn ików  do końoa doby z uwzględnieniem  m ierzonego ak
tu a ln e g o  stanu, zb io rn ików  HZ.^, j  *  l l o ś ó  powtórek re p e ty c y jn y o h
L w c ią g u  doby j e e t  tym m n ie j s z a ,  im m nie jszy  j e s t  s t o p i e ń  n iepew noś
c i  w s y s te m ie ,  uwarunkowany j a k o ś o ią  prognoz zapo trzebow ań  D j ( k ) .  Na ba
z i e  znajom ości dopływów (JŻ ^kT g) ,  j  «  1 , . . . , Z  do zb io rn ików  s ie c io w y c h  
w w ars tw ie  n i ż s z e j  wyznaczane s ą  na b ie ż ą c o  (z  krokiem Tg je d n o -  ozy dwu
godzinnym) optymalne k o n f ig u r a c j e  w łączonych zespołów pompowych wraz z 
us taw ien iem  zasuw w pompowniach i  przy z b io rn ik a c h  s ie c io w y c h .  L in ią  
przeryw aną zaznaczono na rysunku  możliwośó dodatkowej r e g u l a c j i  w ramach 
odcinków ozasu  T_ / na b a z ie  b ie ż ą c y c h  pomiarów w s i e c i .  Algorytmy warstwy 
n i ż s z e j  b a z u ją  na ro z w ią z a n ia c h  s t a ty c z n y c h  zadań  o p t y m a l i z a c j i ,  i s t n i e j ą  
sz y b k ie  a lgory tm y rozwiązywania t a k i c h  zadań [ 1 0 ] .

Zadanie o p ty m a l i z a c j i  rozwiązywane w w ars tw ie  w yższej  u k ładu  s t e r o 
wania j e s t  zadaniem dynamicznym z dynamiką zb io rn ików  s ie c io w y c h .  Zada
n i e  t o  musi uw zg lędn iać  model przepływów w s i e c i  o ra z  model r e l a c j i  c i ś 
n ien iow ych  w ty o h  p rz y n a jm n ie j  f ragm on tach  s i e c i ,  k tó r e  w arunku ją  f i z y c z 
n ą  r e a l i z o w a ln o ś ó  przepływów o ra z  zapew nien ia  minim alnych o l ś n i e ń  wymaga
nych p rz e z  odb io rców . 0 i l e  model samych przepływów j e s t  modelem l i n i o 
wym (a le  n ie jednoznacznym  przy i l o ś c i  zb io rn ików  w ię k s z e j  od 1 ) ,  t o  u zu -
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p e ł n la j ą c y  go model r e l a c j i  c iśn ie n io w y ch  j e s t  B i l n i e  n ie lin io w y , co ser
n ik a  z kwadratowych modeli odcinków ruroc iągów  i  zasuw (opornośc i  hydra
u l i c z n y c h ) .  Model s i e c i  j e s t  więo złożonym modelem n ie l in io w y m . 0 i l e  
d la  warstwy n i ż s z e j  uk ładu  s te ro w a n ia  powinien t o  być  model w m iarę peł
n y .  t o  uw zg lędn ien ie  t a k ie g o  pełnego modelu w w ars tw ie  w y ż sz e j ,  w w ielo
wymiarowym. dynamicznym zadan iu  o p ty m a l iz a c j i  z bardzo  p r z e c i e ż  n io k o -  
n z y s tn ą  p o s t a c i ą  f u n k c j i  c e lu  i  mieszanym oharak terem  zm iennych, prowadzi 
do o b l i c z e ń  zbyt z ło żo n y c h ,  wymagających dużych ozasów i  nakładów, bądź 
w ogóle  niemożliwyoh do ro zw ią zan ia  zadań o p ty m a l iz a c j i  -  a więc n iep rzy 
da tnych  do s t e r o w a n ia .  Dla p o trz e b  warstwy wyższej dąży s i ę  do tworzenia 
zagregowanych modeli  s i e c i  wodociągowych, uw zg lędn ia jących  je d y n ie  pod
stawowe r e l a o j e  między pompowniami, zb io rn ikam i s ieciowym i i  zagregowa
nymi- odbloroam l [ 7 ,1 0 ] .

Przedstaw iona na r y s .  1 s t r u k t u r a  s te ro w a n ia  odpowiada no rm alne j  
s y t u a c j i  m ożliwośoi pe łnego  zasp o k o je n ia  p o tr z e b  odbiorców wody. 7/ s y t u 
a c j i  d e f i c y t u  t r z e b a  j ą  wzbogacić elementami d ia lo g u  z deoydentaml współ
d z ia ła ją c y m i  w o k r e ś l a n i u ,  którym odbiorcom i  w j a k ic h  odc inkach  czasu 
na leży  zm nie jszyć  dostawy wody [ 9 ] ,

Opracowanie n i n i e j s z e  poświęcone j e s t  algorytmom warstwy w yższej  
s t r u k t u r y  B te row an ia ,  algorytmom wyznaczania optymalnych przeb iegów  n a
p e ł n i e ń  zb iorn ików  s ie c io w y c h .

3 .  ZADANIE OPTYMALIZACJI NAH,ŁNIEŃ ZBIORNIKÓW, METODA BEZPOŚREDNIA 
JEGO ROZWIĄZANIA

Zadanie dynamiczne wyznaczania s te row ań  optymalnych (zagregowaną) 
s i e c i ą  wodociągową, k tó re  na leży  rozwiązywać w warstwie wyższej u k ła d u  
s t e r o w a n ia ,  można sformułować w n a s t ę p u j ą c e j  p o s ta c i  [ 7 ,0 ,9 ]

( D

przy o g r a n ic z e n ia c h  modelu s i e c i ,  t j .
-  l in io w y c h  rów naniach  b i l a n s u  przepływów w w ęz łach ,
-  modelach odcinków ru roc iągów

( 3 )

-  pompowni

AH Pjfk)  = H ? i  -  [S Pj (n j (k )) + s ^ k J J O P ^ k ) 2 ,

(n^ (k )) -ś QPj (k ) ó  OP^.fn^ ( k ) ) ,  j  € l p

(4)

( 5 )

-  zasuw re g u la c y jn y c h  przy z b io rn ik a c h

'(-k) = -  sgn  (O Z jik ))  . a j  ( k ) . Q Z ,(k )2 , B j ( k ) ^ 0 ,  j  e  I 2 (6)

-  zb iorn ików
H2, (k+1) » HZ,(k) + oC/jZ^(k!,J J %. V

H. ć HZ^k) -i H <,.i J d I.

(7)
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-  wymaganlaoh odbiorców

HjOO >  MjM, - 3  e  i o (9 )

-  o raz  warunków brzegowych d la  zb iorn ików

HZj(O) - H Z ^ ( O ) ,  • HZj(K) -  HZDj, j  e  I %,  (10)

g d z ie  oznaozono (k oznacza d y s k r e tn ą  c h w ilę  o z a su ) :  
n 1(k)  -  i l o ś ć  włąosonyoh pomp w j - t e j  pompowni, 
o . ( k )  -  oporność zasuwy r e g u l a c y j n e j  j ~ t e j ,
r ( k ) ,  Oj -  w sp ó łc zy n n ik i .k o sz tó w  ( t a r y f a  o p ł a t  za e n e r g i ę ,  w spółczynnik  

koBztów u z d a t n i a n i a ) ,
Hj (n j  (k ),QPj ( k ) ) -  c h a r a k te r y s ty k a  mocy p o b ie ra n e j  p rz e z  j - t ą  pompownię, 
QPj(k) -  wydatek j - t e j  pompowni,
O ^jfk)  -  przepływ między węzłami i  a j ,
Si j  “  p o r n o s 6  s i e c i  między węzłami i  a j ,
43Bj^(k) -  spadek o l ś n i e n i a  między węzłami i  a j ,
/3Hg^j(k)  -  r ó ż n ic a  poziomów geodezy jnych  między węzłami i  a j ,  
d H P .(k )  -  p r z y r o s t  o l ś n i e n i a  wytwarzany p rzez  pompownię j ,
H P j (k ) ,  S P j (k )  -  param etry  c h a r a k t e r y s t y k i  pompowni j ,
H Z . (k) -  wysokość s łu p a  wody w j - ty m  z b i o r n i k u ,

QŁj(k) -  dopływ do j - t e g o  z b i o r n i k a ,
H j(k) -  c i ś n i e n i e  w węźle j - ty m ,

Ip ,X z ,.I0 -  z b io ry  indeksóv7 węzłów odpowiednio ze pompowniami, zb io rn ik am i 
s iec io w y m i,  odb io rca m i.

Zadanie (1) -  (1t))' j e s t  bardzo  t r u d n e  przede wszystkim  ze względu 
na omówioną w r o z d z i a l e  poprzednim p o s t a ć  c h a r a k t e r y s t y k  I ? j (n j (k )  ,QPj{k)), 
skokowy c h a r a k t e r  zmian w ozaBie t a r y f y  r ( k )  o raz  m ieszaną  n a t u r ę  zmien
nych deoyzyjrtyoh (n^{k) -  c a łk o w i to l ic z b o w e , s i (k) -  c i ą g ł e ) ,  ja k  rów nież  
n ie l i n io w o ś ć  o g ra n ic z e ń  ( 3 ) ,  ( 4 ) ,  ( S ) .  Zadania t a k i e  r o z w ią z u je  s i ę  je d y 
n ie  metodami h ie ra rc h ic z n y m i  [ 3 ,7 3 .  Można tu  za s to sow ać  zarówno metodę 
b e z p o ś re d n ią  o p ty m a l i z a c j i  dwupoziomowej, ja k  i  d u a ln ą ,  u ż y c ie  k aż d e j  
z n ic h  obwarowane j e s t  jednakże  pewnymi, r ó ż n e j  n a t u r y ,  o g r a n ic z e n ia m i .

Dla zas to sow an ia  metody b e z p o ś r e d n ie j  za zmienne koordynacyjne 
przyjmujemy dopływy QZ.(k) d o ! zb io rn ików  s ie c io w y c h ,  j £ I „ .  Zadanie d o i -  
nego poziomu rozpada s i ę  wówczas na K n ie z a le ż n y c h  zadań  s t a ty c z n y c h  od- 
pow iada jących  zad an iu  (1 )  -  (10) z wyłączeniem dynamiki zb io rn ików  ( 7 ) ,
( 8 ) ,  przy ozym ze względu na U B ta len io  na tym poziomie wypływów QZj(k) 
równania b i l a n s u  przepływów (2 )  s t a j ą  s i ę  jednoznaczne um oż liw ia jąc  z a s 
tosow anie  efek tyw nych algorytmów o p ty m a l i z a c j i  [ 1 0 ] ,  n i e s t e t y ,  ze wzglę-

A

du na cechy f u n k c j i  fj£(QZ.j{k)» H Z j (k ) )  o k r e ś lo n e j  p rze z  rozwiązyw anie 
zadań  dolnego poziomu j e s t  możliwe za s to so w a n ie  je d y n ie  programowania dy
namicznego jako  a lgo ry tm u  ro z w ią z a n ia  z a d a n ia  k o o r d y n a c j i !

P .T atjew skl

k -
przy o g r .  ( 7 ) ,  ( 8 ) ,  ( 1 0 ) .

(k)»
0 , 1 , • • •

^ 2  ?k (QZj(k)» H Z j ( k ) )  
k»G ( u :
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P ra k ty cz n ie  l i m i t u j e  t o  możliwości za s to so w a n ia  metody do ¡ s ie c i  jedno-  
zbiornikowy ch ,  czy dwuzbiornikowyoh- w s y t u a c j i  dyii)pcnowa:nlra ido'&'£ szybicin 
komputerem. Hp. d la  dwuzbiornikowe j  s i e ó i  m ia s ta  B sregionu jjiŁTtotowego [S] 
cz as  ro zw ią zan ia  zadan ia  dwunastoetapowego (K a 12); ara komputerze SK-4 
w yn iós ł  ok .  0 ,5  godziny j i  to  przy dość zg rubne j  d y s lk r e ty z a c j i  stanów 
zb iorn ików  i  maksymalnie uproszczonym (zagregowanym), imodelu s i e o i .  Ib -  
w ięk sza n ie  d o k ła d n o śc i  d y s k r e ty z a c j i  znaczn ie  wydłużano t e n  c z a s .

4 .  F0B7IUŁOTA NIE ZA DA Iii A OPTYMALIZACJI DLA METODY DUALKSJ

Dla zastosow ania metody dualnej o p tym alizacji hiajsa-rohlczne j [35 za
danie ( 1 ) -  ( 1 0 ) trzeba p r z e k s z ta łc ić  do p o sta c i lin io w o  Skwadratowajj s e -  
parowalnej £ 2 ,8 .1 2 ] ,  Funkcję (1 ) aprokaymuje s i ę  za leżn o śc ia m i kwadrato
wymi, a równania (3)  i  (4) p rzyb liża  za leżn ościam i lin iow ym i« uzyskuise 
zadanie o p ty m a liza cji p o s ta c i;

K-1 r — o 
*1 » ¿ 2  2 2 . r ( k ) [ ( ł . .Q M k r  + P ;Q ? ,(k ) l
> /Ir l. l £ T  17̂ 75 Ł I c T  ‘ 3 3 3 3QPj ( k) ,  j c i p  1t 35 1 3 « I p

;-i

+ 3e i.
przy równaniach stanu

HŻ,  ( k ) ,  j  s  I  ,  k ■» 0 , 1 , . . » , K —1 **=—i   .*71
3 8  + r 3-(HZ3 ( k)  -  M Z j d c l ł * } (12)

HZ3 (k+1) -  2 2  a ^ H Z ^ k )  + 2 2  b j l 0?1 (k )  -  D3 ( k ) ,  ) « ! , ,  (13)

i e I p
o g r a n ic z e n ia c h  QP3m ^  QP3 (k) £  oi>j»i*  ̂ £ l p o raz  (8 ) 1 
i  o g r a n ic z e n ia c h  l in io w y c h  nlerównośolowych ,

q3 (HZ3 (k + 1 ) ,  HZ3 ( k ) ,  QF3 ( k ) ,  k )  0 ,  J - 1 , . . . , r ,  (15)

zapew n ia jących  s p e ł n i e n i e  (9)  ora  a ro a l i z o w a ln o ś ó  f iz y c z n ą  dopływów do 
zb io rn ik ó w .
O s ta tn i  s k ł a d n ik  w f u n k c j i  c e lu  (12) j e s t  wprowadzony s z tu c z n ie  d la  za
pew nian ia  ś c i s ł e j  w ypukłośc i rów nież  względem poziomów zbiorników HZj ( k ) .  
Rraoa [2 ]  przedBtawia p r z y k ła d  wyznaczenia l in iow ych  równań s ta n u  (13) 
ja k o  l i n a a r y z a c j l  z a ie ż n ó ś o l  o ry g in a ln y c h  w pewnym "punkcie p ra c y " ,  moty- 
wująo t a k i e  postępow anie  n ie w ie lk im i  zmianami poziomów zbiorników wynika
jącym i z duże j  i c h  o b j ę t o ś c i .  Jednak nawet autorom wydało s i ę  t a k i a  pos
tępowanie  dyskusy jne  ze względu na s i l n e  n ie l in io w o ś c i  modolu o r y g in a l 
nego i  duże p r z e c i e ż  wahania przepływów związane x dużymi dobowymi waha
niami poborów, W pracy [5 ]  zbadano ja k o ść  modolu (13) powstałego z l i n i o 
wych aproksym acji  o ry g in a ln y c h  z a le ż n o ś c i  ( 3 ) 1  (4) w szacowanych z a k re 
s a c h  pracy d la  t r u d n e j  s i e c i  dwuzbiornlko'wej. P ode jśc ie  t o ,  s k u t e c z n i e j 
sze  od pop rze d n ieg o ,  okaza ło  s i ę  rów nież  n ie w y s ta r c z a ją c e  -  główną p rzy
czyną były dość  duża b łędy  modelu lin iow ego  (13) pow sta jące  w ok resach  
zmian znaku dopływu do zbiorników - i  to  nawet przy zas tosow aniu  modolu 
n ie s t a o jo n a r n e g o ,  t j .  a ^  •> a 31£ k ] ,  b .^  ■ b ^ t k ) .  W chw ilach  t a k i c h  gwał
townie z m ie n ia ją  s i ę  bowiem warunki c i ś n ie n io w e ,  s z c z e g ó ln ie  w s i e c i a c h j  
g d z ie  s ą  one k r y ty c z n e .
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Podkreślmy, ża model (13) w ystępujący  w z a d an i«  ( 1 2 ) - (1 5 )  musi d la  
s i e o i  w ie lozb io rn ikow ych  pow stać zarówno z r e l a c j i  l in io w y c h  (2 ) ,  Jak  i  
n ie l in io w y o h  (3) i  (4)» gdyż u s t a l e n i e  w a r to ś c i  wypływów z pompowni n ie  
u s t a l a  Je szcze  rozpływu wody między z b io r n ik a m i , o k reś la n eg o  wówczas, 
opróosc l in io w y ch  b i lansów  rozpływów w w ęz łac h ,  n ie l in iow ym i r e la c ja m i  
c iśn ien iow ym i -  co JeBt przyczyną  t r u d n o ś c i .

K onieczność uwzględniania oporności zasuw regulowanych przy z b io r n i-  
kaah Jako dodatkowyoh zmiennyoh w modelu (12) -  (15) i  związane z tym 
tru d n ośol nasunęły pomysł n iec o  innego sformułowania zadania ( 1 2 ) -  (15) 
[ 53 , w którym uwalniamy s i ę  od n ie lin io w y c h  za le ż n o śo l (3 )* (4 )  i  (6 ) przy 
wyznaczania równań stanu  (1 3 ) .  Przyjmiemy m ianowiole za dodatkowe zmienne 
wypływy QZ.(k) z Z-1 zb iornik ów , g d zie  Z j e s t  l ic z b ą  zbiorników w s i e c i .  
Uzyskamy wówczas zadanie p o sta c i

min S i  r i k U M P ^ k ) 2 + ( ^ - . ( k ) ]  +
QP3 ( k ) , j e i p k=O l j e i p 3 3 3 3

QŁj ( k ) » 3  » 1 ..........2-1 + 2 5  y . (H Ł ^fk J -H Ź .tk ) )2 +
HZ,.(k),J 61  ,k = 0 ,1 , . . . ,K - 1  J=1 3 3 3

3 (16)
Z-1
2 3
J»1

¿'3 (QZj (k)-QZ3 (k ) ) 2J

(18)

przy równanlaoh.-atanu:
EZj(k-i-l) -  HZ3 (k ) + cC ^ Z ^ k )’,  J =- 1 , . . . , Z - 1  1 (1T)

Z-1
HZ.(k+1) -  H Z .(k) + cc A rZ Z  QZ.(k) + 2 _ >  Q P .(k )-D (k )] , J = Z,3 3 3 ^  3 3 Ć Ip  3

o g ra n io z e n ia c h  ( 1 4 ) ,  (19)
i  o g ra n io z e n ia c h  l in io w y c h  nlerównościowych

(HZ^ ( k+1 ) »HZj (k ) ,Q P 3 ( k ) ,Q Z j ( k ) ,k )  -S 0 ,  j ~ 1 , . . . , r .  (20)

W zad an iu  powyższym za le ż n o śc ia m i  p rzy b l iżo n y m i s ą  je d y n ie  fu n k o ja  c e lu  
(16) o raz  o g r a n ic z e n ia  n ierównościowe ( 2 0 ) ,  o p i s u j ą c e  wymagane r e l a c j e  
c i śn ie n io w e  zapew n ia jące  s p e ł n i e n i e  (9)  o ra z  r e a l i z o w a ln o ś ć  f i z y c z n ą  do
pływów do zb iorn ików  (p ra k ty c z n ie  je d y n ie  w o k re sa c h  i c h  n a p e ł n i a n i a ) .
Jak  po k az u ją  wstępne wyniki badań nad s i e c i a m i  d y s t r y b u c j i  r e g io n u  p i l o 
towego (6 )  t a k i e  s form ułow ania  za d an ia  o p ty m a l iz a c j i  pozwala na s k u te c z 
n i e j s z e  za s to so w a n ie  metody d u a l n e j .  P o n iże j  przedstawimy a lg o ry tm  k l a -  
syozny t e j  metody, wraz z  pewnym r o z s z e r z e n ie m ,  o raz  nowy a lgo ry tm  o p a r 
ty  na w ykorzys tan iu  r o z s z e r z o n e j  f u n k c j i  L a g ra n g e 'a .

5.. AMORYTKY .f-KTODY PU^LtiKJ

Klasyczna metoda dualna w z a s to so w a n iu  do zad an ia  (16) -  (20) polega 
na z a s to so w a n iu  no rm alne j  f u n k c j i  Lagrange"a [3]

% =  Z I  {  2 1  r ( k ) [ P 3 Q P 3 ( k ) 2  +  p ^ Q P i  ( l c ) 3  +  
k=0 j  6 I P n 7—1

+ 2 Z  r j ( HV lc)-nV l0 )2 +  2 1  ^ ( g i . d i i - ^ f k ) ) 2 + 
j= i  “ j» i
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. 2 -1  — ---------------
♦ ^ ( k ^ H Z ^ k + D  -  H £j(k)  -  od jQ X ^k))  *

+ } j k ) ( B % - ( k + 1 )  -  H 2j(k) -  r fjK p Q Z jO c )  + 2 1  QP (fc) -  D (k )j) +

r
♦^ E T /tjO O .g jĆ H Z ^ k + D , HZj ( k ) i Q P jfk), QZjfkJ.k')}, (21)

g d zie  Xj(k) i  / t j ( k )  są  mnożnikami odpowiadającymi. odpowiednio, ogra- . 
niozeniom  równościowym (stan u ) i  nierównościowym. M inim alizacja fu n k cji 
Lagrange's (21) przy u sta lon ych  w artościach  mnożników (k ) ,  j= 1 , . . .  ,Z 
i  / ^ ( k ) ,  j » 1 , . . . , r ,  k = 0 , 1 , , . .  ,K- 1  1  przy uwzględnieniu ogran iczeń  (19) 
dekomponuje Bię na wzajemnie roz łączn e m inim alizacje jednowymiarowe 
względem każdej ze zmiennych Q Pj(k), .QZj(k), H Z .(k), k » 0 , 1 , . . . ,K - 1 .  
Wynika to  bezpośrednio  z separowalne j  ^pos'taci (21) fu n k cji c e lu  oraz wza
jemnej ro z łą c zn o śo i ogran iczeń  nierównośolowyoh (1 9 ) .  M inim alizaojo te  
można więc przeprowadzić bardzo prosto  a n a lity c z n ie ,  co stanow i o e la s 
ty c z n o śc i m etody. Oznaczając przez L ( ź \ (k ) , /4<k)) minimalną wartość 
fu n k c ji Lagrange'a zadanie koordynatora można sformułować jako zadani», 
m akaym alizaeji fu n k o jl dualnej

max L {a (k ), /< ( k ) )  (22)
?l(k) 6  E

/ i ( k )  b  Hr , / i ( k )  > 0 ,  k -  0 , 1 , . . . .K -1  
Ponieważ funkcja L ( . , . )  j e s t  różniczkow aIna, to  zadanie (22) maksymalizu
jemy wybraną gradientow ą metodą o p ty m a liz a c j i. W praktyce wygodnie j e s t  
stosow ać op tym alizację  bez ogran iczeń , sprowadzając uprzednio ogran icze
nia nierównośoiowe (20 ) do równościowych przez wprowadzenie zmiennych 
d op ełn ia jących  [9 3 .

N iedogodnością algorytm u k lasyczn ej metody dualnej j e s t  konieczność  
wprowadzania dodatkowych, zaburzających optym alnosć składników fu n k cji 
c e lu  dla zmiennych H2^(k) i  QZj(k) ( i  dopełn iających )... z h eu rystyczn ie  
przyjętym i w artościam i współczynników i  oraz "wartościami odnie
s ie n ia "  HZ^(k) i  Q Z j(k). Powodowaną w ten  spoBÓb u tr a tę  optym alnośoi moż
na wyeliminować przez wprowadzenie dodatkowego, nadrzędnego poziomu opty
m a liz a c j i Iter u ją ce g o  w artośoi o d n ie s ie n ia  wg za leżn o śo i

HZ3 (k )l+ 1  «  HZj(k)1 , j i l t ,  (23)

QŁJ ( k )l+ 1  »  o l j i k ) 1 , j  -  1 , . . . , Z - 1 ,  k -  0 ,1 ..........K-1,

g d zie  1  oznacza indeks " w ie lk ie j  i t e r a c j i" ,  t j .  c a łe j  op tym alizaoji dwu
poziomowej przy u e ta lo n y o h ,l- ty c h , w artościach  zmiennych o d n ie s ie n ia , a 
prawe stron y (23) oznaczają  optymalne w artośoi zmiennych uzyskanych w 
t e j  w ie lk ie j  i t e r a c j i .  Postępowanie (23) j e s t  zb ieżn e , 1  to  tym sz y b c ie j ,  
im m niejsze są  w a rto śc i jr. i  (z k o le i im m niejsze i  cT̂ , tym 
tru d n ie j rozw iązać (22 )) [ 1 j , zwiększa jednak nakład o b lic z e ń . Trzeba w



36
P. Tat jaws k i

tym m iejscu  nadm ienić, żs przy udanym doborze £E^{U) i  QŹ^(k), oo ma na 
og ó ł m lajsoe w s y t u a c j i  sterow ania re p e ty ey jn eg o , postępowania (23) może 
n ie  być potrzebne dla uzyskania d ok ład ności akceptow alnej d la celów  s t e 
rowania .

Jody.'.- s o lą  dodatkowych składników wprowadzonych do fu n k c ji c e lu  
j e s t  j e j  ś c i s ł e  uw ypuklenie. Uwypuklenie ta k ie  uzyBkać m ożn a ,-i to  w sp o -  
aób sk u te c z n ie jsz y  ) gdyż um ożliw iająoy rów nocześnie zastosow an ie p rostego  
1 szybk iego  algorytm u koordynacji -  gdy zam iast normalnej fu n k c ji Lagran
g e 's  zastosujem y rozszerzon a  fun kcje Lagrange's (d la  sk rócen ia  za p isu  
pomijamy tu  ogran iczen ia  ' (20 ) )t

2 - 1
+ Z I  ?.3 (k)(H 23 (k+1) -  HZ3 (k) -  ^ 3QZ3 ( k ) )  +

+ * 2 (k ) (H ^ .(k + 1 ) -H ^ .(k ) -^ fc y Z  QZ3 (k) + p | 2  QP3 (k ) -  D (k )j) +

Z. P
♦ Z Z  ^ (H Z 3 (t+ 1 ) -  HZj (k) -  oćj  QZ3 (k ) ) 2 +

+ ^<J (HZz (k+1) -  HZ^k) -  Z [ S  QZ3 (k)+  2 Z  QP3 (k)M>(k) ] ) 2 (24)
5*1 j e lp

g d z ie  O oznaoza w spółczynnik  k ary . .
N ie s te ty ,  funkoja L? n ie  ma p o s ta c i sep arow aln ej, n ieseparow alność  

powodują kwadratowo sk ła d n ik i kary. Trudnośó t ę  można o b e jśó  s to su ją c  ■ 
id e ę  algorytm u aproksymacyjnego zaproponowanego w 1113« m in im a liza c ji 
ro zszerzo n ej fu n k c ji Lagrange'a (2 4 ) ,  przy danych u sta lo n y ch  w artośc iach  
mnożników ^ ( k )  * /'3 (k )m, J -  1 , . . . ,  Z, k -  0 » 1 , . . . ,K - 1 ,  dokonujemy
w tzw . p ę t l i  aproksym aejl lo k a ln y o h . następowanie to  polega na kolejnym  
przyjmowaniu pewnych u sta lo n y ch  punktów aproksym acji QP3 (k )n ,EZ1 (k )n , 
QZ3 (k )n , oo um ożliwia z a s tą p ie n ia  każdego *  n iesaparow alnych  składników  
kwadratowyoh euną, k tó r e j  każdy sk ład n ik  zaw iera ty lk o  jedną zm ienną, 
np. sk ład n ik

(HZ3 (k+1) -  HZ3 (k ) -  «¿3 QZ3 (k ) ) 2

zastępujem y sumą

(HZ3 (k+1) -  HZ3 (k )a  -  «¿3QZ3 (k )n )2 + (SZ3 (k+1)a-HZ3 ( k ) -o ć 3QZ3 ( k )n )2 +

♦ (HZj (k+1 )a -  HZ3 (k )n -  aó3QZ3 ( k ) ) 2 ,

k tó r8 j e a t  Już seperow alna -  p ierw szy z j e j  składników uwzględniamy przy 
m in im a liza c ji względem K Z jfk + l), drugi H Z jfk), a t r z e c i  Q Z j(k). I t e r a c je  
aprokaymaeji lok aln ych  p o leg a ją  zaś na n a stę p u ją c e j n o d y flk a o ji punktów 
aproksym acji:
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QP3 ( k )nv1 -  Q Pjik)11 ♦ « (o P jik )“ , -  d P j(k )n ) ,  j s  r p "  ( ¡ 7 7

H Ł,(k)a+1 -  HZ^(k)a  + ¿(HZ  ̂(k )a  ,«•' l|Z j(k )a ) ,  j e i a

QZ3 ( k )n+1 -  QZ3 (k )a  ♦ g(QŁ<k)a . -  t|z3 {k)a ) ,  3- 1 , . . . , 2- 1 ,
J  w  *  ■ k - 0 , 1 , . . . ,K - 1 ,

g d z ie  QPj (k )n ,  HZ3 (k )a # QZ^fk)11 ozn aczają  punkty optymalna uzyskana w 
n -t y a  kroku l t a r a e 31 lok a ln yoh , a £ « ( o , 1 ] J es t  ustalonym  w apółozynni- 
kiam. Punkty uzyekana w wyniku zakończenia procesu i t e r a c j i  lokalnych  
wstawiamy do fu n k c ji (24) uzyskująo w artość rozszerzon ej fu n k cji dualnaj 
Lę (^ (k )m) .  Nie j e a t  to  wszakże potrzebn e, gdyż zam iast maksymalizaoJi 
ro zszerzo n ej fu n k c ji dualnej można zastosow ać prosty  algorytm  modyflka- 
o j i  mnożników H eBtenesa-Pow ella

^ ( k )m+1 -  ^ ( k ) m ♦ <? Ó&, (k+1 )B -  IE3 (k )B -  QZj (k )m) , j » l , . .  .  ,Z -1 ,

> E( k )m+1 ♦ ę(HZg (k+1 )B -  HZs (k )m +

-  cC IZ O  Q Z ,(k p  + Q M k )a  -  D (k ) l) ,
* J-1 3 3 6 I p 3

g d z ie  HZ.j(k)m, QZ3 (k )m, Q P.(k)m eą  punktami uzyskanymi w p ę t l i  aprokwy- 
m aojl lok aln ych  przy 3.j(k) « A j(k )m, J » 1 , , . . , Z ,  k » 0 , 1 , . . . , K - 1 .
Jak wykazują wstępne wyniki zaBtoaowania przedstaw ionego algorytm u wyko- 
rzya tu jąoego  rozszerzon ą  fun kcję Lagrange's do a ie o i  wodociągowych 
m iast reg ion u  p ilo tow ego  [6 1 , Jeat on efek tyw n iejszy  od algorytmu k la -  
syoznego metody dualnej (nawet bez i t e r a o j i  ( 2 5 ) ) .

W przedstaw ionych powyżej algorytm ach metody d u a ln ej, Jak i  sformu
łow aniach  zadania o p ty m a liz a cji w r o z d z ia le  poprzednim pom inięto, dla 
skróoen ia  z a p isu , zasuwy regulow ane. U w zględnienie opornośoi zaauw r e -  
gulowanyoh (p o r . ( 4 ) i  (6 )) n ie  n astręcza  żadnych tru d n ości w zadaniu  
(16) -  (2 0 ) ,  w ystąp ią  one Jako dodatkowe zmienne w fu n k cji c e lu  (16)
1  o g ra n io zen ia ch  ( 20 ) .

6 .  WNigS XI__

Badania t e o r e ty c z n e  1 symulacyjne nad zastosowaniem algorytmów mo- 
tody  d u a ln e j  do wyznaczania optymalnych harmonogramów n a p e łn ie ń  z b i o r n i 
ków 8 leclow yoh w r e g i o n i e  pilotowym [6]  pozw ala ją  s t w i e r d z i ć  ro snącą  
p r z y d a tn o ś ć  1 efek tyw ność  t e j  metody, a k t u a ln i e  je d y n e j  um o ż liw ia jąc e j  
o p ty m a l iz a c ję  a i e o i  w le lozb lo rn lkow yoh ,  t iezu l ta tom  tych  badań aą  p rzed
s ta w io n e  w n i n i e j s z e j  pracy sposoby formułowania zadań o p ty m a l iz a c j i  s i e 
c i  d la  metody o ra z  a lg o ry tm  o p ty m a l iz a c j i  bazu jący  na w ykorzystan iu  r o z 
s z e r z o n e j  f u n k o j l  L a g r a n g e 's .

Badania przedstaw ione w tym artyk u le  były prowadzono w ramach pro
gramu rządowego Hi 7 . 0 1 , 05 . 0 1 .
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OPTIMAL CONTROL OF WATER SUPPLY NETWORKS 
USING AN AUGMENTED LAGRANGE FUNCTION 

S u m a  a  r  y
Optimal c o n t r o l  o f  w ater  supply networks i n  m u l t i l a y e r  s t r u c t u 

r e  i s  c o n s id e re d  i n  th e  p a p e r .  The t a s k  o f  the  h ig h e r  l a y e r  i s  to  d e t e r 
mine op t im a l  s c h e d u le s  o f  network r e s e r v o i r  l e v e l s .  Dual method o f  h i e 
r a r c h i c a l  o p t im iz a t i o n  to  perfo rm  t h i s  t a s k  i s  c o n s id e re d .
A new a lg o r i th m  b as in g  on the  use o f  an  augmented Lagrange f u n c t i o n  i s  
p r e s e n te d ,  which proved to  be e f f i c i e n t  i n  p r a c t i c a l  a p p l i c a t i o n s .
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P  e 3 d m e

B  p a O o T e  n p e n c T a B j i a e T c a  o n ra M a jiL H o e  y n p a B J ie H H e  ceTHMH B o n o c f ia O r te s ra a  

b  M H O ro y p o B H eB o ił C T p y x T y p e .  3 a n a a a  B H c m e ro  ypoB H H  c d c t o h t  b  o n p e n e J ie H E H  

onT H M ajiB H U x r p a $ H K 0 B 3 a n o ^ H e H 2 it  p e 3 e p B y a p o B  a a c T o i i  b o u j j .  B jm  B H n o jm eu K H  

a T o f i  3 a n a ' l l !  n p e jy i a r a a T C H  n y a j r tH H e  M e T o n a  H e p p a p x n a e c K o i i  onTHMH3 a iu iK . I l p o n -  

C T a B n ae T C H  h o b k S  a a ro p H T M  , n c n o j iL 3 yi0tu5ii ł  M ORH & IiHm ipoBaH H y» $yH K im io  J l a r p a n -  

x a ,  K O T o p a ii 0 K a 3 a j ic H  afq&eKTHBHHM b  p a n e  c J i y a a e B .


