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PRZESUWAJACYCH S17? OBCIAZEN

Przedmiotem rozwazan jest swobodnie podparta belka o statym
przekroju i1 réwnomiernie roztozonej masie «u . Sztywnos¢ zgi-
nania belki oznaczamy przez EJ. W chwili t » 0 belka znaj-
duje sie w spoczynku, w potozeniu rownowagi statycznej. Jezd-
nia ma ksztalt znanej krzywej gtadkiej o réwnaniu yQ(4)-
Jezdnia po lewej stronie przyczotka jest prosta i pozioma,

(rys. 1).

Po belce przesuwa sig ze stalg predkoscig v pojazd o me™-
sie m, ktéory w chwili t = 0 wjezdza z lewej strony na bel-
ka. Jako dynamiczny schemat pojazdu przyjeto mase skupiong na
sprezynie o sztywnosci S [I/m]*. W pracy nie uwzgledniamy
tdumienia ani w belce ani w sprezynie. Zadanie polega na zma™
lezieniu ugieoia belki, jako funkcji wspodrzednych ozasc-
-przestrzennych.

Na wstepie musimy rozwigzac¢ kilka zadann pomocniczych.

Chcac znalez¢ catke znanego réwnania rézniczkowego:

@
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o dowolnej prawej stronie q(], t), rozpatrzymy najpierw przy-
padek szczegdlny, w ktdorym obcigzenie wyraza funkcja:

=iS(5-*4) IP0t-to)" @)

Tu S oznacza funkcjg Diraca a rf- funkcje H e £

v i side*a* Wukladzie wspotrzednych czaso-przestrzennych
obcigzenie to jest przedstawione na
rys. 2. Ugiecie belki wywotane takim
nagle przyfozonym obcigzeniem jest
znane [1] :

2P13~  1*00SWn (t-t0) _. S
yp= ~nr~2-i— Zr?jﬁT sin n-7j0sin nJk
©)
gdzie
®

Rys. 2 Przez odpowiednie rézniczkowanie
funkcji (3 mozna z tatwoscig znalezé
inne rozwigzania podstawowe. KIp. dla belki obcigzonej nagle
momentem M (rys. 3a) otrzymujemy nastepujace ugiecie:

v M 3yP 2M1%\//——+1‘_‘68§ &ﬁ((t_t—) cos nJit sin nJI§ . (©)

Podobnie dla impulsu K = Itim P4t’f) (rys. 3b) ugiecie wynosi:
(t—o
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dla impulsu L =1lim 14t = 1Tim KI ¢i (rys. 3c) mamy:
g L 3yM L ~K 1
yl=-197" =ZET3]; =-TI

OT \~isin aw (t-t )
b2 j 07? Ccos N¢ 0 sin - @

Rys. 3

Wszystkie powyzsze rozwigzania: (3), (b-7) wazne sg tylko
dla t> 0, bo dla t< 0 jest zawsze y = O.

W oparciu o wzor (6) mozemy juz ogolnie rozwigzanie dla do-
wolnego obcigzenia <KS,©) zapisa¢ w nastepujacej formie
(rys. 49 :

2 i « »
yd= / § 4(io»to)simwn (t-to)sin n” 0<UOAV
0 0 ®
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Bastepne zadanie pomocnicze polega na znalezieniu ugiecia

belki pod wptywem statej sidy P przesuwajacej sie ze stala
predkoscig v wzdduz belki

(rys. 5). W tym przypadku obcig-

zenie q(?,t) wyraza nastepujacy

wzor:
<Ht) o £ SQI- « j S(Z-7Mt
®
w ktorym wystepuje zmienna bezwy-
miarowa :
r.Jt, t-g t. 0y

W nowym uktadzie wspotrzednych J , i réwnanie (8) przyjmuje
nastepujacg postac:

ril
“*4d<oaTo
i’ n m 00O (@)
gdzie:
4_-“S1 - +TN& <2

Po podstawieniu wyrazenia (9 1 wy-
konaniu catkowania otrzymujemy (por.
tez [1D:

ytf.r) = \ si_n nSik sin ncffT
“ @A [(n"7™J
V -1sin njrj sin /Ar

OV [T (3



0 drganiach belki mostowej pod wpdywem przesuwajacych. .. 13

W pracy [2} pokazalismy, ze pierwszy z szeregow (13) o stab-
szej zbieznosci daje sie wyrazi¢ w zamknietej formie;

PI3 (sindi® sin™rr a3V sin nJ* sin /@nr

r<D
1 EJ62_(__(=n 2 ____ j v m W - A
as
S i i V 1sin nJij sin
s If>l3 [sm(?_JSi?]lanff —jr-- 26 (r>1)
YIS Ej<r ( ~ ()3 [()2-~]
gdzie;

J"=1-1i, z’'m1 -r.

Rysunek 6 wyjasnia oznaczenia 1 i
Il poszczeg6lnych obszaréw.

W dalszych rozwazaniach bedzie
nas gtéwnie interesowato ugiecie
belki pod sitg skupiong, tj. dla
J = r. Po zastgpieniu J przez z
na podstawie wzoru (14) otrzymujemy:

y(r,r) =p yB@) =

P13 isindrsindO-r i ik W y~Bin nJBTBInr
) y e,

Wreszcie, gdy po belce ze statg predkoscig przesuwa sie
sita dowolnie zmienna w czasie, P(7"), to na podstawie réwna-
nia (11) otrzymujemy:

y@d,r) =-A”™Y si» ~ F p(r0)sinAi(r-r0)sin n~rQd ro (16)
V\EJf Qun) 0
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Sita P(r) dziatajaca na belkg jest sita w sprezynie (reso-
rze) pojazdu. Sitg tg mozna przedstawi¢ w postaci sumy dwoéch
skdadnikow.

P@) = mg + X(r). an

Pierwszy z nich, mg, oznacza ciezar wkasny pojazdu (g jest
przyspieszeniem ziemskim), a drugi, X(r), jest dodatkowa
sitg wywotang skracaniem sie lub wydtuzaniem sprezyny. Podsta™-
wiajac teraz Z w miejsce j i wykorzystujac zwigzek (17) oraz
(15) otrzymujemy ugiecie belki w miejscu przytozenia dowolnie
zmiennej w czasie sidy P(r):

y@-.n =yb@ »
2, r

3 ** 7TFit)+ £7™ ?i1/ X(ro)sindi(r r)sin njrrod ro-
A n 0 as)

Rozpatrzmy z kolei mase skupiong (rys. 7),
na ktéra dziataja nastepujace sity« ciezar

—m d wtasny mg, oddzia*ywange sprezyny -P(Z0 i
- di sita bezwkadnosci -m d ym/dt - Wszystkie te
mg sity musza spednia¢ warunek rownowagi dyna-
micznej :
PCD azy
Rys. 7 -m- Xf +mg - I(t) = 0. a9
u

Wprowadzamy i1 tu bezwymiarowg wspotrzedna r 1 po wykorzystaniu
zwigzku (7)) dochodzimy do nastepujgcego réwnania rézniczko-
wego:

dzy ,2
5 - ==* X . 20
dT - mv SR 0y

Uwzgledniajac warunki poczatkowe ruchu masy skupionej:

<21)
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catke réwnania roézniczkowego (20) zapisujemy nastepujgco:

ym(r>aSfT - Tn\fl / ( r-e)x(*o)aro. @2)

Znamy juz teraz przesuniecia dolnego konca sprezyny:
y0 + 7b 1 goérnego konca: ym# W obu réwnaniach, ktore te
przesuniecia opisujg pozostaje jednak jako niewiadoma wiel-
kos¢ sity X(F)» Niewiadomg te wyznaczymy z warunku, ze roz-
nica miedzy obu przesunieciami jest proporcjonalna do sity w
sprezynie:

*ym(@ - yb(@ - yo(, (Gmn). (€S))
Po podstawieniu do rownania (23) zwigzkéow (18) 1 (22) docho-

dzimy do nastepujacego rownania catkowego typu Y ol t e r-
r y drugiego rodzaju:

X(r) + Mf X(r)K(r,rddr « sf(r), (@Z))
mv q

ktérego jadro K oraz wyraz wolny F zawieraja nieskonczone
szeregi:

Q) =r- M + — " p;— ~ sin nurrsin njrr, @5)
F(r) =-yc® -
m0? IsinffTsin®0-r) - ... rt ,,J V sln ©@6)

- ) r(l-r)-2ff

Z tego tez wzgledu metoda iteracyjna nie bardzo nadaje sie do
rozwigzania rownania (24). Rownanie to rozwigzemy numerycznie.
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Przedziat, w ktorym wazne Jest rozwigzanie: O0<T< 1 dzie-
limy na s mozliwie matych réwnych czesci:

X = /s @n

Wykresy znanej funkcji F i1 poszukiwanej funkcji X aproksymu-
Jemy za pomoca linii damanych (rys. 8). Rezygnujac ze Sciste-
go spelnienia rownania (24) w kazdym punkcie przedziatu (0,1),
chcemy spednié¢ Je w sposéb przyblizony w poszczegélnych punk-
tach podziatu: 1, 2, ..., s. W ten sposéb réwnanie calkowe
(24) przechodzi w ukdad réwnan algebraicznych:

DA
k ef e 3 X N Z(KA, ,r0)dr0o«SPk ,

12 3 s i28)
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z ktorego wynika nastepujacy wzor rekurencyjny dla kolejnych
wartosci 1/:

k-1
Bik
i»l
29
r-(k-1)A @)
K<kj,r0) A
“T  (k-DA
gdzie:
A r-(i-1)A fi+1H (i+1)A_
JIk=/ -°~N- +-g (ka>ro0)d70 + — F=qE(kA>1r0)dr0.
(i-1)A

W przypadku, gdy punkty podziatu lezg w dostatecznie matych
odstepach, wzor (29) mozna jeszcze uproscic:

2
ok 7«7 X1 Xid ro)dTb
wk nvoat Q- (30)

o+ I jr /* KA. ,ro)drQ
mT k-1)HA
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Woéwczas wartosci Xi nie sg wartosciami wystepujgcymi na kon-
cach przedziatdéw, lecz przedstawiajg wielkosci Srednie z posz-
czegolnych przedziatéw. Niewiadoma X(r) jest aproksymowana li-
nig schodkowa (rys. 9).

Wzory (29) i1 (30) nadaja sie bardzo dobrze do zaprogramowa-
nia na elektroniczng maszyne cyfrowg. W Katedrze Mechaniki
Budowli na Wydziale Inzynierii Budowlanej Politechniki War-
szawskiej Bronistaw Wyborski wykonat prace dyplomowg na ten
temat. Dla danych wartosci liczbowych dotyczgcych sztywnosci
belki 1 sprezyny oraz masy belki 1 pojazdu, przy zatozeniu
yQ = 0 zostaly wykonane odpowiednie obliczenia na maszynie
ZAM-2.

Wyniki dla rozmaitych predkosci v 1 réznych pojazdéw zo-
staly na rys. 10 przedstawione graficznie. Znajomos¢ wielko-
Sci przesuwajacej sie sidy umozliwia na podstawie wzoru (16)
okresli¢ ugiecie belki a nastepnie sidy wewnetrzne, W ten spo-
sob zadanie zostato rozwigzane.
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KOJIEBaHHH MOCTOBOfi BAIJIKH BbI3LIBAEMBIE BTHHHWEM
fIBHKymMxca HArpy30K

Pe3pme

Bonpoc ynpyrott Becowoft CajikKH, coe™HHeHHOi+ ynpyro c nepeMeman-
meflca MaccoR, npnBej;eHO k ;iHTerpali bHOMy ypaBHeHHio BojibTepu
BTopoii cieneHH, ypaBHemie pemeHO npH noMonjH uwjipoacft BoPIncjin-
TeJlb-Oft MalDHblo

ON THE VIBRATIONS OP A BRIDGE GIRDER UNDER
THE ACTION OP MOVING LOADS

Summary

Problem of an elastic ponderable beam connected in an elastic
way with a passing mass has been reduced to the integral VOL-
TEERY’s equation of the second kind. The equation has been
solved by means of a digital computer.



