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ZASTOSOWANIE METODY RÓŻNIC SKOŃCZONYCH 
DO ZAGADNIENIA DRGAŃ WYWOŁANYCH OBCIĄŻENIEM RUCHOMYM W MOSTACH PŁYWAJĄCYCH

Wst ęp
Ograniczoność układów dynamicznych (belki oparte przegubowo 
na końcach) lub metody rozwiązującej (sprowadzanie układów dy
namicznych do układu o jednym stopniu swobody) w wiąkszości 
prac poświęconych rozważaniom o zachowaniu się belek mosto
wych pod wpływem obciążeń ruchomych, których masy nie pomija 
się, skłania autora referatu do poszukiwania odpowiedzi na po
stawiony w tytule problem w oparciu o metodę różnic skończo
nych, metodę umożliwiającą uzyskanie na drodze maszyn cyfro
wych dostatecznie pełnego rozwiązania.

Rozważanymi w referacie układami fizycznymi są mosty pły
wające systemu ciągłego, które z uwagi na swą konstrukcję i 
typowe warunki podparcia na brzegach traktuje się modelowo ja
ko belki leżące na ciągłym sprężystym podłożu oparte przegu
bowo na końcach. Ze względu na stosunkowo niedużą sztywność w 
płaszczyźnie drgań, oraz często niezbyt dużą masę w porówna
niu z masą obciążenia ruchomego, mosty pływające wydają się 
być układami szczególnie podatnymi na dynamiczny efekt obcią
żeń ruchomych. Pilność poszukiwania odpowiedzi na ich zacho
wanie z powodu coraz ostrzejszych wymagań, jakie im się sta
wia, skłania autora do zainteresowania się postawionym proble
mem.

1. Rozwiązanie ogólne problemu
Sformułowany w tytule niniejszego referatu problem, uwzględ
niający wpływ na drgania rozważanego układu zarówno bezwład-
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ności obciążenia ruchomego jak i bezwładności hydrodynamiczne
go czynnika - wody sprowadza się do rozwiązania ogólnego nie
liniowego równania różniczkowego zdefiniowanego na wstępie 
układu dynamicznego w postaci:

spełniającego dla problemu początkowego następujące warunki:
- brzegowe: y(o,t) « y(l,t) a 0,

(2)-  # > x , t  -

rdj- początkowe: y(x,o) a (a£)Xf0 - 0,

Bezwładność wody (sprężystego podłoża) w równaniu różniczko
wym (1) reprezentuje współczynnik ^(kjt) wyrażający masę 
jednostkową wody towarzyszącej masie m układu w jego ruchu 
pionowym*

Rozwiązania ogólnego ugięoia y(x,t) równania różniczkowego 
(1) w postaci ogólnej

y(x,t) » y(x,t) + yQ(x,t) (3)

t
n
n-1
k
2

k const.

Rys. 1
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poszukuje się przy pomocy metody różnic skończonych w postaci 
rozwiązania przybliżonego ugięcia

Yik “ Yik + Yo(ik) 

węzłów siatki różnicowej o współrzędnych

= IŁ,
(5)tk = kr,

Ugięcia węzłów i a const,k, leżących na pionowych liniach siat
ki różnicowej przedstawiają rzędne linii wpływowych ugięć od 
obciążenia p(x,t), ugięcia węzłów i,k = const, leżących na po
ziomych liniach siatki są rzędnymi linii ugięć układu, nato
miast ugięcia węzłów i a k, leżących na głównej przekątnej 
siatki przechodzącej przez początek układu współrzędnych wy
znaczają tor poruszania się obciążenia po rozważanym układzie.

Po wyrażeniu pochodnych cząstkowych w równaniu różniczko
wym (1) przez centralne ilorazy różnicowe, po uwzględnieniu 
warunków początkowych i brzegowych (2) i uwzględnieniu nastę
pującej relacji w krokach siatki:

h = v * r,

równanie różniczkowe (1) przekształci się w postać równoważ
nych równań różnic skończonych:

Y_,| ^  = (k a 1, 2, 3 »*» n),

Yk-2,k + A1Yk-1,k + BkkYkk + A2Yk+1,k + Yk+2,k + Gk,k+1Yk,k+1 +

+ °k,k-1Yk,k-1 " E» (ka 1, 2, 3 »*» Ji)ł



24 Zbigniew Bursztynowski

Yi-2,k + AYi-1,k + BikYik + AYi+1,k + Yi+2,k + CYi,k+1 +

+ CYi,k-1 "= 0 (i — 1, 2j 3 ••• n) 
k = 1, 2, 3, ... n 
i * k (6)

^njk + Yn+2,k Oj (k a 1, 2, 3, ... n),

-1 0  ̂ 2 3 4 n.1 n+2

Rys. 2

z warunkiem początkowym

n

m=1

Współczynniki przy niewiadomych są funkcją fizycznych para
metrów układu, kroków siatki i szybkośći ruchu v obciążenia 
po układzie, a m-tą wartością własną układu, wyznaczoną z
układu uogólnionego równań algebraicznych (6) z prawymi stro
nami równymi zero.

Poszukiwane rozwiązanie ugięcia dynamicznego wyrażone 
wzorem (4) otrzymujemy przez wykonanie trzech prostych operacji:

1) operacja, pierwsza polega na rozwiązaniu układu liniowych 
równań algebraicznych (6) dla danych parametrów fizycznych 
układu i szybkości v ruchu obciążenia po belce. Rezul- 
ta.tem są przybliżone całki szczególne ugięć

2 ) operacja druga polega na odszukaniu wartości własnych 
układu tzn. n niewiadomych wartości szybkości ruchu
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v<m) (m = 1, 2, 3 ... n) obciążenia po układzie, które 
spełniają układ równań (6) z prawymi stronami równymi 
zero,

3) operacja trzecia prowadzi wreszcie do odszukania całki 
ogólnej Yo(ik) układu równań (6), a polega na rozwiąza
niu układu równań, utworzonego z n kombinacji układów 
równań (6), na które nałożono warunek początkowy (7). 
Suma wyszczególnionych, wyżej trzech operacji daje roz
wiązanie w postaci przybliżonych ugiąć

n
%k - + U  yo°L) <8>m=1

dowolnego wązła siatki zilustrowanej na rys. 1.
Osobny problem stanowi określenie mas stowarzyszonych 
wody, występujących we współczynnikach przy niewiadomych 
w układzie równań algebraicznych (6) pod postacią współ
czynnika /l(x,t).

Problem rozwiązano, adoptując do zagadnienia drgań mostu na 
wodzie prace z zakresu hydrodynamiki, w szczególności prace 
J. Więckowskiego opierające się na pracach N.E. Eoczina i M.D. 
Chaskinda,, poświęcone przybliżonym metodom wyznaczania masy 
wody towarzyszącej kołysaniom na wodzie okrętów, jak również 
innych ciał o prostych formach geometrycznych.

Równanie ruchu wody, wywołane odkształcalnym dnem mostu 
pływającego w czasie ruchu po nim obciążenia, założono dla 
przypadku belki drgającej w półprzestrzeni wypełnionej cie
czą pod postacią

-g2 - £ grad p - U  = 0 (9)

i rozwiązano jako przypadek szczególny ruchu potencjalnego 
cieczy nieściśliwej z potencjałem prędkości yp założonym w 
postaci funkcji:

?>(x,y,z,t) = £(x,y,z) cos^t. (10)
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Wykorzystując warunek nieściśliwości wody wyrażony związkiem 
Laplace’a

oraz warunki brzegowe:
1) na powierzchni swo

bodnej cieczy w każ
dym momencie ruchu 
czyniąc zadość związ-

X kowi wynikającemu z
równania ruchu (9),

2) porównując wartości 
Rys. 3 potencjału prędkości

i prędkości układu 
sprężystego w każdym punkcie tego układu wzdłuż normal
nej do powierzchni w tym punkcie, 

otrzymano dla układu zilustrowanego na rysunku poniżej przy 
założeniu ¡fa f(v)—

wyrażenie na masę stowarzyszoną wody ¿Z(x,t) pod postacią:

/'£•!-£> ■ ¿fer /  Ł‘*> f c f e t e j ’ dS’ (12)
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przy czym

/Z(x, c) «  fl(x, c).
£ — t— - 0

Wyniki liczbowe mas stowarzyszonych f£(xt c) dla odpowiednich 
parametrów fizycznych układu otrzymano na maszynie matematycz
nej URAL—2.

II. Rozwiązanie liczbowe problemu
Rozwiązanie liczbowe problemu znaleziono na maszynie matema
tycznej URAL-2 dla układów fizycznych zilustrowanych w tabel
ce poniżej, obciążenia zewnętrznego o intensywności

SCHEMAT
UKŁADU'

3&.TIT3 -w lZj « 3-*
N i ?  

i lii

Tloibodcinkówpotttidfu
«♦1

Pwametrij fiiyezwe uktodu

[s«k%i‘,J[tetf/n*]
¿•Afi*
["**]*-h-̂

# . * * * -<T  i
% 25 8 A 5.72-10* 4.57-10*6 4- 10~4

t K / mnrim-p n. —• ■ • .•-• am m  n" 
\ ■.. 1 25 10 5 II 5.72-10"8 u

/7frrr ^ 25 12 6 li 6.87-10** ii

.♦- -7m m ^ \ 100 3 6 li 1.714-10* ii

Rys. 5

p = const, rozmieszczonego na długości równej odcinkowi po
działu h i poruszającego się po układzie z szybkościami 

= 6,5, = 13,85, = 18,8 m/sek.
W celu określenia wpływu czynnika hydrodynamicznego — masy 
wody na ruch rozważanego układu podano rozwiązania liczbowe 
dla dwu przypadków?
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Zależności współczynnika dynamicznego ja od szybkości v ruchu
obciążenia

V [m/sekj

Współczynnik dynamiczny fj, ugiącia środka mostu (n+1 = 4 od
cinki podziału). 1 = 25 m

v [m/sek]

’Współczynnik dynamiczny ja ugięcia węzła 2 (układ o n+1 = 6 od
cinkach podziału) 1 = 25 m
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Wykresy ugięó mostu pływającego z pominięciem masy wody
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Wykresy ugięć mostu pływającego z pominięoiem masy wody (n»3)



(
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W pierwszym zilustrowanym na wykresach, pominięto wpływ 
masy wody, co odpowiada pominięciu w rozwiązaniach współczyn
nika ¿I(x, c),

W drugim przypadku, którego pełne rozwiązanie autor zamie
ści w rozwiniętym referacie, uwzględnia się wpływ bezwładno
ści wody.

nPUMEHEHHE METOM KGHEMHLIX PA3H0CTEfl K 30TIPOCaM 
KOJIEEaHHR BH3BaHHHX nOflBMJ.CHOfi HaT py3Koii 
B IIJ1 OByHHX MOCTaX

P e 3 k) m e

CnHpaacb Ha ueroji ko He w hux pa3HOCTett, npHBejeHO oómee pemenwe 

Bonpoca ĘBUxeana Hepa3pe3Hott ÓamKK c nocTOHHHbiu p a c n p e s e j i e -  

HHem Haccbi, onepToK mapHwpHO Ha cb o h x KOHuax, a  Ha CBOeR bah-  
He na ynpyroM o ch obbhhh, KanaromeMCH b phtm Hsrufia ÓaBkh.

THE METHOD OP FINITE DIFFERENCES APPLIED TO 
THE PROBLEM OP VIBRATIONS CAUSED BY MOVABLE 
LOAD ON FLOATING BRIDGES

S u m m a r y

On the ground of a finite differences method, the general so
lution has been given of a constant mass distribution, based 
in an articulated way on ends and in its length on the elastic 
base, swinging rhythmically with the beam’s deflections.


