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METODY EKSPERYMENTALNE OKRESLANIA CHARAKTERYSTYK
naprezeni obcigzen jako funkcji losowo zmiennych
W KONSTRUKCJACH MOSTOWYCH

(Skrot redakcyjny)

1. Zagadnienie losowosci czynnikow majacych wpdyw na konstruk-
cje
Projektowanie mostow, zardwno kolejowych jak i1 drogowych, opar-
te jest na zasadzie normatywnego ustalenia obcigzenia na pod-
stawie ktdrego wyznacza sie, naprezenia w poszczegolnych ele-
mentach, a nastepnie porownuje je z ich wartosSciami dopusz-
czalnymi. Wartosci dopuszczalne naprezen ustalone sg rowniez
normatywnie. Obliczen dokonuje sie sprowadzajac wszystkie ob-
cigzenia do obliczen statycznych, a wpdyw obcigzen dynamioz-
nyoh uwzgledniony jest przez wpiowadzenie tzw. wspotczynnikow
dynamicznych. Wspédczynniki te, zaleznie od typu mostu, rodza-
Ju konstrukcji 1 stosowanego materiatu moga mie¢ rozng forme,
posta¢ i wartos¢ liczbowg, ale ich wspolng cechg charaktery-
styczng jest to, ze takze ustalone sg normatywnie.

Powyzsze zasady projektowania i metody obliczania ustro-
Jow mostowych milczgco zakkadajg, ze wszystkie czynniki majag-
ce wptyw na zachowanie sie konstrukcji podczas pracy (a wiec
na odksztaktcenia, naprezenia, czestotliwos¢, amplitude 1 thu-
mienie drgan itp.) sa wielkosciami zdeterminowanymi iloscio-
wo 1 jakosciowo.

W rzeczywistosci jednak czynniki te ilosciowo sg zmiennymi
(lub funkcjami) losowymi 1 w rownaniach teoretycznych nalezy
uwzgledni¢ losowy ich charakter, Metody takiej analizy opar-
tej o rachunek prawdopodobienstwa sg znane i1 okreslane nazwag
probabilistycznej teorii bezpieczenstwa konstrukcji. Poczyna-
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jac od pracy [1] powstata na powyzszy temat obszerna literatu-
ra (szczegotowo wymieniona w pracy [2])-

Analiza teoretyczna w podanym ujeciu daje o wiele pelniej-
sze i1 blizsze rzeczywistosci odwzorowania procesow, ale wyka-
niaja sie tu pewne dos¢ trudne problemy. Przeprowadzenie roz-
wazan teoretycznych wymaga bowiem zawsze dokonania takich lub
innych Zatozen upraszczajacych rozumowanie, lecz powodujace
jednoczesnie "idealizowanie” odwzorowanego zdarzenia.

Koniecznos¢ dalszego rozwijania analizy teoretycznej opar-
tej o rachunek prawdopodobieristwa jest oczywista, tym nie-
mniej szczegllny nacisk nalezy potozy¢ na badania eksperymen-
talne 1 okreslanie na drodze pomiaréw rozkdadéw najwazniej-
szych czynnikow jako zmiennych losowych. Oznacza to okresla-
nie rozkdtadu prawdopodobienstwa pojawienia sie (intensywnosci
itp.) badanego czynnika na drodze statystycznej tj. na drodze
zdejmowania metodami statystycznymi charakterystyki danego
przebiegu w warunkach eksploatacyjnych.

Istniejg w literaturze [3] propozycje okreslania w powyz-
szy sposob wspétczynnika dynamicznego dla mostéw kolejowych.
Po przeanalizowaniu ich nasuwaja sie pewne wnioski odnosnie
probabilistycznego traktowania zagadnienia:

1) Analiza teoretyczna zawiera uproszczenia i trudno okres-

1i¢ o ile sa one dopuszczalne.

2) W przypadku uwzglednienia duzej liczby czynnikéw anali-
za teoretyczna staje sie bardzo skomplikowana, a wiec
mato uzyteczna.

3) Okreslenie na drodze eksperymentalnej rozkdadu gestosci
wspotczynnika dynamicznego jest uproszczeniem zagadnie-
nia. Pominiecie wpitywu takich czynnikéw jak naprezenia
montazowe, nieosiowosS¢ pretow itp. jest niestuszne.
Wpdywajg one zaréwno na same wyniki pomiarow wspodczyn-
nika dynamicznego jak 1 na sposOb zachowania sie posz-
czego6lnych pretéw podczas pracy (eksploatacji) konstruk-
cji.

Metoda badawcza, ktora pozwala na ominiecie w/w trudnosci i

niescistosci polega na doswiadczalnym okreslaniu charakterystyk



Metody eksperymentalne okreslania charakterystyk. .. 123

najwazniejszyeh czynnikéw jako zmiennych losowych z trzech
réznych grup.

ho najwazniejszych nalezg tuj

z grupy pierwszej obejmujacej obcigzenia - charakterystyki
obcigzen statycznych (masy, odlegtosci
miedzy nimi, rozstaw punktéw przytoze-
nia sid) predkosci 1 przyspieszenia oraz
charakterystyki obcigzen meteorologicz-
nych}

z grupy drugiej obejmujacej cechy mostu - charakterysty-
ka ciezaru wkasnego, naprezen montazo-
wych, bteddow montazowych i wkasnosci fi-
zycznych materiatu}

z grupy trzeciej obejmujacej skutki dziatania czynnikéw z
dw. poprzednich grup - charakterystyki
naprezen, amplitudy drgan i1 ich czestosci.

Charakterystyki tych czynnikéw nalezy zdejmowa¢ w warunkach

eksploatacyjnych - na konstrukcji normalnie pracujgcej (a nie
przy '‘normatywnych™ czy programowych obcigzeniach). Wyniki ba-
dan nalezy traktowac¢ i1 opracowywa¢ jako dane statystyczne.

2. Wybdr metod pomiaréw i sposéb realizacji

Metoda, jaka nalezy zastosowa¢ w eksploatacyjnych badaniach
statystycznych zalezna jest od:
1) rodzaju czynnika badanego (obcigzenia statyczne, predko-
Sci, naprezenia itp.),
2) sposobu jego wystepowania,
3) mozliwosci istniejgcych w zakresie aparatury pomiarowej
i analizujgcej uzyskane wyniki.
Kodzaj czynnika badanego wptywa w sposéb oczywisty na wybor
metody (np. predkos¢ pojazdéw — radar, naprezenia - metody ten-
sometryczne, masa pojazdow - okreslenie szacunkowe “. Sposéb a

Statystycznepomiary obcigzen (masy) pojazdéw stanowig tech-
nicznie najtrudniejszy problem - nie mozna pizeciez kazdego
pojazdu wazyc %rzed wyjechaniem na most. W odniesieniu do _
samochodow osobowych — wystarcza identyfikacja marki wozu i
ilosC osob jadacych, w przypadku samochodow ciezarowych -
marki wozu 1 szacunkowo ciezaru_#adunku. W przypadku mostow
kolejowych - sprawa jest znacznie trudniejsza.
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wystepowania danego czynnika zalezy od tego, jakim rodzajem
zmiennej losowej (funkcji losowej) mozna zdarzenie jego poja-
wienia sie opisac. 0goélnie rzecz biorgc badany czynnik moze

byc¢:
a)

b)
)
d
e)

1))
0)]

zmienng losowg ciagta (przynajmniej w pewnym przedziale)
np. ciezar 4adunku danego pojazdu,

zmienng losowg przyjmujgca wartosci dyskretne np. licz-
ba pojazdow na moscie w chwili t,

funkcjgq losowg ciagta np. predkos¢ pojazdu V = V(Y),
gdzie t oznacza czas,

funkcjg losowg przyjmujgca wartosci dyskretne - np.
liczba pojazdéw na czasie jako funkcja czasu,

zmienng losowg (funkcjg losowg) niezalezng lub zalezna,
zmienng losowg (funkcjg losowg) skorelowang lub nie,
zmienng losowg (funkcjg losowg) jedno lub wielowymia-
rowg.

Zaleznie od aparatury - mozna dokona¢ pomiardw i1 zapisu
funkcji ciagtych (rys. 1):

a)
b)

w sposob ciagly - tzn. wykres (zapis mechaniczny, sSwietl-
ny, magnetyczny),

pomiar moze by¢ ciaggly, a zapis zliczajagcy wartosci chwi-
lowe (rys. 1): w odstepach czasu b (punkty oznaczone ko-
teczkiem) lub wartosci maksymalne w pewnych odstepach
czasu At (odstep czasu przewaznie zwigzany z cykliczno-
Scig procesu np. obcigzen).

Badanie zmiennych 1 funkcji losowych przyjmujacych wartosci
dyskretne - odbywa sie oczywiscie metodg ich zliczania.

Aparatura w sposéb zasadniczy rzutuje na zakres 1 czas pro-
wadzenia pomiaréw. Zapis ciagly - dajacy pelny obraz przebie-
gu badanej zmiennej posiada dwie wady:

a)

b)

wymaga olbrzymich (przy badaniach statystycznych) ilosci
tasmy rejestrujacej - praktycznie zapis taki mozna zre-
alizowa¢ jedynie przy wielosciezkowym zapisie na tasmie
magnetofonowej z automatycznym przedaczaniem kanatow,
analiza zapisu wymaga specjalnych przyrzadéw (@analiza™-
tory, korelatory, rejestratory zaliczajgce, maszyny
matematyczne itp.).
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Zaletg zapisu, ciaglego ~ jest moznos¢ wszechstronnej anali~
zy badanego przebiegu.

Rejestracja chwilowych wartosci moze by¢ zrealizowana przez
zastosowanie elektronowej aparatury zliczajacej .-

Zmienng losowg X(t) mozna s harakteryzowa¢ przez podanie
roznych jej wkasnosci, z ktdérych najwazniejszymi sg (por. [7]):

1) Wartos¢ srednia” (moment pierwszego rzadu).

2) Wariancja (moment centralny drugiego rzadu).

3) Funkcja gestosci prawdopodobienstwa <p(X)-

4) Funkcja dystrybucji (dystrybuanta) $ ().

5 Funkcja korelacyjna (kowariancja, moment centralny mie-

szany rzadu drugiego) K~tg) -

W najprostszych przypadkach wystarczy dla scharakteryzowa-
nia rozktadu poda¢ wartos¢ sSrednig i1 odchylenie standartowe &

@' =D ) - np. w odniesieniu do wymiaréw, cech Fizycznych ne<-
teriatu itp.

W odniesieniu do obciagzen (grupa 1) i naprezen (grupa III)
konieczna jest znajomos¢ rozkdaddw gestosci prawdopodobieristwa
lub dystrybuanty, a w odniesieniu do zmiennych wielowymiaro-
wych - ich funkcji korelacyjnej.

3. Opracowywanie uzyskanych informacji

Zasada okreslenia rozkdtadu gestosci prawdopodobienstwa na pod-
stawie zapisu ciggtego przedstawiona jest na rys. 1.

W uktadzie wspétrzednych (t,X) dzielimy o$ rzednych X na
rowne przedziaty AX?(i=1 ... k), kazdemu przedziatowi przypo-
rzadkowujemy w aparaturze zliczajacej okreslony element liczg-
cy np. numerator. Odczyty ('probkowania’™) nastepuja w odstepie

(na wykresie - kéteczka), kazda odczytana wartos¢ funkcji
zostaje zanotowana przez numerator tego przedziatu, w ktdérym
wartos¢ znajduje sie. W wyniku otrzymujemy histogram czestosci
pojawiania sie funkcji (np. naprezen) w k przedziatach (we
wspodrzednych (X,v))*

Czestos¢ w i-tym przedziale proby wynosi:



Metody eksperymentalne okreslania charakterystyk, . 127

gdzie: H. — liczba zlioze6 (koteczka na rys. 1) w i-tym prze-
dziale, n - liczba wszystkich zliczen w prdbie.

k

n" °Z ni 13
Z, a3

gdzie: T - czas pomiaru (catkowity)
V+ S pt (@))

Przez pt oznaczamy prawdopodobienstwo, ze funkcja X(t) przyj-
mie wartosci odpowiadajgce i-temu przedziatowi. Gdy AX» — O
z histogramu otrzymujemy rozkdad gestosci prawdopodobienstwa
funkcji X(t) tzn. funkcje FTX).

Dystrybuante otrzymamy albo sumujac kolejne wartosci
(wielobok kumulacyjny) - bedzie to dystrybuanta empiryczna,
albo na podstawie zaleznosci (15).

$C) <P>(ax as
-00

Analogicznie mozna rozpatrywa¢ wartosci maksymalne (oznaczone
kwadratem na rys. 1) w przyjetych przedziatach czasu At, lub
czas trwania przewyzszenia ponad ustalony poziom X& = X~ W
tym ostatnim przypadku dokonuje sie zliczania dla kazdego,
przedziatu AX~ - ilosci ozasOw probkowania <5t, w ktorych dol-
na gramioa przedziatu i zostata przekroczona.

Poniewaz postepujac w powyzszy sposob, otrzymuje sie jedy-
nie histogram czestosci lub wielobok kumulacyjny, funkcje roz-
k#adu gestosci prawdopodobienstwa <p(X) lub dystrybuante 1 X)
otrzymujemy stosujac znane z literatury pi-] metody doboru fun-
kcji do wynikéw uzyskanych doswiadczalnie.

Wyznaczanie funkcji rozkkadu gestosci i dystrybuanty nie
jest czasem wystarczajgce. Koniecznym jest wéwczas wyznacze-
nie funkcji korelacyjnej, tzn. wyznaczenie zaleznosci usrednia-
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jJaoej po czasie przebieg badany (rozpatrujemy tzw. funkcje
stacjonarng)e
Postepujemy wowozas nastepujaco:

Dzielimy czas pomiata T zgodnie z (13).

Obliczamy wartos¢ Srednig na miejsce podstawia-
jJac wartos¢ funkcji w konou i-tego przedziatu tzn. x(tiL)

n
@s)
i=1
a nastepnie
n n
an
i=1 i=1
gdy <t 0 to
@s)
o]

7/arunkiem usrednienia po czasie jest spednieniem tzw. warunku
ergodyoznosci funkcji

a9

Poniewaz rozpatrujemy funkcje stacjonarne, wiec wartos¢ funk-
cji zalezy tylko od roznicy czaséw tzn. od

% 5tg “ th o)

a wiec warunek, aby mozna usredni¢ funkcje po czasie ma postac

@D

(0]

gdzie: E(r) oznacza funkoje korelacyjng.
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Majac wyznaczone wartosci ¢y z (16) lub (18), dzielac
czaspomiarOow Tna n odcijikow <t zakdadajac, zeprzedziat
ozasu Tzawiera 1 przedziatow <3t otrzymujemy:

n-1
KO *sir Z I(ti) -MNI[x(ti+t)- <j 22)
i»l
gdzie:
St(h-1) « T-T (23)
lub gdy <Ot 0 to
I]r
E(r) -~ TI=t [x(©)-7/i1j [z(t+r)-/ij dt (@ZY)

lub stosowa¢ mozemy wzor przyblizony

IN-r

K(r) » ijcr J x(t) . x(t+r)dt - ¢A (25)

o]
Reasumujgc - gdy do pednego scharakteryzowania badanej funkcji
losowej potrzebna jest znajomos¢ funkoji korelacyjnej - znajdu-
jemy wartos¢ Srednig i1 funkcje korelacyjng stosujgc zalezno-
sci (16 1 22) lub (18 & 24) - (25). Przy postugiwaniu sie za-
leznosciami (16) 1 (22) mozemy stosowaC przyrzady zliczajace
- analogicznie jak w przypadku budowy histogramu. Stosowanie
zaleznosci (18 1 24) - (25) wymaga postugiwania sie korelato-
rami. Wyznaczajac dostateczng liczbe wartosci funkoji K(t) ro-
bimy jej wykres i1 mozemy aproksymowa¢ go prostszymi wyrazenia-
mi analitycznymi.

Zasada dziatania korelatordéw uwidoczniona jest na rys. 2.
Przepuszozajac tasme z ciagdym zapisem badanej funkcji doko-
nuje sie odozytu wartosci x(t), a w miejsce x(t+r) wchodzi sta-
4a wartos¢ a. Otrzymujemy wartosci (26) 1 wyznaczamy ;j.%

a JX(t)dt a T (26)



~30 Andrzej ROzycki

Rys



Metody eksperymentalne okreslania charakterystyk. .. 13
Przepuszczajac tasmg powtdérnie - dokonuje sig pobrania warto-
sci x(t) 1 x(t+r), przy czym odstep X ustalany jest dowolnie.
Podzespoty 2" 1 "4" dokonujag odejmowania od x(t) 1 x(t+r)
wartosci Otrzymane roéznice zostajg przemnozone w podzespo-
le "3". Wyniki przekazywane sg do podzespotu catkujgcego "5,
z ktdérego na wyjsciu "'¢" otrzymujemy biezacag wartos¢ calki
(24). Dzielac wynik przez dbugos¢ tasmy 1 otrzymujemy war-
tos¢ Srednig funkcji korelacyjnej dla ustalonej wartosci X .
Powtarzajac postepowanie odpowiednig i1los¢ razy dla réznych
wartosci X otrzymujemy potrzebng ilos¢ wartosci K(F) rowng
liczbie powtdrzen.

Analogicznie mozemy bada¢ realizacje dwéch stacjonarnych
funkcji losowych X(t) 1 Y(t) otrzymujgc w wyniku funkcje
korelacji wzajemnej .

Wyznaczanie funkcji korelacyjnej jest w wielu przypadkach
niezbedne 1 ma olbrzymie znaczenie. Wspédzaleznos¢ miedzy wie-
loma zmiennymi i1 ich wpdywem na konstrukcje, np. miedzy obcig-
zeniem statycznym a predkoscig przesuwania sie pojazdow, za-
leznos¢ miedzy rozkkadem obcigzen statycznych a rozkdadem na-
prezen, rozkdtad naprezen jako funkcja obcigzen statycznych,
dynamicznych i meteorologicznych - mogga by¢ tylko okreslone
za pomoca funkcji korelacyjnych.

4. Zastosowanie wynikéw badan eksploatacyjnych w projektowa-
niu ustrojéw mostowych

Konstrukcje mostowe nie sga w zasadzie powtarzalne - jak to ma
miejsce np. w przemysle maszynowym.

Badania prowadzone na konstrukcji juz istniejgcej i podczas
eksploatacji - daja wyniki odnoszgce sie tylko do ustroju prze-
badanego. Na konstrukcji podobnej i1 podobnie eksploatowanej
(obcigzonej) beda zachodzity procesy o zblizonych jedynie cha-
rakterystykach. Powstaje pytanie czy badania eksploatacyjne 1
ich statystyczna interpretacja moze stanowi¢ jakis materiat dla
projektowania i konstruowania nastepnych ustrojow mostowych —
jesli nie mozna wynikéw bezposrednio wykorzystac.
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Bozwigzanie jJest mozliwe na drodze potraktowania catego za-
gadnienia jako pewnego rodzaju modelu (rys. 3). I-lay w zasar-
dzie dwa modele; A-obliczeniowy (normatywny) 1 B - statystycz-
ny (eksperymentalny).

Sprzezenie 1.-1 oznacza korygowanie normatywnych wielkosci
wejsciowych (obcigzen) na podstawie wielkosci wejsciowych eks-
perymentalnych.

Sprzezenie 1— 11— 11l -»3 -*2 pozwala skorygowa¢ 2,tzn.
majac model A przez zastosowanie '‘normatywnych' obcigzen
statycznych i pomiar naprezen - mozemy poréwnac¢ wyniki z obli-
czeniami 1 stwierdzi¢, m. ile zatozony teoretycznie sposob
oddzialywania 1 (obcigzen normatywnych) na konstrukcje odpo-
wiada rzeczywistemu oddziatywaniu tych normatywnych obcigzen.
Cznacza to pordéwnanie z rzeczywistoscig przyjetych schematéw
obliczeniowych.

Sprzezenie 111- 3 oznacza pordéwnanie "wyjscia" (naprezen,
amplitud i okresow drgan itp.) okreslonego doswiadczalnie w
warunkach eksploatacji z "wyjsciem™ obliczeniowym (normatyw-
nym) .

ITietrudno zauwazy¢, ze grupy I 1 1, 11 i 2, IIl i 3, od-
powiadajg grupom I, Il 1 IlIl podziatu czynnikéw majgcych wpiyw
na konstrukcje, wymienionych w pierwszym punkcie referatu.

Porownywanie zas I z 1 i1 111 z 3 pozwoli po pewnym czasie
na zastgpienie wartosci ''normatywnych” - wartosciami rzeczywi-
stymi z uwzglednieniem prawdopodobienstw ich wystepowania.

7/ymienione tu sprzezenia sg najwazniejszymi, jakie mogg za-
chodzi¢ 1 jakie maja decydujace znaczenie dla ujecia projekto-
wania 1 konstruowania jako liczbowej interpretacji obiektywnie
istniejacych proceséw Fizycznych w ustrojach mostowych.
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EXPERIMENTAL METHODS OP DETERMINATION OP STRESS
AND LOAD CHARACTERISTICS AS RANDOM VARIABLE
FUNCTIONS IN BRIDGE STRUCTURES

Summary
The methods of working over the results of bridges investiga-

tions on the ground of the calculus of probability, have been
presented.



