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JEDNOKIERUNKOWO OBCIĄŻONE PASMA RUSZTOWE

Streszozenie. W artykule przedstawiono rozwiązanie 
jednokierunkowo obciążonych pasm rusztowyoh dla 
których modelem są jednorodne siatki ciągłe. Jest 
to szozególny przypadek zagadnienia płaskiego teo
rii ośrodków włóknistych. Dla rozważań przyjęto 
pasma o schemacie belki swobodnie podpartej wzdłuż 
krótszego boku. Rozpatrzono ruszty, których mode
lem są trzy typy jednorodnych, gęstych siatek prę
towych złożonych z dwóch lub trzech rodzin włókien.
W wyniku rozważań otrzymano rozwiązania dla poszcze
gólnych przypadków obciążeń w postaci zamkniętej 
lub szeregów Fouriera. Opróoz rozwiązania dokładne
go podano rozwiązanie przybliżone i przeanalizowa
no różnice między obu rozwiązaniami w zależności 
od gęstości siatki.

1. Równania ogólne
Zamiarem au-corów niniejszego artykułu jest przedstawienie roz
wiązania układów rusztowyoh, których modelem są jednorodne 
siatki ciągłe w postaci pasma obciążonego jednokierunkowo.
Jest to przypadek szczególny zagadnienia płaskiego teorii 
ośrodków włóknistych.

Ogólne równanie siatek ciągłych będących modelem płaskich 
rusztów podano wg [1] w postaci

gdzie: A i C współczynniki zależne od sztywności prętów oraz 
kjątów jakie tworzą pręty między sobą

(1 )
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CC,ß ,<U,V - wskaźniki przebiegające ciąg 1,2
w3 - ugięcie pasma rusztowego

- kąt obrotu wokół osi ¿i
f3fi - obciążenie normalne do powierzohni rusztu
h0 - momenty zewnętrzne o wektorze równoległym do osifł

- symbol Ricoi.
Indeksy przy sile f i momentach h oznaczają kierunki dzia
łania ich wektorów. Układ współrzędnych i sił brzegowych poda
ją rysunki 1 i 2.
Dokładny opis przyjętych oznaczeń znajduje się w oytowanej wy
żej pracy [i].

Równania (1) można również napisać w następującej postaci: 

A1313 + v2) + A2323 w3 “ v1^ + = 0

C1111 fl2 v.,+C2121 02 v1+2C1122 ^  v2+A2323(02 w.-y^+h^O

C222202 v2+C1212 -3? v2+2C2211 9 , ©2 ▼ 1 ^ 1313(«1 «3+v2}+h2=0
(2 )
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Wewnętrzne momenty i siły w siatce rusztowej wyrażają się 
poniższymi wzorami:

» "  = O11"  a, v, * C 1122 02 v2

«12 - O1212 0, v2 ♦ O1221 O, v,

m21 = o2121 02 + C2112 O, t2

a22 - O2222 O, v2 ♦ O221' 0, v,

l2 P13 = A1313«^ VV3 + V2) a1313 =

,2 n23 m ,2323 f a _ A2323 _ Ąp‘J = (®2 »3 - V1)
2323 

T ~

Wielkość 1 charakteryzuje odstęp węzłów siatki (por. 
rys. 3). Układ (2) mbżna doprowadzić do postaci:

(C2222 - sc'122) ^ 2 v2 ♦ (202211-c1111) 02 02 V, ♦

+ C1212 <33 v2 - C2121 02 V1 + ^  Ł2 - Q2 h1 + = 0 (3.1)

I2323(0> w3-v1)=12 (-C1111<92 vr C2121 Q\ v1-2C1122O102 v2-h1)
(3.2)

A1313^  w3+v2)=12(C222202 v2+C1212 02 v2+2C2211 01 92 v1 + h2)

(3.3)
Poprzednio podane wyrażenia dla sił i momentów pozostają oczy
wiście nadal w mocy.



Współczynniki A i C dla siatki złożonej z trzech rodzin
włókiem, z których jedna jest równoległa do osi X1, a pozosta
łe przecinają się z nią pod kątami cc i JT+cC, zostały podane w pra
cy C23 i zostaną dalej przytoczone.

Dla siatek gęstych wielkość 1 jest bardzo mała w stosunku 
do wymiarów siatki. Przyjmując we wzoraoh (3.2) i (3.3) 1 & o 
otrzymamy = Qp * 3  oraz Yp = — 0̂  w^. Uwzględniająo te wa
runki równanie (3 .1 ) można sprawdzić do postaoij

O1 2 1 2  0 * , 3  ♦ (O2 2 2 2  + C1 1 1 1  - 4C1122) 92 ą » 3  *

+ O2 1 2 1  0^ W3 - 0, h2  + 02  h1 - f3  « 0 (4)

Równanie (4 ) jest równaniem uproszczonym, analogicznym do 
równania płyty ortotropowej (patrz równanie 213 w [3]).

Wynika stąd, że wszystkie rozwiązania z teorii płyt orto-
tropowych można przenieść na teorię siatek opisywanych przybli-

W dalszym ciągu zajmiemy się 
płaskimi pasmami rusztowymi le
żącymi w płaszczyźnie Xg 
układu współrzędnych (rys. 3). 
Rozoiągają się one w kierunku 
osi Xj i są swobodnie podparte 
wzdłuż krawędzi = 0 i X^ =
= a1 •

Zakładamy stałość obciążenia 
w kierunku osi Xp. Przy tych 
założeniach ogólne równania róż
niczkowe cząstkowe rzędu 6 (2) 
lub (3) sprowadzają się do układu 
zwyczajnyoh równań różniczkowych 
4 rzędu.

Układ (2)' przybiera wtedy po
stać :
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żonym, równaniem (4).
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l 2  - A 2 3 2 3 V i  + l 2 h 1  = 0  ( 5 > 1 )

l2 O1212 02 v2 - A1313 w3 + v2) + l2 h2=0 (5.2)

C1212 Q] v2 + 01 h2 + f3 = 0 (5.3)

t
Związki pomiędzy wielkościami wewnętrznymi a przemieszcze

niami mają postać:

m22 . C22110, v, „ «  = 0'212 ̂  v2

, o1111 9, v, (5.4) ®2' = O2112 9, v2 (5.5)

l2 p «  , . ? 3 23 x2 p« ^ 1 3 1 3 W i „3łV2)

Ha wstępie zajmiemy się równaniem (5.1). Całka ogólna tego 
równania posiada dla h1 = const. postać:

" T X1 1 X1 l2 h1v1 = A . e  1 + B e 1 +

72323przy czym it jest wielkością Bezwymiarową i wynosi oc=  ̂̂
C

Załóżmy, że na Brzegach = 0 i xi = a. są przyłożone równo
miernie rozłożone momenty skręcające m = C1111 (^ =
= 0, a^.
Stałe wynoszą wówczas:

A = - jTV-h1 1 B -l2 h1 1
^2323 ‘ “ T al’ ~~A¿y ¿3 f a1A 1 + e 1 1 1 + eT 1

A
Moment zewnętrzny h wywołuje z uwagi na warunki pracy oBroty 
węzłów Bez ugięcia płyty.



22 Bohdan Boczka.i. Henryk Hat

Z analizy równania (5.1) wynika, że wszystkie obciążenia
Apoza momentem b nie wywołują kąta obrotu V1, a zatem mogą 

powodować jedynie walcowe zginanie rusztu.
Rozwiązanie zginania walcowego pasma rusztowego sprowadza 

się więc do rozwiązania układu równań (5.2) i (5.3).
Ogólne ich rozwiązanie określają związki;

C1212 v2 = - JJJP dxj ~JJh2 dx̂ + i-Ji + Ex,, + P (6.1)
w3 . - j j i

+ rT2T7 dxi +J i J h3 dxi ET — T~ ~ Pxi) + G (6*2)

w = - f f  f-* dx^ + Dx^ +

Podobnie jak układ równań (2) i (3) również równanie (4) 
dla zginania walcowego upraszcza się do postaci;

C1212 0^ w3 - ^  U2 - f2 = 0 (7)

Rozwiązanie równania (7) ma postać;

w3 = Cffi(£3 dxi +(/ $ l2 dx? - V -  - -r- - Pxi) + G (8>

Stałe występujące w rozwiązaniu wg wzoru (6) i wg wzcru (3) 
wyznaczamy z warunków brzegowych mających dla rozpatrywanego 
schematu postać;

dla x1 = 0, W3 = 0 i m12 = 0 lub m12 = M

dla = a^, W3 = 0 i m l2 = 0 lub m1~ = M

V/ dalszych rozważaniach zostaną podane rozwiązania w onar- 
ciu o równania (6) i (8) dla poszczególnych schematów obciążeń.
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2. Obciążenia normalne

2.1. Obciążenia stałe

= - p
b2 = 0

Warunk i brz egow e: 
x„ 0 W3 = 0 m' = 0

X1 " a1 W3

a12
.12

rozwiązanie wg wzoru (ó):

/ Pxi pa.x. . px. pa.x' parx.
' w3 = fT 3 T J  C- T -  + —T ~ )  + TTTT? %  TT" + “ T T " )  ( 9 * 1)

v2 = é r  -
3a.x. a.x. 1 1 + 1

~ i r ~ (9.2)

rozwiązanie wg wzoru (8):

'3 e

4 3x. a.x^
i f e  (?4 " T T

a,x.1 -i+ T T -' * Vo = (9.3)

2.2. Obciążenie trójkątne

X j

f

^ r r ^ r r

1  - -

*

t -  A

A

>

Rys. 5

f = b x 
h2 . o ’

warunki brzegowe:

x̂  = 0 IV3 = 0

X1 = a1 W3 = 0

m12 = 0

12m = 0
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rozwiązanie wg wzoru (6):

,2 bx
1 («1 - *

C" W3 = fTTTJ T T  (a1 “ x1̂  + JSÜ (3x1 " 10a^x3+7a^Xl),

( 10 . 1 )

^2 = “ 1212 JEU 1 + 30a^x^ —7 a^) ( 1 0 .2 )C

rozwiązanie wg wzoru (8):

bx
■ w3 = ^T2T2- 35Ü- (3 x? " 1° a1 xi + 7 af)» V2 - " 01 w3

(10.3)

2.3. Oboiążeaie dowolnie zmienne

1
h2 . 0 

warunki brzegowe:
x1 = 0 = 0 m12 = 0

x1 = a1 \U = 0 m12 = 0

rozwiązanie wg wzoru (6):

- ' v f i p k r  [' - n2 *2 - j r m  's;)2] p r p r  fu) sl“<K4 xi>

( 1 1 . 1 )

V2 = ¿ W  [ ę  ^ 7  * ( n )  o ° s ( « n X , ) ]  (1 1 .2 )



Jednokierunkowo obciążone pasma rusztowe 25

rozwiązanie wg wzoru (8);

,4
- w3 [ £ “ r p r f (n) s i n (a n x 1 ]̂ i 11 -3)

v2 = - ¿ m ?  f(n) cos(ocn x 1 }]  ( 1 1 ‘ 4)

Rozpatrzone przypadki obciążeń, obejmują obciążenia o kie
runku stałe, trójkątne, liniowo zmienne i dowolnie opi
sane szeregiem Fouriera. Różnica między rozwiązaniem równania 
(6) dla obciążeń liniowo zmiennych i stałych zanika ze wzro
stem gęstości siatki. Jednakże dla obciążeń wyrażonych sze
regiem Fouriera o wyższych harmonicznych rozwiązania przy
bliżonego stosować nie można. Wynika to z wpływu pierwszego 
składnika w nawiasie wzoru (11.1). Mimo bowiem małej wartości
1 > 2 2  — —  wartość n X dla wyższych harmonicznych rośnie. Powo- 
1

duje to między innymi, że z rozwiązania otrzymanego z równa
nia (8) nie można korzystać przy obciążeniach dynamicznych.

3. Obciążenia momentowe

Obciążenie stałe momentem
warunki brzegowe: 

h S  f3 = 0 x1 = 0 W3 = 0 m12 = M
2 1 oh = const. x. = a. WQ = 0 m = MP  \ M  ) \ )T ^  = 1 = 1 3

rozwiązanie wg wzoru (6):Oi 4
Rys. 7 - W3 = 7  (a1x1 - x2)J (12.1)

a 2.2
v2 = rnrr? M(xi - r L) “ tTi o -L A

(1 2.2)



rozwiązanie wg wzoru (8):

" w3 = I (aixi “ x1> (12*3)
i

A
^2 = * "127? — 7^-) (12.4)G

3.2. Obciążenie momentowe liniowe
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3f = 0 warunki brzegowe:

h2 = k X,, xi = ai 4

X., = 0 = 0 n42 = o

A  “ “1 “1 ~ “1 "3
a*_____

rozwiązanie wg wzoru (6):

0 m12 = 0

ayS* 8 - W3 = ¿ W  2$ (x1 “ 2a1x1 + a?xi)(l3.D

3 ka
v2 = ^T2T2 I4 4x1 + 6 alx1 “ al} “ jTJTJ “51  (13*2)

rozwiązanie wg wzoru (8):

“ ff3 = TTCTC I4 (x1 “ 2 a1X1 + a1X1J (13*3)0

v2 0 ^7277 27 (~4 X1 - 6 a1x1 “ a1} (13.4)
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3.3. Obciążenie momentowe paraboliczne

h *

f3 = 0

b2 = 4  X1 (a1 - )
a 1

s - strzałka paraboli 

rozwiązanie wg wzoru (6):

“ w3 = T í f e  9§(15 S7 - 6 4  “ 10 xi+a1x1}o i

v2 = TT2T? fó (-6° 4  + 30 4  + 30 xi " = 4 r j  * ̂ 1 A

rozwiązanie wg wzoru (8):
4 5

- w3 = r r 4 7  fo(15 4  - 6 4  - 10 xi+aixiJw i a «1
X3 X4

v2 = r r i 4  4  (-60 4  + 30 4  + 10 xi_ai}o l a .

3.4. Obciążenie momentowe zmienne

f3 = 0 warunki brzegowe: 

b ^ E h ^ o o s C « ^ )  Xl = 0

ci = Mn a/)

W3 =

— a^ =

(14.1)

27 3
(14.2)

(14.3)

(14.5)

0 ’n12 = M 

0 m12 = M



rozwiązanie wg wzoru (6):
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-  w3 "  [“ £ ¡ 7  h (n) s i n K x 1} +  7 1  ( a 1 "  x 1>] ( 1 5 ‘ 1>

v2 = [ 2 h(n) ^  cosK xi) + M<xi - 21)] (15*2>

rozwiązanie wg wzoru (8):

1 r̂ s, o  ̂ Mx. -i
-  w3 = 7 1 7 1 ?  [ Z h (n) TT s i n K x 1 ) + “ 2“  ( a 1 -  X1>J (1 5 ‘ 3)

V2 = 7 ? 7 7  [ 2 h (n) T ?  °°s(«>nx1) + m(x1 - jljj (15.4)

Obciążenia momentowe obejmują obciążenie momentem ciągłym, 
zmiennym liniowo, parabolicznie i dowolnie. W schemacie obciąr- 
żenia momentem ciągłym uwzględniono w warunkach brzegowych 
działanie momentu zewnętrznego w przekrojach skrajnych x^ = 0 
i X1 = a^. Rozwiązanie przypadku obciążenia momentem ciągłym 
we wzorach na ugięcie nie wykazuje wpływu obciążenia w przęśle 
natomiast całe ugięcie wywołane jest momentami brzegowymi.pPrzyjęcie w tym przypadku obciążenia w przęśle h = 0 pozwa
la na uwzględnienie wpływu mimośrodu siły sprężającej przy 
sprężeniu siatki kablem prostym.

4. Porównanie rozwiązania równania (6) z rozwiązaniem równa
nia (8)

Z analizy rozwiązań równań (6) i (8) wynika, że różnice pow
stałe w tych rozwiązaniach zależą od charakteru obciążenia. 
Okazuje się, że cechą charakterystyczną wszystkich rozwiązań 
dla schematów obciążeń o kierunku f jest to, że wzory na 
kąty ugięcia są identyczne, natomiast wzory na ugięcia powsta-
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łe z równania (8) różnią się o dodatkowy składnik od rozwią
zań równania (6). Rola tego składnika omówiona będzie odziel- 
nie.

2W przypadkach, obciążeń momentowych h wzory na ugięcia 
są identyczne, natomiast wzory na kąty ugięcia według równa
nia (6) różnią się od rozwiązań równania (8) o człon uwzględ
niający obrót prętów w węzłach.

Rozwiązania równań (6) i (8) są niezależnie od typu siajtki. 
Wpływ typu siatki określają współczynnik A i C.

A1313 = + 8 S11 cos4«) a“2 X71 = S** = S11

A2323 = 8 S11 sin4« a"2 A"1
(16)

C1212 = + 2 cos2oc (S1 sin2«  + S11 cos2«)

C1111 = + 2 cos2« (S1 cos2«  + sin2«)
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1 1 2W wzorach tych "a" jest rozpiętością siatki, A,= jjj- (— )
S1, s11, są sztywnościami skrętnymi i giętnymi włókien.
Do porównań przyjęto trzy typy siatek. W zależności 
od kąta cc stosunek ugięcia poszczególnych siatek do ugięcia 
siatki typu o) przy założeniu jednakowych sztywności wszyst
kich włókien będzie wynosił:

Stosunek ugięcia dla siatki typu:

a) h)

15° 0,361 0,535

Oo 0,400 0,667

45° 0,500 1,000

60° 0,667 2,000

75° 0,876 7,120

Składnik wyrażający różnicę między rozwiązaniami równań (6) 
i (8) przy obciążeniach o kierunku f powstaje z uwzględnie
nia oddziaływania w węzłach siatki w postaci sił skupionych. 
Wielkość wpływu na ugięcie "Węzłowego" oddziaływania włókien 
siatki zależy od gęstości siatki wyrażonej (stosunkiem) współ
czynnikiem Ya = i— (l jest odległością między węzłami, a aA
jest rozpiętością siatki w kierunku włókna A).

W niniejszej pracy do analizy przyjęto stosunek wielkości 
mierzonych w kierunku osi .

Dla dostatecznie gęstych siatek czyli dla ip małego wobec 
jedności wpływ ten jest pomijalnie mały. W pracy przeprowadzo
no analizę wpływu y dla siatki prostokątnej (typu c) przy 
obciążeniu równomiernie rozłożonym = — p. 'Wzór na ugiącie
dla środka rozpiętości pasma rusztowego to jest dla =
= -tt przybierze postać:

1 [ 5pa1 C1212 pa1 (1 s
- 3 = " r m ?  [ w r  +  - j r m  ^



Jednokierunkowo obciążone pasma rusztowe 31

Dla siatki typu c) zachodzi = 12 C1212
a zatem:

-  w3 "  351  [ 5 + 4 (^ 7 )2]

Dla poszczególnych stosunków T> = —  różnica miedzy roz-< a1
wiązaniami według równań (6) i (8) wynosi:

^3 ii
J>
 |
M Różnica

ł < ^ > 2

Różnica
W 2 fl

1:2 1:5 20

1:3 4:45 9

1:4 1:20 5

1:5 4:125 3,2

1:6 1:45 2,2

1:8 1:80 1,25

Dla innyoh typów siatek zależność między wielkościami A i C 
można przedstawić w postaci:

A1313 = 12 r . O1212 gdzie r dla

cc od 0° do 75° przyjmuje wartośoi dla siatek typu:
a) od 3,0 do 0,91
b) od 4,0 do 0,286

Z powyższego wynika, że dla i- <  i różnica między rozwią-o
zaniem dokładnym i przybliżonym jest pomijalnie mała.
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5. Momenty i siły wewnętrzne
Otrzymane rozwiązania (w^ i- ^ 2  ̂ pozwalają na wyznaczenie mo
mentów i sił w poszczególnych prętach siatki.

Wielkości te określa się wzorami:

A .A .A CC(i/JLV
m = t ,3 a ^ vv

~A _ £  rA ccf&fiym - %  cJu vV

P4 = ^  Aa^ 3 (^W3 + fu3V Vv)

1212Po wprowadzeniu oznaczenia W = C 0 1 V2 wzory te przyjmu
ją kolejno postać:

a) dla momentów skręoająoyoh 

m1 = 0
c 1 2 12

m11 = cosec . sincc W -^ |g
c

1212
III TTTm = -sinoc. ooscc N

h) dla momentów zginających 
m1 = N

«1212
m11 = - cos2oc . N . jf2  

c 1212
m111 = cos2oc. Ii . —

Wprowadzając następnie oznaczenie L = A1313 (0 ^ 3+V2 )1 ~ 2 
otrzymamy
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A1313 1 
p11 = cosoc . L . l S - 3 .

A1313 

A1313 U
P111 = cosec . L . ^ ¡ Ł - 2

A1313

Dla poszczególnych schematów obciążeń N wynosi:

2.1) f3 = -p h2 = 0 N= £(x2 - a ^ )

2.2) f3 = -bXl, h2 = 0 N= |(a2Xl - x3)

» a 2
2.3) f3= - E*fn)sinicy), h2=0 N- 2 ^ 7  f(n) sin(«n*l)

nX  
« n  “ 57

3.1) f3 = 0 h2 = const. N = U

3.2) f3 = 0 h2 = kx1 N = ^ (a1x1 - X )̂

3.3) f3 = 0 h2= 4 | x 1(a1-x1) N= ̂  (2x3-3a1x2+a2 Xl)
a 1 3 a 1

3.4) f3 = 0 h2= S ^ ( n)OOs(ofnXl) N= - g l - h ^ n) sin(ccnx1 )+M

Dla tych samych schematów obciążeń dla L otrzymamy wyraże
nia:

2.1) f3 = -p h2 = 0 L = | (a<| - 2X<J)

2 .2) f3 = -bx1 h2 = 0 1 = | (a^ - 3x^)

2.3) f3 =-2i(n) sin(oci.x1) h2=0 L= *(n) oosCoe^)
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3.1) f3 = 0 h2 = const L = h2
o o

3.2) = 0 h = k.x1 I = -jl

3.3) f3 = 0 h2 = xJ,(a1-x1) L = j s

3.4) f3 = 0 h2 = E h(n)oos(a'nx>]) L = f (2x^—3^)

1212 1313Wartośoi i A^ nie zależą od typu siatki i wynoszą:

o1212 - s1°I = S(1)

CII12 = CTII2 = oos2“ CS1 Sin2cc + S11 cos2cc)

.1313 -II —2 . -1
AI  "  S ( 1 )  a 1 K

.1313 _ .1313 _ „II 4 „-2 .-1— III — A S  COS CC 3  ̂ A.

1212 131^Współczynniki C i A zależą od typu siatki i wyrażają 
się wzorami (16).
Wartośoi współczynników N obliczone według rozwiązań równań 
(6) i (8) są identyczne.
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0EH0HAI1PABJTEHH0 HAT pyKEHME POCBEPKOBUE nOJlOCŁl 

P e 3 a u e

B CTaTbe npeíCTaBJJHeTCH pemeHne ojHOHanpaBJieHHO HarpyaceHHX 
pOCTBepKOBUX nOJTOC, SXH KOTOpblX npbIHHTO MOfleJI OJHOpOSHblX cnaiooi- 
Hbix ceTOK. Eto ocoÓeHHbiíí cxyvaíí cnjiomHero Bonpoca TeopHH bo- 
xoKHHCTbix cpes. PoccMOTpuBaeTCH noxocbi o cxeMe ÓajiKH Ha £Byx 
onopax b flJiHHe Koponneñ CTopoHH. B CTaTfce poccuoTpeno pocT- 
BepKH KOTOpHX MO^eJieM MOryT 6bITb TpH THHbl ryCTbIX Ô HOpOflHblX 
CTepXHeBHX ceTOK COCTaBHHX H3 ÍBOX HJIH TpOX pOj;OB BOJIOKOH .
B cjiesCTBue paccyxjieHHH nojiyveHO pemeHHe jyia OTjeJibHbix cjiyvan 
Harpy30K b BHue OKOHHe hhom hjih phsh $ypbe. KpoMe TOWHoro peme- 
hh saeTCH npHÓXHKHTeJiHoe h nepeaHajiH30BaH0 pa3HHuy Meatfly st h m h 
pemeHHMH B 3a3HCHM0CTH os ryCTOCTH CeTKH.

ORIDIRECTIORA1LY LOADED GRATE BARDS 

S u m m a r y

In this article the solution of unidirectionally loaded grate 
hands has been presented» The model for them is a homogenous 
continuous network. This is a particular case of the flat prob^ 
lem of the fibrous media theory.

Bands with the scheme of a free—ends beam supported along 
the shorter side, are taken into consideration. Grates have 
been looked into, the models of which are three types of homo
genous, dense barnets composed of two or three families of 
fibres.

As a result of those considerations, solutions have been at
tained in closed form or in Fourier’s series for different cases 
of loads.

Besides an accurate solution, an approximate one has been 
analysed, depending upon the density of the network.


