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O PEWNYCH METODACH OBLICZENIA
STATYCZNIE WYZNACZALNYCH KOPUL SIATKOWYCH

Streszczenie. W pracy rozpatrzono trzy sposoby ob-
liozania sit w pretach matowyniostej kopudy siat-
kowej zatozonej na szescioboku. Dla obcigzenia
rownolegtego do osi 2z, roztozonego na symetrycz-
ne i1 antysymetryczne oraz przegubowego podgozenia
pretéw otrzymano ukdad statycznie wyznaczalny.

Sity w pretach wyznaczono w oparciu o réwnania row-
nowagi teorii btonowej powkok oraz w oparciu o row-
nania réwnowagi teorii bltonowej powkok matowy-
niostych.

1. Wstep

Zastosowanie przestrzennych konstrukcji pretowych w ksztatkcie
koputy, do przekrycia budowli o duzych rozpietosciach pozwala
na otrzymanie._konstrukcji lekkiej, o niewielkich i korzystnie
roztozonych sidach w pretach, czynigcej zados¢ warunkom réwno-
wagi przestrzennej nawet w przypadku gdy prety sg ze sobag
potaczone przegubowo. Wyznaczenie sit w poszczegoélnych pretach
wymaga jednak znacznego nakdadu pracy, a dokkadne ich oblicze-
nie [1] jest czesto niemozliwie ze wzgledu na ograniczone moz-
liwosSci posiadanej maszyny cyfrowej. Dlatego stosuje sie meto-
dy przyblizone polegajace na zastgpieniu kratownicy przestrzen
nej powdoka i wyznaczeniu sit w pretach na podstawie sit prze-

krojowych w powkoce zastepczej [Z] - Istnienie odpowiedniosci
pomiedzy sidami przekrojowymi powdoki zastepczej a sitami

w pretach kratownicy przestrznlnej jest najozesoiej przyjmowa-
ne intuicyjnie lub w postaci hipotezy.

Podane w pracy Eﬂ rownania osrodka wkoknistego, ze wzgle-
du na swg budowe pozwalaja przyja¢, ze zachodzi analogia pomie-
dzy osrodkiem wkOknistym i osrodkiem cigghym, ktoérym jest réw-
niez powtoka. W przypadku kratownicy przestrzennej mamy siatke
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dyskretng, ktéra wychodzi poza zatozenia osrodka wkoknistego,
jednak dla otrzymania wynikéw przyblizonych mozemy skorzystac
z rownan tego osrodka pod warunkiem, ze przebieg pretow jest
regularny i1 ich gestos¢ jest odpowiednia w . Stosuje sie row-
niez postepowanie odwrotne [5] polegajace na wryznaczeniu bez-
momentowego stanu napiecia w powtoce na podstawie sit w pre-
tach odpowiednio skonstruowanej kratownicy zastepczej. Oproéoz
tego istnieje caly szereg sposobow rozwigzywania kratownic
przestrzennych w przemieszczeniach, z ktérych mozna wyréznic
spos6b oparty na réwnaniach roznicowych [6], [7/] oraz sposob
polegajacy na wykorzystaniu réwnan osrodka wkoéknistego [3].
Sposobdw tych nie rozpatrywano w przedstawionej pracy ze wzgle-
du na ich wiekszg z4ozonos¢ wynikajgcg z faktu, ze obejmuja
one swym zasiegiem strone geometryczng zagadnienia.

W przedstawionej pracy
rozpatrzono trzy sposoby wy-
znaczania sit+ w matowynio-
stej kopule kratowej o prze-
gubowo potaczonych pretach,
sprowadzonej przez rozkdad
obcigzen na symetryczne i
antysymetryczne, do ukdadu
statycznie wyznaczalnego.
Przyjmujac, ze wezty kra-
townicy znajduja sie w punk-
tach przeciecia trzech ro-
dzin krzywych lezacych na
sferze, a osiami pretow sg
proste przechodzace przez
dwa sasiednie wezlty otrzy-
mano kopute siatkowg (rys.i).

W pierwszej czesci pracy
badano mozliwosS¢ uproszcze-
nia rachunkow w przypadku
za.stosowania réwnan réwnowa-
gi sit w weztach kratownicy
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przestrzennej. W drugiej czesci do wyznaczenia sit w pretach
koputy zastosowano rownania réwnowagi teorii bdonowej powtok.
Do rozwigzania réwnan zastosowano roéznice skonczone funkcji
naprezeii, ktorej wartosci okresla sie w weztach siatki tréjkat-
nej zatozonej na rzucie koputy. Przyjeto, ze sidy przekrojowe
obliczone w punktach potowigcych dtugosci bokdéw oczek siatki
trojkatnej odpowiadaja sitom przekrojowym w punktach potowig-
cych d¥ugosci odpowiednich pretdow koputy.

Pochodne okreslone w ukdadzie wspédrzednych prostokgtnych
wyrazono przez pochodne w trzech kierunkach, odpowiadajacych
bokom siatki oraz podano wzor na obliczenie sit w pretach ko-
puty na podstawie znanych sidt przekrojowych, do wykorzystania
ktdérego potrzebna jest znajomos¢ wzajemnego potozenia czterech
weztow koputy lezacych w otoczeniu rozpatrywanego preta. Unika
sie w ten sposéb koniecznosci wyznaczania katéow miedzy rodzinami
krzywych w wezdtach, odwracania macierzy wspotczynnikéw dla
danego wezta, a nastepnie obliczania Srednich wartosci sit w
pretach [4]. Zastosowanie teorii powtok matowyniostych znacz-
nie upraszcza rachunki przy rozwigzywaniu réwnan réznicowych,

a jednoczesnie daje mozliwos¢ wyznaczenia sit w pretach koputy
w zaleznosci od rozpietosci kopuly, Jej wyniostosci, gestosci
podziatu oraz obcigzenia bez potrzeby wyznaczania wspédrzednych
wez46w koputy. Przy ukdadaniu réwnan réwnowagi teorii powdok
matowyniostych brano pod uwage trzy skdadowe obcigzenia, a

nie jedng skdadowg normalng do powkoki jak to jest najczesciej
spotykane w literaturze. Mozliwos¢ zastosowania oméwionych roz-
wigzan potwierdzajg wyniki zatgczonego przykdadu.

2. Geometria konstrukcji

Przyjeto sfere o réwnaniu w kartezjanskim uktadzie wspédrzed-
nych prostokatnych x2 + y2 + 22 = R2 oraz wprowadzono kat

~(0 miedzy osig z i promieniem kuli R, i kat 0(0<0<2*)
miedzy osig X i rzutem promienia R na ptaszczyzne xy.
Przecinajac sfere trzema ptaszczyznami przechodzgcymi przez

oS z 1 obréconymi wzgledem siebie o kat X/3 wyznaczamy na sfe-
rze krzywe ©m: © = mJ&3 (m = 0,1,2,3,4, 5). Wspoétrzedne we-
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z4ow okreslamy w ukdadzie wspodrzednych sferycznych {6,f) wy-
chodzgc z warunku minimalnej roéznicy pomiedzy ddugosciami

pretéw. Dla przyjetej czaszy o danych L i | (rys. 2) wyznacza-

ny R i ze wzorow
1+4(?)2
= - i sinfn =
T

otrzymujac dla przyjetego po-
dziatu 'n", wspotrzedne weziow

©m» ~k,0) nS Krzywe3 @®&m oraz
7aitl "0,1 na krzywej ©Ga+l,
gdzie fkio =k .. *0,1 = 1°Fl
(0 = 0,1.2, =) £f - tot
Wspétrzedne wezddéw miedzy
krzywymi ©m 1 0™+ olcresto-
no przy zatozeniu, ze kazdy no-
wy wezet (©klI» <kl) lezy w od-
legtosci a = 2Rsin od
dwoéch wyzej potozonych wezdow
©Ok,I-1, *k,1-1"1 "k-1,1»
Vit_1 (rys. 3). Wspotrzedne (@kl> <kl) mozemy okresli¢ ko-
rzystajac ze wzorow trygonometrii sferycznej (przyjmujemy, ze
krzywe +4gczgace kazde dwa lezgce obok siebie wezty sg *ukami
wielkiego kota). Przyjmujac R = 1 i oznaczajac przez O, -2 Kkrzy-
wg otrzymanag z przeciecia sfery ptaszczyzng przechodzacg przez
0§ z i przez punkt (©@©kI> *kl> (rys. 3) mozemy dla ustalonego
1, 1 k przebiegajgcego wartosci 0,1,2...i obliczy¢ wspotrzed-
ne i k,I =0,1,2,3...) ze wzordéw rekurenoyjnych:

otg” .sin(yk 1_1)-oos(yl. 1_1).oos(AICtl_1+Ck+l_
°t«(®kl"®k, 1-1M s W k,i_i + ¢k, i_il*

oraz

n(Ak.1-1 + Ck,1-1}

Si
iln - 6kt\tp ?

sin”kl = sin
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gdzie:

Bo,0o = f» Bk,0 "x "AKk,0

oraz dla 1+ 0

Bkt = 2X ~ Bk-1,1-1 ** Ak+1,1-1 “ Akl”
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Dla danego k przy ustalonym 1 obliozamy koleino Okl, gkl,

Akl» ~ 1» GKkI*
Ze wzgladu na symetrig ustroju mamy

*mkl = Pmlk* ®@mkl = ®0,kl + m**/3>0mkl * 2“ + D§ “ Omkl

(m = 0,1...5)] wspoétrzedne wgztow na oalej czaszy mozemy wiac
okresli¢ na podstawie znanych wspodrzednych wazdéw na klinie
kuli o kaoie X/6 . Dhugos¢ odoinka lezgacego naprzeciw punktu
@klI* * 2awarteS° miedzy punktami (Sk+1 X, «qk+1 ~ i
1+1» ~k 1+1~ mo2na obliczy¢ ze wzoru bkl a 2r sin”® sin

Bk-
(-7"0» dHugosci pozostatych odcinkéw miedzy wezdami (@kI* ~KkIN

1 <@k+l ,1* ~k+1 ,1 OTaz miedzy weztami (8~, fkI) i (0™ +
+ N ePKkjI+I™ wynosz3 a = 2 Rsin . Otrzymano w ten spost6b dla

danego klina kuli (®n+l1 - ®m) réwne dfugosci osi pretéw beda-
cyoh cieciwami krzywych rodziny ©m i Om+1» a rézne ditugosci
osi pretéw bedgoych cieciwami trzeciej rodziny krzywych.

Podane wyzej wzory przestajg by¢ wazne dla brzegu czaszy,
gdzie wspétrzedne wezddéw nalezy wyznaczy¢ przy uwzglednieniu
v;ybranego rzutu poziomego budowli. W strefie brzegowej ulegnag
rowniez zmianie ddugosci osi pretow.

Irzechodzac przy pomocy wzoroéw

X = HcosO sin'y, y a Rsin® sinp, z = Roos (€))

do uktadu wspétrzednych prostokatnych mozemy okresli¢ w tym
uktadzie wspotrzedne wezddbw oraz kosinusy kierunkowe osi pre-
tow. ii uktadzie tym wspoétrzedne wezddéw Pk (X, ykl, zk™) le-
zacych miedzy krzywymi ©m i @+1 mozemy roéwniez okreslié

z trzech réwnan wektorowych:

OPk,I1-1 * OPKl opk,I-1 * opk-1,1-1

Opk-1,1 * Opkl = OPk-1,1 * CPk-1,1-1

Oopk, 1,1-1 + OPKkl =X(cpk-1,1 + GPk,I1-1~7
gdzie DbPI= R.
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3. Koputa siatkowa zatozona na szescioboku o pretach podporo-
wych lezgacych w Titaszozyznach brzegow

Rozpatrujagc koputg siatkowg zatozong na szescioboku foremnym
CeJ o pretaoA potgczonych przegubowo (rys. 4) otrzymano ustréj
geometrycznie niezmienny, 3—krotnie statycznie niewyznaczalny
(niezaleznie od gestosci podziatu n). Geometryczng niezmien-
nos¢ ustroju mozemy zbada¢ przy pomocy sposobu wymiany pre-
téw. Stopien statycznej niewyznaczalnosci ustroju mozemy okres-
li¢ ze wzoru ng = p - 3w + r, gdzie p - liczba pretow, w -

- liczba wez#6w, r - liczba pretéw podporowych. Rozktadajac
obcigzenie koputy siatkowej réwnolegte do osi z na symetrycz-
ne 1 antysymetryczne, przy wykorzystaniu symetrii obrotowej
ustroju ilos¢ niewiadomych sit w szeSciu pretach schodzgcych
sie w wezle lezgcym na osi z sprowadza sie do jednej, co pozwa-
la na obliczenie ukfadu jako statycznie wyznac¢zalnego.

Przy zatozeniu, ze reakcja R”™ oraz prety schodzace sie
w jednym wezle brzegu (rys. 4) leza w jednej ptaszczyznie,
reakcje Rv roéwnolegte do osi z beda przenosity jedynie skta-
dowe obcigzenia réwnolegte do osi z przytozone w weztach
brzegu.

Reakcje Ru kazdego boku mogg by¢ przeniesione przez ptas-
ka konstrukcje lezacg w ptaszczyznie brzegu (kratownica, 4uk,
tarcza itd.). Konstrukcja ta powinna réwniez przenies¢ reak-
cje Ry.

4. Obliczenie sit w pretach koputy siatkowej
4.1. Zastosowanie warunkow rownowagi sid w weztach.

Sity w pretach statycznie wyznaczalnej koputy siatkowej mozemy

obliczy¢ wykorzystujac warunki réwnowagi sit+ w i-tym wezle:
J<6
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gdzie: X~, YA, Zt+ sg rzutami siiy P~ obcigzajagcej i-ty we-
zet na osie ukdadu wspétrzednych; cosoc., cos/3., cosy., Ssa
kosinusami kierunkowymi j-tego preta dochodzgcego do i-tego
wezta.

Dla ustalonej liczby niewiadomych wynikajacej z symetrii
ustroju i1 obciazenia, wprowadzamy kolejnos¢ numerowania pre-
tow odpowiadajgca wystepowaniu niewiadomych w réwnaniach row-
nowagi. W tym celu wybieramy dwa najbardziej odlegte od sie-
bie wezty rozpatrywanego klina ustroju i od jednego z tych
wez4bw rozpoczynamy numerowanie pretow, irzechodzac od wezita
do wezta staramy sie o zachowanie mozliwie matej roéznicy nu-
meréw pomiedzy pretami schodzgcymi sie w jednym wezle. Korzy-
stajac z metody Gaussa rozwigzywania rdéwnan, w kazdej grupie
rownan i-tego wezda dokonujemy wstepnej eliminacji niewiado-
mych wystepujacych jedynie w rdéwnaniach i-tego wezta oraz
niewiadomych wystepujgcych w pierwszym rdwnaniu na miejscu
przedostatnim i ostatnim, w drugim na pierwszym i ostatnim,

a w trzecim na pierwszym i drugim miejscu (W przypadku otrzy-
mania dwéch réwnan dla danego wezta eliminujemy w pierwszym
réwnaniu ostatnig, a w drugim réwnaniu pierwsza niewiadomg).

Nastepnie ukdtadamy réwnanie macierzowe niewiadomych i ob-
cigzen, przy czym kolejnos¢ wystepowania réwnan w rownaniu
macierzowym ustala sie w taki sposéb by numery kolumn, w ktoé-
rych znajdujg sie ostatnie wyrazy kolejnych wierszy w macie-
rzy wspodczynnikéw przy niewiadomych tworzyty cigg niemaleja-
cy. W tak utworzonej macierzy wspodczynnikéw przy niewiado-
mych eliminujemy wyrazy nad g#déwnag przekatng. Wielkosci sit
w pretach otrzymujemy po wykonaniu eliminacji wspodczynnikow
pod gtdwnag przekatna.

Inny spos6b wyznaczania sit w pretach kopudy siatkowej po-
lega na przyjeciu tylko tych sit jako niewiadome, ktdore moze-
my wyznaczy¢ z rownan rownowagi danego wezda. Pozostate nie-
wiadome traktujemy jako dodatkowe obcigzenia wezdéw. Rozpoczy-
najac od jednego ze skrajnych wezddw i przechodzac od wezta
do wezda (zgodnie z wczesniej wprowadzong numeracjag pretow)
wyznaczamy wielkosci sit w pretach zalezne od obcigzen ze-
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wnetrznych i1 dodatkowyoh. Dodatkowe obcigzenia okreslimy z row-
nan otrzymanych z grupy réwnan i-tego wezta, w ktérych wyste-
puje mniej niewiadomych niz ilos¢ niespedniajacych sie tozsa-
mosciowo réwnan rownowagi @7]. Vrdéwnaniu macierzowym sposob
ten odpowiada przerzuceniu pewnych kolumn do macierzy wspod-
czynnikoéw przy obcigzeniach tak, by w otrzymanej prostokatnej
macierzy wspotczynnikdédw przy niewiadomych nad g#déwng przekatng
wystepowaty tylko zera. Eliminujgc wspédczynniki pod gtowng
przekatng otrzymamy wielkosci sit w pretach zalezne od obcig-
zen zewnetrznych i dodatkowych oraz wielkosci obcigzen dodat-
kowych. W teorii obliczania sit w pretach kratownic sposoéb

ten odpowiada sposobowi wymiany pretéw.

4.2. Zastosowanie roéwnan rownowagi teorii bdonowej powlkok

4.2.1. Obliczenie sit w kopule siatkowej wg teorii bionowej
powtok

Dla obliczenia sit btonowych w powkoce o réwnaniu jej powierz-
chni Srodkowej z = f(X,y), wprowadza sie funkcje naprezen

$ =3(x,y) [9] okreslajaca rzuty sit przekrdjowych na pta-
szczyzne Xy:

Sity przekrojowe w powdoce otrzymamy z zaleznosci

gdz

Funkcje naprezen mozemy wyznaczy¢ z réwnania
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otrzymanego z warunkéw réwnowagi elementu powdoki poddanego
obcigzenion, ktérych wielkos¢ okresla sig na jednostka pola
w plaszczyznie xy za pomocag trzech skdadowych obciazenia

X, Y, Z (rys. 5). W przypadku obcigzenia powkoki tylko sita-
mi rownoleghtymi do osi z otrzymamy

-72=0 @)
3 92% Q2%
wted n :
Y 5/ rmr=s7~ X By
/x A/
Rys. 5

Dla powdoki, ktorej powierzchnig srodkowg jest czasza kulista
0 réwnaniu

z = T(X,y) =/ - x2 - y2

@ fid_ A 2 R
57:7’\T7T777’\’§7:-’\77777’\’

N 3 ZT*L~T7T77%> Z=-P - S
v.m 6 -&EYY Va2 | 32 2
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gdzie: p - odpowiada obcigzeniu réwnomiernie rozdozonemu,
ag- ciezarowi wkasnemu powdoki.
Podstawiajgc otrzymane wielkosci do wzoru (2) otrzymamy

+ ()2 .p.z+ (H2.g.E=0 ®

Przyjmujgo, ze sidty zewnetrzne normalne do brzegu powtokKi,
zatozonej na rzucie koputy siatkowej sa réwne zeru mamy (rys.4)
dla

=-va - om_o

1
<
w

X

o
%
-

N

<

o

i - « G29
=~ xQ Moo | =V, T3 &hb =

co oznacza, ze na brzegu $(x,y) jest funkcjg liniowg. Wprowa-
dzajgo uktady wspotrzednych oraz 0x2x2 (rys. 4) moze-

my pochodne i wyrazi¢ przez pochodne
Oy; «0*0 <h\
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Réwnanie (3) przyjmie wtedy postac

r,. $ 2].c| i* +1 21 _ |s?F,.t. « .» (¢l

L A~ J 3 Qx* ? 307 V3 E R 9xf

+ [1* (@)2] T"? + ePez+ (H2 .g .R =0 (O))
X0

Dla rozwigzania rownania rézniczkowego (4) zastosowano
roznice skonozone funkcji $(x,y) ktérej wartosci okresla sie
w wezdach siatki tréjkatnej o oczkach wielkosci 8=

Siatka ta zatozona na rzucie koputy na ptaszczyzne xy
w przyblizeniu pokrywa sie z rzutem koputy siatkowej na te

ptaszczyzne (rys. 4)

4 E
Przyjmujagcy = — ————- = . otrzymano réznice skornczone

# 1 )2 7 w

A*o$kl -1 ~k+1,1 - + Pk.1>1).
A*, ttl .} (Tegjul - 24kl
Ai2*kl * T <V-1,1+1 - 2\1 + Tk+l
wstawiajac je do rdéwnania (4) mamy
5(akl + fkI* *?kl =P}c,I-1 (2ocki -0k 1} + Pk-1,1(3JkI"ak 1)+
+ ~k+1,1-1 ~2ockl + EkIN + ?k-1,1+1 ~20ofkl + ~kI™ +
+ Vk+1,1 (3Kl “ «ki* + VK, 1*lI okl -OkI} +

* Akl (pzkl + ®
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gdzie:

Geometria i rodzaj przyjetej powkoki, Jej obcigzenia i
warunki brzegowe odpowiadajg geometrii i sposobowi potaczenia
pretow koputy siatkowej, jej oboigzeniom oraz warunkom brze-
gowym .

W przypadku gdy osie dwéch sasiednich pretéw bedace cie-
ciwami jednej rodziny krzywych sg w przyblizeniu réwnolegte,
a zmiany sit przekrojowych w powtoce na Huku réwnym podwédjnej
odlegtosci miedzy pretami sg nieznaczne, korzystajac z powyz-
szej odpowiedniosoi mozemy sidy w pretach koputy siatkowej
wyznaczy¢ na podstawie sit przekrojowych w powtoce.

Dla obliozenia sity w precie AB koputy siatkowej rozpa-
trzono ukdtad pretéw koputy tworzacych dwa trojkaty - ABC i

ABD o wspolnym boku AB
(rys. 6). Przyjmujac, ze
tréojkaty te lezg w jednej
ptaszczyznie wprowadzono
w tej plaszczyznie prosto-
katny uktad wspotrzednych
47 ° osi 4 rownolegtej i
osirf prostopadte j do preta
AB. Obliozajgo ity prze-
krojowe NE£, i N4LI7
w punkcie powkoki odpowia-
dajgcym punktowi potowig-
cemu ddugos¢ preta AB ko-
puty siatkowej i przyjmu-
jac, ze w obszarze ABCD
stan naprezen jest jedno-
Rys. 6
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rodny, mozemy sidty przekrojowe réwnomiernie rozdozone zastgpic
sitami skupionymi lezacymi w osiach pretéw AG, CB, BD, DA, AB
i DK (rys. 6)

Jesli przez cc-oC oznaczymy przekréj rownolegty do osi 77 a
przezys -£ 1 H—f przekroje rownolegte do osi £ dla mamy z wa-
runku réwnowagi sit w przekroju/3-/3 ifj-J SAC = sCB = s =
= = 0; z warunku réwnowagi si+ w przekrojuoC-oC

SAB + SDK " (h"+ h" K

Podobnie dla K pz warunku réwnowagi sit w przekro juyB -J8
wyznaczymy S*c, SeB, i S"B ,a nastepnie rzutujac
wszystkie sidy w pretach w przekroju a-oc na o0$ £ otrzymamy
1.,r t-n
AB DK =" aT + *

Dla otrzymamy z warunku réwnowagi sit w przekroju/S-yS

1i-/sac” 7XD I BD” a nast3Pnie rzutujac wszystkie
sity w przekroju cCecna o0$ £ wyznaczymy

SAB + SBK m 2»i7<e'"-

Z zatozenia jednorodnosci naprezen w rozpatrywanym obszarze
wynika, ze SAB = SDK

Stad catkowita sita w precie AB wynosi

sab = A +2h "m Fi?+ + % (e -d)

gdzie: h", #T - wysokosci odpowiednio tréjkata ABC i ABD;
d, e’- rzuty bokéw AC i CB na bok AB, d', e” - rzuty bokéw
BD i DA na bok AB.

W szczegélnym przypadku gdy boki tréjkata sg réwne mamy [10]
Sab = ~\J= ” N»p). Przyjmujac, ze roznice pomiedzy utworzo-
ng na rzucie koputy na ptaszczyzne xy siatkg tréjkatng a rzu-
tem koputy siatkowej na te ptaszczyzne sg mate w stosunku do
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ddugosci bokéw oczka siatki tréjkatnej oraz pomijajac réznica
pomiedzy katem zawartym miedzy osiami/; i i katem zawartym
miedzy rzutami osif i”™ na ptaszczyzne xy mozemy sidty prze-
krojowe i A obliczy¢ na podstawie wielkosci nE, n”
i ne?wyznaczonych w sSrodku boku oczka siatki tréjkatnej.
Wtedy dla obliczenia

mamy
H =V - 2 VEo + VDo

3(Vao - 2Veo + VBO),
ni7=\B (Y0 + Y0 - 20 - M),

gdzie przez A°, B°, G°, D° oraz E°, F°, G°, H®°, 1° oznaczono
odpowiednio wezty
wiadajace wezdom
oraz

Srodki bokéw oozek siatki trojkatnej odpo-

i
i Srodkom pretéw koputy siatkowej (rys. 6)$

cosoCE
oosfiy

gdzie:
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(XE, y , zE) obliczamy ze wzorow ()

OA + 6L 9%k +9u o
dla OE = t t 9N = y— = lub w przyblizeniu

X - XA +SB \Y yA + yB B Zk + 7B
E « S > yE 2 E " 2-

Wartosci funkcji naprezen w srodkach, bokéw oczek siatki troj-
katnej mozemy wyznaczy¢ ze wzorow interpolacyjnych Lagrange’a
przez interpolacje wzgledem trzech (przy brzegu) lub czterech
punktow.

4.2.2. Obliczenie sit w kopule siatkowej wg teorii bfonowej
powdok matowyniostyoh

W przypadku matej wyniostosci koputy siatkowej (H/1<”™) do
obliczenia sit w pretach mozemy wykorzysta¢ réwnania réwnowagi
elementu powtoki teorii "blonowej powdok matowyniostyoh [11]
Mamy

"57 + -W - + Pi 5

ail
"CE?¢ + Ty + p2

1
M

gdzie: przez p~, P2, p® oznaczono sktadowe obcigzenia.
Wprowadzajac funkcje naprezen spedniajacag pierwsze dwa rowna-
nia

NX =¢4 -/pldx” Wy = ~jP2dy 1 KMy =*“ Ady »

po podstawieniu do trzeciego réwnania mamy
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Dla obcigzenia rownolegtego do osi z, roéwnomiernie roztozo-
nego

PL“p IVl ” ~ * p2=pRJ]j1l~~" " p3=-p

Wyrazajac jak w punkcie 4.2.1 pochodng 92% przez pochodne
dy

d2§ d2$ i - e = .
- oraz wprowadzajac roznice skonczone otrzyma-

li Ox2 dxo
my ukdad réwnan réznicowych dla okreslenia funkcji naprezen

w wezdach (rys. 4).

6VKI =Vk,I-1 +Vk-1,1 +Vk+l,1-1 +V,k-1,141 + ¥k+l,1 + VK, I1+l+

+ 2p <«

Wprowadzajac parametry T = £ Qraz L, dla £ < 5 pozostake
wielkosci mozemy przedstawi¢ w postaci

Xx =J s, y = t, O<s, t<)j

R=1.% = L (0,125 1 + 0,5 ),

R

korzystajgc z rozwiniecia w szereg potegowy mamy (pominieto
wyrazy zawierajgce f wyzszego rzedu niz ozwartego)

\j1- - [1 “ 2™ s2+3t2) 2 + 8(4s2+3t2)f4],
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stad

podobnie

L s2 [f - 2(2+3t2) 3],

S VI~ @e=i -2 +8) 1] -

Po podstawieniu powyzszych zaleznosci do réwnania (6) otrzy-

mamy

6V -W +V - W
kil k,1-1 k-1,1 k+1,1-1 +Vk-1,1+41 +V k+1,1 + VK, 1+1 +

Sity przekrojowe obliczymy ze wzorow

Wxy “d;:dy’

dla koputy mato wyniostej mozna przyjac¢, ze tréjkaty utworzo-
ne przez prety kopudy siatkowej nieznacznie roéznig sig do

oczek siatki tréjkatnej utworzonej na rzucie koputy (najwiek-
sze roznice wystepujg w Srodku koputy a ich wielkos¢ zalezy

od wyniostosci koputy). Zatozenie to pozwala na wyznaczenie

sit Vv, pretach koputy siatkowej odpowiadajacych rownolegdym

do osi x bokom oczek siatki tréjkatnej, bez koniecznosci
wyznaozania ddugosci pretow koputy siatkowej wg wzoru
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Po podstawieniu Ny i Ny mamy

-V -V -V - Ko -1\

- * <<0 - E é<OE_tf(]_o *3

gdzie: przez A°, B°, C°, D° oraz E° oznaczono odpowiednio
wezdy 1 Srodek boku A°B° siatki trdjkatnej odpowiadajgce wezdom
i Srodkowi preta AB koputy siatkowej (rys. 6).

Otrzymany wzor zalezny od obcigzenia rozpietosci i wynio-
stosci koputy dla przyjetej gestosci podziatu koputy siatko-
wej pozwala w prosty sposéb wyznaczy¢ sity w pretaoh, co jest
szczegblnie korzystne gdy wielkosci geometryczne koputy nie
sg ustalone.

5. Uwagi konoowe

Siatka tréjkatna zatozonana rzucie koputy siatkowej na plasz-
czyzne Xxy, w wezdach ktérej okresla sie funkcje naprezen,

nie pokrywa sie z rzutem rozpatrywanego ustroju siatkowego na
te ptaszczyzne. Réznioe te jednak dla matej wyniostosci kopu-
4y sg mate w stosunku do wielkosci oczka co pozwala na ich
pominiecie w przypadku przyblizonyoh obliczen. Z trzech sposo-
béw obliczania sit w statycznie wyznac¢zalnej kopule siatkowej
najbardziej racjonalny jest sposob polegajacy na wykorzystaniu
teorii bltonowej powdok matowyniostych (prawie trzykrotne
zmniejszenie ilosci réwnan w stosunku do sposobu dokdadnego
oraz nie zachodzi potrzeba pracochdonnego obliczania kosinusow
kierunkowych osi pretiw),

Rozpatrywang kopute siatkowg mozna zatozyC¢ réwniez na innych
rzutach (kotowy, prostokatny itd.), wymaga to jednak kazdorazo-
wej analizy geometrycznej niezmiennosci i statycznej niewyzna-
czalnosoi otrzymanego ustroju.
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6. Przyktad

Podany nizej przyktad ma na oelu pokazanie réznio pomiedzy,
wynikami uzyskanymi przy obliczaniu koput siatkowych weddtug
wyzej oméwionych metod. W przykdadzie przyjeto: R &, n=>5
oraz obcigzenie réwnolegte do osi z,réwnomiernie roztozone p.
Otrzymano dd#ugosci pretow a = 0,128612 H, przy ddugosci naj-
krotszego preta {3,1 - 3,2j réwnej 0,114879 Rj L = 1,2 R,

S= 0,12 R, maksymalna odlegtos¢ pomiedzy wezdami siatki tréj-
katnej utworzonej na ptaszczyznie xy a rzutami odpowiadajg-
cych im wez46w koputy siatkowej na te plaszczyzne wynosi
0,017697R (wezet (2.2)).

I. Korzystajac z réwnan réwnowagi si+ w wezdaoh otrzymano
21 roéwnan o dwudziestu jeden niewiadomych.

Il. Dla obliczenia sit wedtug teorii blonowej powdok przy-
jeto dla funkcji naprezen na brzegu (wezty (G.0), (4,1) i
(3,2)) wartosci rowne zeru otrzymujac 9 rownan o dziewieciu
niewiadomych. Dla napisania réwnan zachodzi jednak potrzeba
obliczania wspodczynnikéw przy niewiadomych.

111. Dla obliozenia sit w pretach koputy siatkowej wedtug
teorii powktok matowyniostych na wyznaczenie wartosci funkcji
naprezen otrzymano 11 réwnan o jedenastu niewiadomych. Wiel-
kosci sit obliczono dla zmiennych parametréw H/L i L, a na-
stepnie podstawiono dane przyjete w przykfadzie.

Otrzymane sidy w pretach zestawiono w tablicy 1.

Tablica 1
Pret 1 1 i
0,0-1,0 -0,03708 R2p -0,03718 R2p -0,03483 R™p
0,1-1,0 -0,03599 R2p  -0,03660 R2p -0,03397 R2p
1,0-2,0 -0,03887 R?p -0,03877 R2p -0,03739 R2p
1,0-1,1 -0,03536 R2p  -0,03554 R2p -0,03365 R2p

1,1-2,0  -0,03357 R2p  -0,03414 R2p -0,03263 R2p
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cd. tablicy 1

Pret 1 1 i
2,0-3,0 -0,04826 R2p -0,04672 R2p -0,04898 R2p
2,0-2,1 -0,02671 R2p -0,02741 r2p -0,02558 R2p
1,1-2,1 -0,03656 R2p -0,03687 R2p -0,03589 R2p
1,2-2,1 -0,03730 R2p -0,03896 R2p -0,03864 R2p
8+ ©° -0,02909 r2p -0,02971 R2p -0,02995 R2p
3,0-4,0 -0,07955 B2p -0,07605 R2p -0,08510 R2p
3,0-3,1 -0,00204 R2p -0,00370 R2p -0,00044 R2p
2,1-3,1 -0,04764 I2p , -0,04691 R2p -0,04908 R2p
2,1-2,2 -0,01902 R2p -0,02138 R2p -0,01905 r2p
2,2-3,1 -0,04541 R2p -0,04859 R2p -0,05264 R2p
3,1-4,0 -0,01738 R2p -0,01984 R2p -0,02767 R2p
4,0-5,0 -0,17461 R2p -0,17586 R2p -0,20088 R2p
4,0-4,1 +0,07109 R2p +0,06577 R2p +0,07931 R2p
3,1-4,1 -0,07748 R2p -0,07439 R2p -0,08068 R2p
3,1-3,2 +0,02102 R2p +0,01889 R2p +0,02231 R2p
2,2-3,2 -0,02185 R2p -0,02131 R2p -0,02348 R2p

Sity otrzymane weddug teorii bdonowej powktok réznig sie
nieznacznie od wynikéw otrzymanych z warunkéw réwnowagi sit
w waztach. Wieksze roéznice wystepuja w przypadku zastosowa-
nia teorii btonowej powtok matowyniostych. W pretach, w kto-
rych wystepujg najwieksze sidy, roznice pomiedzy wynikami
wynoszg; dla preta -(4,0-5,0} 15#, dla preta -~3,0-4,0j 7,6#.
B6znice pomiedzy wielkosciami sit w pozostatych pretach nie
przekraczaja 0,01029 ka oo w stosunku do sity w precie
{4,0-5,0} wynosi 5,9#.
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O HEKOTOHIJX METOJUX PaCCHHTUBaHHH CTaTWHECKM
CIHEEfIEJIMMbIX CETUaTLIX KyTIOJIOB

Pe3nue

B paO0OTe paccuoTpeHO Tpn cnocobéa paccHHTHBaHHH cha b CTepxHHX
noAororo ceTnaToro icynoaa ocHOBaHoro na meCTHyroAtHHKee* flza
Harpy3KH napaxAeAbHOft k och z , pa3xoxeHott Ha CHMMeTpHuecicyn h
aHTHCHMeTpHHeCKyra a Taicxe mapHnpHoro coejHHehhh cTepxefl noxy-
naeii cTaTHHecKH onpesexHuyn CHCteuy. Chan b CTepxHHX onpejexe-
ho onnpaacB Ha ypabHehhhz pabhoBechh cha b ysAax a Taicae odh-
paach Ha ypabHehhhx pasHOBecHH 6e3«oueHTHoit TeopHH oOoxoueK h
onnpaach Ha ypaBHehhhx paBHOBechh 6e3uoueHTHOIii TeopHH noxoritx
000AonekK.

UBER EINIGE METHODEN ZUR BERECHNUNG DER STATISCH BESTIMMTEN
METZKUPPELN

Zusammenfassung

Der Artikel betrachtet drei Arten zur Berechnung der Stabkra-
ften in einer auf einem Sechseck verbauten schwach gekrimmter
Netzkuppel. Pur Belastung parallel zu z Achse, zerlegte auf
symmetrische und antisymmetrische hat man erhalten eine sta-
tisch bestimmte Anordnung. Die Stabkraften hat man bestimmt

auf grundung der Gleichgewichtsbedingungen der Krafte im Kno-
tenpunkt sowie auf grindung der Gleiohgewiohtsbedingungen der
Membrantheorie der Schalen und auf grindeng der Gleichgewiohts-
bedingungen der Membrantheorie der schwach gekrimmter Schalen.



