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LESZEK LITWINOWICZ

O ROZWIAZYWANIU ROWNAEF ROWNOWAGI GRANICZNEJ
GRUNTU METODA PIERWSZEGO IRZYBLIZENIA

Streszczenie. W pracy przedstawiono sposoby nume-
rycznego rozwigzywania roéwnan opisujgcych stan
rownowagi granicznej gruntu umozliwiajgce zwiek-
szenie skutecznosci obliczen. Uzupednieniem ni-
niejszej pracy jest praca autora [4],

1. Wstep

Metoda pierwszego przyblizenia w numerycznym rozwigzywaniu
réwnan rownowagi granicznej gruntu polega na aproksymacji li-
nii charakterystyk ich stycznymi, na odcinkach wynikajacych
z wielkosci przyjetego kroku obliczeniowego. Znalezione w ten
spos6b wartosci wspodrzednych wezddéw siatki linii charaktery-
oraz wartosci poszukiwanych funkcji w tych weztach
poprawia sie zwykle na drodze iteracji np. weddfug schematéw
ktérych blizsze oméwienie mozna znalezé¢ w pracy [i]-

U podstaw ogélnej metody numerycznego rozwigzywania roéwnan
réwnowagi granicznej gruntu, ktéra podat w.W. SOKOLOWSKI [6]
lezy schemat obliczeh zaproponowany przez J. MASSAU [1]. Po-
nizej przedstawimy mozliwosci innych rozwigzan w ramach me-
tody pierwszego przyblizenia dla réwnan opisujgcych stan row-
nowagi granicznej gruntu.

2. Rownania wyjsciowe

Stan réwnowagi granicznej gruntu opisuje nastepujacy ukdad
rownan roézniczkowych:

X)L

Siatka linii charakterystyk na ptaszczyZnie x, y przed-
stawia obraz linii poslizgu w gruncie.
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@ + sine 00s20) ~ - 26 sing sin20 ™ + sine sin20j™ +

+ 26 sinecos20

sino s i n 2 +2 6'sine 00s20™ + (1 - sine 00s20) +

+ 26sin8 sin20 ~ = 0 @.1D)

Réwnania (2.1) mozna zapisa¢ w bardziej wygodnej, syme-
trycznej postaci:

+ 26 tge N + tO-th) 0 + 26tgf> tgOU,) 82 =
= -jijtge tg($*«) “ iI» 2.2
N - 26t&g M+ X &B-yfA § -2 6 t eqte(Q-")

=31tg8§ tg OG+f) + i],

&/ rownaniach tych oznaczaja:

8§ - kat tarcia wewnetrznego gruntu,

y - ciezar objetosciowy gruntu,

0 - kat miedzy kierunkiem wiekszego naprezenia g#dwnego
a osig X,
i Q

ras

6 =\ (61 + 62) + k otge,

gdzie: 6" i 62 sg to naprezenia gtowne, natomiast Kk ozna-
cza wspotczynnik spéjnosci gruntu.

W dalszych rozwazaniach jako rdownania wyjsciowe przyjmu-
jemy rownania réwnowagi granicznej gruntu w postaci (2.2).
Nalezy doda¢, ze uktad (2.2) jest uktadem guasiliniowych
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rownan rozniczkowych o poehodnyoh czastkowych, typu hiperbo-
licznego. Stad tez mamy dwie rzeczywiste i rézne rodziny cha-
rakterystyk, ktorych réwnania sg nastepujace:

= tg(0-*0,
sin2<"d6'+ 26 cos2<«"d0-yj~cos20 dy - sin 20dxJ = 0,
@.3
djr = tg(0-xh),

sin2«d6" - 26 cos2« d0 +% j\ios20dy - sin20 dxj = O.

3. Obliczeniowe wzory numeryczne dla metody pierwszego przy-
blizenia

Dany jest osrodek gruntowy, ktdérego kazdy punkt znajduje sie

w stanie réwnowagi granicznej. Wybierzmy dwa blisko siebie

potozone punkty 1 i 2 (rys. 1), w ktdérych znane sag wartosci

wspotrzednych ich potozenia Xx 1y oraz wartosci poszukiwa-

nych funkcji 6 i 0 -Punkty 1 i 2 moga by¢ punktami powierzchni

Rys. 1. Fragment siatki linii poslizgu w gruncie
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gruntu lub znajdowa¢ sie wewngtrz osrodka. Wiadomo, ze przez
kazdy z tych punktéw przechodza dwie ptaszczyzny poslizgu.
Poszukujemy wspo4rzednych punktu M oraz wartosci iOM w tym
punkcie.

3.1. Metoda W.W. Sokotowskiego

Réwnania charakterystyk (2.3) sprowadzone do postaci roéznico-
wej daja uktad czterech réwnan algebraicznych, z ktdérych mozna
obliczy¢ wszystkie poszukiwane wartosci w punkcie 1. W ten

sposob dla wspodrzednych punktu otrzymujemy nastepujace wzory:

y2 “ yl + X- tg(02-tbd)
= -t g ¢ - 7
G.D
wWw =yl + ~ "oxan
zas dla warto$oi poszukiwanych funkcji O oraz 6 w tym punkcie
otrzymujemy wzory w postaci:*»

fi Wlg2 * *11 61
k ff+s2; tg”
w.oo-w NZFN

m = ~161+6p*

gdzie:

/" 7 sin(0--19
= (20, + <) - — M- X1,

&
[

_ 7 3in(02+y,
Wij 62Qy2 - tgZfi) + ¢os”™ cos"™ =) M "MV

Przedstawiony na przykdadzie réwnan (2.3) sposéb postepowa-
nia stosowany w metodzie W.W. SOKOLOWSKIEGO, przy rozwtgzywa-

Indeksy oznaczone cyframi arabskimi oznaczajg numery punktu.
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niu podstawowego zagadnienia brzegowego dla ukdadu réwnan roéw-
nowagi granicznej gruntu, nie jest jedynag mozliwoScig rozwiag-
zania tego zagadnienia. Ponizej przedstawimy inne schematy
rozwigzan majace ta zaletg, ze dajg podstawg do wprowadzenia
znacznie skuteczniejszych sposobdéw zwigkszania doktadnosci ob-
liczen w pordwnaniu z mozliwosciami jakie daje metoda W.W. SO-
KOLOWSKIEGO [6],

3.2. Inne rozwigzania

Podane ponizej schematy rozwigazah wywodza sig z metody przed-
stawionej juz wczesniej przez autora w pracy [,3]. Celem ni-
niejszej praoy jest wyprowadzenie w oparciu o przedstawiong

tam teorig, wzordw numerycznych dla metody pierwszego przybli-
zenia dostosowanych do praktycznego stosowania i umozliwiajacyc]
w datwy sposob zwiekszanie dokdadnosci obliczen.

Przyjmijmy, ze ptaszczyzng poslizgu «C (rys. 1) opisuje
pierwsza rodzina charakterystyk (2.3) zas/;3, odpowiednio dru-
ga rodzina charakterystyk. Bedziemy poszukiwali parametrow
punktu M przyjmujac, ze wzdduz poslizgu OC sg stuszne nastepu-
jJjace zwigzki:

G-3

zas wzdduz linii poslizgu £ zwiazki:
£
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Z rownan (3.3) i1 (3.3) wartosci wspodrzednych x oraz vy
otrzymujemy bez trudu na podstawie znajomosci kierunkow linii
poslizgu ac i fi w punktach 1 1 2. Sa to wzory identyczne z wzo-
rami (3.1). Aby obliczy¢ wartosci funkcji iOM wystarczy
teraz skorzysta¢ ze zwigzkow dotyozgcyoh tylkc*. jednej z linii
poslizgu. Niech to bedzie linia poslizgu cC

. - ab . , . - S
Wartosci oraz "N mozna obliczy¢ na podstawie zaleznosci:

I

W wyniku rozwigzania uk#adu réwnan utworzonego z (2.2) i roéz-
niczek zupednych, dla znanych wzdduz linii dgczacej punkty 1
i 2, funkcji 6 oraz 0 otrzymamy:x”

i6 -6
jltg (0, H»)+tg (01-tU)]-2 tgioO Mtg” -’\j| y|1 i %2
X ‘XL - X2 A
Syl-y2 ttg(01+) +
-2el tgMg(01-~)-tg (01+4] [Jw(Ol-.o +
i é N (3.5)
FUQ(0N ) - R A mtg (0B tg (07
+ WioiKttij ItGE~<) “ tg@=)]

Linia 4aczaca punkty 1 i 2 jest fragmentem krzywej niecharakte-
rystyoznej na ktérej podane sg warunki brzegowe zagadnienia
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dA 76 -62 x1”x2 [M@GE,,+¥) + tgQl-m] -
Wiz i2 102

2y, -\ Me, -«“)] - 2Si

CIL )

11104 lg(OlM]J'y-.%
i A:‘)‘UQ']-

- - tg(01+j- 2]

(3.5)
7T .
200 e (11 =2 l]‘-iJu‘-'jj”i'dz
f
d%
oty -2 b T
6 6
- [tgie”) - tg(OL<w)] A -yl[tg(01+<) - wfg(Ol-a)
y— A tg(0™) -

X & 5
+2tg8 tg(O1+=OHtO1ADI y ™ Y + EE@. ,+<U) + tgh-"~Jj
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&G 01 - X1 " x2 i t6e[te(014%) + -

-e2
~2vy;- \ teiBj+p) ~ ~ - -[tg(91-k)-tg(91+ ] ~ -

+ tg(01-~ -

itg(01v i) -tt;(01Ta-)+2 tg”~sO ,M) th"-gi.)J

i 1]2te<0|+<‘> *xcg ]
“;"Tr (CR3))

W oelu uproszczenia obliczen przyjmujemy dalej nastepujgoe
oznaczenia:

lyl - y2

4

A*)>®4 - ZTol/AMH {2iyo' - (11t 26V) °2 *««'

- () o3 +2} +

B - V04 - I-ri -RL - jd + 26" (240. - (3.6)
l«tad poro”-iJb 1

- 03)tg8 + (?-£) 02J .

gdzie:

01 * tWWOKw) tg(0-"0,

02 = tg(0-vti) - tg(&i),
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tg (i) + tg(0+<u),

0/\

QO+ Y)

W przypadku linii poslizgu «C dla 0" bierzemy znak "+".
Wartosci £ , 9 oraz “wynikaja z warunkéw brzegowych:

Ostateoznie poszukiwane wzory numeryczne otrzymujemy w na-
stepujacej postaci:

AE A (N - xD),

OM =01+ BL W ~xI)* (3*7)

We wzorach(3.7) wspotczynniki A i B dotyczgpunktu 1 co
zaznaczonezostato indeksem. Przyjgto tam rowniez k =1 oraz
1=1 w celu uzyskania zapisu we wspoétrzednych bezwymiarowych.

Ba podstawie (3.1) oraz (3.6) mozemy obliczy¢ wartosci X,
y, 6 oraz O w punkcie M.

Obliczenie tych wartosci w dalszych punktach wykonuje sie
analogicznie.Przedstawiona metoda obliczen jest prosta i
posiada dodatkowo te zalete, ze daje mozliwos¢ bezposredniego
i tatwego zastosowania w obliczeniach siatki utworzonej z kwa-
dratowych parabol. Uzyskuje sie to poprzez wprowadzenie popra-
wek do wartosci i y® obliczonych z wzorow (3.1). Poprawio-
ng wartos¢ wspotrzednej XjJ otrzymujemy z zaleznosci:

= *M (i)

"AUzupednieniem przedstawionych wyprowadzen jest praca !>]-
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gdzie:

o = e/l (xM " - e« (XM ~ X1)2
2Lex UMXL] eBI2M x2; + te(0lt) -

zal
@ + tgxa) B1
U @ - tg@1 C0S201

@ + tg®) b2
e, y =
n @ + tg(™» W) cos 62

Wartos¢ B2 oblicza sie na podstawie (3-6) jak dla punktu 2.
Poprawiong wartos¢ wspotrzednej y* otrzymujemy z wzoru:

*

W =yl + ts(01+) + - X,D)2. (@39

Zastosowanie w obliczeniach poprawionych wspodrzednych X*
oraz y», pozwala na zwiekszenie doktadnosci obliczen.

Wartosci oraz OM mozna oblicza¢ przy zastosowaniu roéw-
nan (3.3) i (B.3") rowniez w inny sposob, mianowicie drogg uzu-
pedniania tych réwnan réwnaniami charakterystyk.

W efekcie otrzymujemy ukdad czterech réwnan,w ktdrych
jako niewiadome wystepuja pochodne funkcji 6 10 w punktach 1
oraz 2 liczone w kierunku odpowiednich charakterystyk. Pomi-
jajac zwigzane z tym obliczenia, zauwazymy ze postepujac w ten
spos6b otrzymuje sie wzory identyczne z wzorami (3.2), a jeze-
li w obliczeniach w podobny sposéb uwzglednimy takze punkty
314 (rys. 1), traktujac je jako znane [3], otrzymujemy na-
stepujace proste wzory na wartosci oraz

vyl - y3 - tg(Q1+x)(x1 - *3)

eX 2 (xX? -
1 3 (3.10)

= ¥z . - tg(Q27 ) (x2-x4)
2 Uz r Xa¥?
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Halezy stwierdzi¢, ze przedstawione sposoby numerycznego
rozwigzywania réwnan rownowagi granicznej gruntu metodg pierw-
szego przyblizenia, stwarzaja mozliwos¢ zastosowania w oblicze-
niach. nowych, praktycznych sposobdéw zwigkszania efekctywnosei
obliczen. C skutecznosci takiego postepowania mozna sadzi¢ na
podstawie wynikéw uzyskanych przez A.J. GOWIADINOWA i S.W.
FAIKOWICZA [Z2] , ktérzy dzieki zastosowaniu w obliczeniach
aproksymacji linii charakterystyk odcinkami odpowiednio po-
prowadzonych ko&k, otrzymali ponad piecdziesieciokrotnie mniej-
szg i1los¢ weztéw obliczeniowych w poréwnaniu z iloscig jaka
rozpatrywali J.S. MUCHIN i A.J. SRAGOWICZ [6], rozwigzujac to
samo zagadnienie ze statecznosci skarp metoda stycznych.
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PEIFEHME LIETOFIOM 11EPBQTO i PHEJIMKEHMIii yPABHEHMH
UPEFIEJI LHOrO PaBHOBECM rpyHTOBOIt CPEflbl

Pe 3ame

B pa0OTe npejJiaraeTca MeTojuJ noBbimeHHa touhocth vucaeHHoro pe-
memia ypaBHeHHFt npesexbaoro paBHOBecna rpyHTOBOft cpejH. Sonoa-
HeHMeu HacToameft pafiOTti ecTb CTaTba [4]-

SOLVEING ULTIMATE EQUILIBRIUM EQUATION OP SOIL BY PIRST
APROXBIATION METOB

Summary

The article presents new methods which give a better precision
of numerical solution of equations describing the state of
ultimate equilibrium of soil.

This article is supplementd by another paper by the some
author M .



