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PRACA STATYCZNA FUNDAMENTÓW ŁAWOWYCH 
PODDANYCH DZIAŁANIU POZIOMYCH SIŁ 
OD PEŁZANIA GRUNTU

Streszczenie. Przeprowadzono analizę momentów zginają- 
oych i sił poprzecznych wywołanych w ławie fundamento-ma -ł nw rr m rr ftm* oOw f an o nAWefolorta na

1. Wstęp
Budowle znajdujące się na terenach podległych wpływom eksploa- 
taoji górniczej narażone są na działanie pożiomycb sił tarcia, 
występujących w płaszczyźnie kontaktu fundamentu z podłożem w 
czasie rozpełzania względnie spełzania terenu oraz pionowych 
sił pochodzących od wygięcia terenu. Obliczanie fundamentów na 
działanie sił poziomych spowodowanych pełzaniem podłoża prze
prowadzane jest z zasady bez uwzględnienia faktu, że’siły wyzna
czone z warunku statycznego tarcia będąc przekazywane przez 
grunt na dolną płaszczyznę fundamentu, powodują zginanie. War
tości odpowiadających sił wewnętrznych zależą od sztywności 
ławy fundamentowej na zginanie i podatności podłoża.

Calem niniejszej praoy jest dokonanie analizy zależności mo
mentów zginających i sił poprzecznych wywołanych w ławie fun
damentowej przez siły poziome od sztywności ławy i podatności 
podłoża. Rozpatrzone będą dw* przypadki rozkładu naprężeń 
styoznych między podłożem a fundamentem: liniowy, wzrastający 
od wartości zerowej w środku długości ławy fundamentowej do 
jej końców oraz równomierny rozkład naprężeń stycznych na ca
łej długości ławy. Przypadek pierwszy zachodzi wówczas, gdy 
naprężenie styczne między podeszwą ławy a gruntem jest mniej
sze od wytrzymałości gruntu na ścinanie.Ma to miejsce przy 
fundamentach posadowionych na gruntach miękkich i przy małym 
rozpełzaniu. Drugi przypadek zajdzie wówczas, gdy nastąpi
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ścięcie gruntu poa podeszwą ławy a więc przy dużym rozpełzaniu 
gruntu.

2. Teoria

2.1. Wielkości statyczne
Rozpatrywać będziemy belkę o długości 1, szerokości b i sztyw
ności El spoczywającej na podłożu sprężystym o 3tałsj C odpo
wiadającej założeniom Winklera (rys. 1). "Ja belkę tę działa roz
łożone obciążenie poziome zaczepione u jej podstawy. Za
kładamy, że obciążenie to zmienia się liniowo wg równania

przyjmując wartość równą zeru w środku belki oraz - TT na jej 
końcach.

Rozpatrzymy warunki równowagi elementu belki o długości dx, 
leżącego w odległości x od jej środka. Na ściany tego elementu 
działają siły wewnętrzne M, T, N, o zwrotach dodatnich zazna
czonych na rys. 1o, siły zewnętrzne T^xylx oraz parcie podłoża 
C.y.dx.

Rautując wszystkie siły na oś Y otrzymamy

Am(T+dTJ-T-C.y.dx = C skąd ~  = C.yb .

Z warunków równowagi momentów

M - (M+dM)+T dx- h a dx = 0

obliczymy

dM = T- T • (1)coc (,x}
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Z zależności (1) widzimy, ża dla belek obciążonych w sposób 
ciągły siłami równoległymi do jej osi, pochodna momentu wzglę
dem długości równa jest sile poprzecznej pomniejszonej o war
tość przedstawiającą intensywność rozłożenia mementu od sił 
poziomych.

Z elementarnej teorii zginania pręta wiadomo, że

EJ.y" - -M

oraz

Podstawiając do tego równania zależność (1) otrzymamy

EJ*y - -XT- T (x )•*>•«)

skąja po zróżniczkowaniu

T^.b.G

Ostateoznie

Jaąt to liniowe niejednorodne .równanie różniczkowe czwartego 
rzędu. Po wprowadzeniu nowej zmiennflJ_X* ^ i dobraniu wg
[3]I tak, by i/1, ą otrzymamy równanie

(2)
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którego rozwiązanie będzie się składało z całki ogólnej równa
nia jednorodnego

-iv ,
y(Ś ) + 4 y “ 0

oraz całki szczególnej y1̂ ̂   ̂równania niejednorodnego.

y(§ ) = C1.e^1+i)s + Cj.e^1“1^  + C3 .o"^1+l'S +

+ -

Korzystając z ugogólnionyoh wzorów Eulera a“*'̂  *ccs§ il.5in§
t.$ . , .oraz wzoru e * cosbs I sin hs można napisaó

y ( § ) “ A^oos.S .cos hl + A2.cosŚ .sin b* + A^.sinŚ .coshi +

+ Â .sinfc .sin b|.

Całkę szczególną równania (2) założymy w postaci wielomianu

+ B. I ̂  + C. § “ + D, $ + ET .

Po wstawieniu go do równania (2) i przyrównaniu współczynników 
przy jednakowych potęgach otrzymamy

*(*) - 1 - 2 Tir-*

Ostatecznie całka równania (2) wyraża się funkcją
' V *

y (x) = 2 T.T" + A100s X ccs h t + ^ 009 i 3ln h f

+ A^ sin ^ 008 ** X + A^.si» ̂  sln h J, • (3)
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Cztery warunki brzegowa zadania

1. y  (0) - o

2. El.y” , = G
c|)

3. ïl.jr” (0) . O

4. El-y'" . = T-.bce
( J )  °

pozwolą obliczyó z równania (3) cztary stała całkowania

^2 = ^3 = ^

. o  r o*8 r oos ft> .cos hfe . * , _ R Toa » sin fr , sinh
1 “ “ o.1 13 sln2$ +sinh2fj * 4 cT” 1 sln2(b +sinh2i?>

Ostatecznis otrzymamy i 
równanie odkształconej

’w  ' 2 ns?r [<-» * li§fevfiśfer  « * * - w »  —  i «o*

!>]■ ̂ sin ^ sin h j)|>

moment zginający

K(X) = 2 T 0b.e.L (tg i, .tghp. cos J oos h £

—sin ^ sin a £) (O
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oraz siłę poprzeczną

1/2

I(x) /  c.t.y.dx . (5)

We wzorach tych wprowadzono oznaczenia

‘i¥.4EJ « . ł 2
O T  1 * • ZI ■ — ngj

l O T

Dla El dążącego do nieskończoności względnie C dążącego do 
zera - (?> dąży do zera zaś L do nieskończoności.

Y/zór (4) przyjmie wtedy postać

X

M(x)-2 V ' 8 L T T i r r  Utih " i * i } * [1 - (§*) ]•
(6)

Jest to wzór na moment zginający dla holki obcią
żonej liniowo zmieniającymi się siłami poziomymi T , który nie 
uwzględnia picnowych oddziaływań podłoża powstających na sku
tek jej wygięcia się. Dla ułatwienia korzystania ze wzoru (42 
przedstawiono na rys. 2 krzywe, które dla danego stosunku ^ 
oraz L, b.e i T 0 pozwalają w prosty sposób znaleźć momenty 
zginające oo 0,1 1. Prosta (a) na rys. 2 przedstawia zależność 
momentów zginająoyoh w przekroju x = O (obliczonych wg wzoru 
(6)) od stosunku Na rys. 3 pokazano wykresy momentów zgi
nających dla różnych stosunków £. Zostały one skonstruowane 
na podstawie wykresów podanych na rys. 2.

Przy dużym pełzaniu podłoża naprężenie styczne T przekra
cza na ogół na znacznej długości ławy, wytrzymałość gruntu na 
ścięcie V * 6 *tgę + K gdzie: 6 - naprężenie normalne pod 
fundamentem, ¡ę - kąt tarcia wewnętrznego K - spójność podłoża. 
W miejscach tych nastąpi poślizg warstwy gruntu pod fundamentem 
w związku z ozym można założyć równomierny rozkład działających 
naprężeń stycznych. W partiach przyśrodkowych naprężenie to
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będzie malało i w środku uzyska wartośó zerową [4]. Rozwiąza
nie belki obciążonej takim rozkładem naprężeń stycznych byłoby 
bardzo skomplikowane i dlatego w dalszym ciągu rozpatrzony zo
stanie przypadek równomiernego obciążenia stopy ławy fundamen
towej na całej długości (rys. 1b). Przy tekira założeniu całka 
ogólna równania różniczkowego będzie równa

y^x ^=A^cos ^ cos h £ + A^cos ^ sin h ^ + A^sin r- cos h ^

+ A^ sin ^ . sin h «».

Warunki brzegowe

2. EJ.y" = 0

3. EJ.y'"(0) = X'0.b.e

umożliwiają obliczenie stałych całkowania

1? (sin (Ł +sinh fc )̂  
ET sinż (?> +sińh2i&"
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oraz ustalenie wzoru na ugięcie

1 <r- v . J? J (sin& +sinh 1?» i/-cos 6 -cosh fc x.. ,x
y (x) ~ ? X o h 6 jsinSfr +sinh2|b [(sinV +sinhfi ) cosroshT

— sin ^ sinh ^ j - ̂ (sin ̂  c°sh ̂  + cos sinh

i na moment zginający

2 r 2(sin S>+sinh & ) ecos & -cosh & % .... x x .
alriSff'TalnMir" L(s'in!?> +slnht> 3ln T sinh L +M (x)* V  e L

+ cos ^ oosh ^ J — ¿-(sin cosh ̂  + cos ̂  sinh * (7)

Na rys. 4 przedstawiono krzywe ułatwiające obliczenie momen
tów zginających wg wzoru 7 dla zadanego stosunku y. Dla EJ dą
żącego do nieskończoności względnie C dążącego dc sera wzór 7 
przyjmie postaó

M(*> ■ -*-r—  (1-2 !>>

której odpowiada na rys. 4 prosta (al .
Z wykresów przedstawionych na rysunkach 2 1 4  wynika, że dla 

stosunku “j* >■ 1,5 momenty zginające obliczone z uwzględnieniem 
rzeczywistej sztywności helki różnią się istotnie od momentów 
obliczonych dla belki sztywnej.

2.2. Naprężenia styczne przy zginaniu
Na element przedstawiony na rys. 5 wycięty w odległości x z bel
ki dwlałają siły wewnętrzne M, T, N oraz siły zewnętrzne T^j.ćbc 
i C.y.dx.
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Rzutując na oś X wszystkie siły działające na górną częśó 
tego elementu, leżącą w odległości z od osi obojętnej, otrzy
mujemy równanie

e‘ e’ /'
/<r(l, («(*)*« * J  “ f® »<,)•*«-
z Z z

e'

- / 1 b(z)dz + T’* b(z) dx ■ 0

Podstawiając do tego równania zależnośó obliczoną w wzorze (i) 

dff(x) " S f  ' (T - T (x)'błfl) I

wyprowadza się wzór na naprężenie styczne w przekroju ławy fun
damentowej.
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Dla przekroju prostokątnego

j ■ bj e' * “{ P * b<h

S ■

• wobec tego

■‘" . £ 1 ł T u> [*f>2

Na rys. 6 przedstawiono wykres naprężeń T' dla przekroju 
prostokątnego w przypadku gdy T * O

3« Przykłady 
Przykład 1
Obliczyć wywołane rozpełzani6a gruntu o intensywności £ ■ 3%o 
momenty zgipająoe w ścianie murowanej spoczywającej na ławie 
żelbetowej, o długości 1 * 15 bu Przekrój poprzeczny ściany

Rys. 6



Praca atatyozaa fundamentów ławowych poddanych .. 61

przedstawiono na rys. 8, Ściana posadowiona jest 0,80 m pod 
terenem na warstwie piasku drobnoziarnistego. Ciśnienie ławy 
na grunt 6 = 2  kG/om . Moduł ściśliwości gruntu E =315

O ®kG/om .
Wykres naprężeń styoznyoh w podstawie ławy fundamentowej, 

obliczonych wg[2], przedstawiono na rys. 7a.

Rys. 7

Obliczone naprężenia styczne T nie przekraczają naprężenia 
ścinającego

oV = 6 .tgę + k = 2,0.0,805 + 0 * 1,61 KG/cm .

Można więc przyjąć, że naprężenia styozne T zmieniają 3ię 
na oałej długości ławy liniowo, osiągając na jej końcach war
tość T 0 = 1,4 KG/om2

Według [1] dla ^ = 18,75 jest co ■ 0,4



62 Józef Linek

a współczynnik podatności podłoża

B
C - 2o5-|£ « 2.0,40 , 3150 T/ta3 .

Sztywnośó belki dla EQ « 3.105 T/m2, E^ « 15.105 T/m2

Na podstawie wykresów podanych na rysunku 2 oblicza się dla 
stosunku

M(0) - 0,45.49,6 « 22,3 Tm 

11^ j - 0,4325.49,6 - 21,45 Tm 

M(2 ) - 0,41.49,6 - 20,30 Tm 

*•(3 ) * 0,335.49,6 a 16,60 Tm

“ (4 ) - 0,21.49,6 - 10,40 Tm .

Wykres momentów przedstawia na rys. 8 krzywa (s).
Krzywa (b) przedstawia momenty zginające obliczone dla dziany 
sztywnej (El ■ oo ).

R 'Owynosi EJ a 6,096.10^ Tm .

momenty zginająoe
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Siły osiowe w odległości x od środka podstawy ławy fundamento
wej

x

W przekrojach 0, 1, 2, 3, 4 siły te przyjmują wartość

N(0) .  « , & T

N(1) « 42(1 - 0,04) - 40,3 T

N(2) - 42(1 - 0,16) ■ 35,3 T

N(3) «42(1 - 0,36) « 26,9 T

N(4) » 42(1 - 0,64) • 15,2 T .

M
Rzędne linii ciągnień oblloza się ze wzoru j± = jj*
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y5 * a ■ 0,792 m .

Przebieg linii ciągnien przedstawiono na rysunku 8.

Przykład 2
OPodane w przykładzie 1. zadanie rozwiązać dla 6 = 1 KG/em* 

Egr “ 21°KG/cni2, £ « 996.
Wykres obliczonych wg [2] naprężeń stycznych w postawie ławy 
fundamentowej przedstawiono na rysunku 7b.
Naprężenie ścinające

ogranicza tutaj wykres naprężGń stycznych. Przyjęto równomier-2ny rozkład naprężeń stycznych T q « 0,6 KG/om na oałej dłu
gości ławy

Na podstawie wykresów podanych na rysunku 4 obliczono ao- 
menty zginające.

V « er .tgę + K » 1,0.0,805 + 0 - 0,805 KG/cm2

c ■ 2*0»4 §7 5 ^ * 2100 T/®3
2100

M(0) - 0,975.23,5 »22,9 Ta

» 0,765.23,5 « 17.95 T»

M(2 ) * 0 ,5 8 2 . 2 3 , 5  “  1 3 ,6 8  Tm
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* 0,40.23,5 - 9,40 Tm

m(4 ) * 0*20.23,5 « 4,70 Tm

Wykres tych momentów oraz momentów dla śoiany sztywnej przed
stawiają krzywe o i d na -rysunku 8.
Siły osiowe

N * 36 (1 - 0,2) - 28,8 T

Ng - 36 (1 - 0,4) - 21,6 T

N3 * 36 (1 - 0,6) = 14,4 T

N4 « 36 (1 - 0,8) » 7,2 T .

Rzędne linii ciągnień

1/2

X

y 0  *  ^ t 2  '  0 , 6 3 3  m
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y 4  *  ł t S f  "  0 , 6 5 4  m

y5 * 0,792 m .

4, Wnioski końcowe
Przedstawiony w pracy sposób obliczania wielkości wownętrznych 
w belkach spoczywających na sprężystym podłożu poddanych dzia
łaniu sił poziomych pochodzących od rozpołzania podłoża ważny 
Jest zarówno dla przypadku, kiedy naprężenie ścinające w grun
cie pod podeszwą ławy mniejsze Jest od wytrzymałości gruntu 
na ścinanie Jak też dla przypadku kiedy naprężenie to na całej 
długości ławy wartość tę osiąga.

Z przeprowadzonych rozważań wynika, że dla belek długich i 
wiotkich lub gruntów małośoiśliwyoh wynikłe z rospelzania mo
menty zginające i siły poprzeozne w beloe maleją. Tym samym 
wykres naprężeń w przekroju belki zbliża się do prostokąta.
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STATICAL WORK OF LONG STRIP FOOTINGS SUBJECTED TO ACTION OF 
HORIZONTAL FORCES CAUSED BY GROUND CREEPING

Summary

In the paper an analysis of Pending and transverse forces pro
duced In long strip footings by horlrontal friction forces cau
sed by mining ground creeping has been accomplished.

Two possibilities of shearing stress distribution betwean 
the ground and the faundatlon has been considered: a linear 
antisymmetrioal and a uniform distribution along the averall 
length of the strip faundatlon.

The analysis has proved that for long strip fundations and 
for hard grounds, the subsoil considerable effeots on the re
duction of the bending moments quantity.


