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ZDZISŁAW TROJAN

RUCH CIĘGNA WYWOŁANY PRZEJEŻDŻAJĄCĄ SIŁĄ SKUPIONĄ

S tr e s z c z e n ie -, Przedstawiono p rzyb liżony  sposób o b l i ­
czan ia  wychyleń oięgna o masie równomiernie ro z ło ż o ­
n e j ,  małym zwisie i  s t a ł e j  s i l e  n ac iąg u ,  przy dowol­
nym sposobie przejazdu  po nim s i ł y  s k u p lo re j ,  z pomi­
nięciem  wpływu masy c ię ż a ru  skupionego i  t łu m ien ia  
wewnętrznego oięgna.

W zakres  o b liczeń  dynamicznych l i n  nośnych, będących głównym 
elementem konstrukcyjnym kole jek  linowych, wohodzą ta k ie  zagad­
n ie n i a ,  jak  wpływ przejazdu  skupionego c ię ż a ru  po l i n i e ,  nad­
wyżki dynamiczne wywołane gwałtownym wyładunkiem t r a n s p o r to ­
wego m a te r ia łu ,  w zrost napięó dynamioznyoh w l in a c h  w z a le ż ­
n o śc i  od ic h  sztyw ności oraz problemy t a r c i a  wewnętrznego w 
l in a c h  występujące w czasie  ruchów l i n y .  N iektóre  z tych za­
gadnień należy oddz ie ln ie  rozpatrywać d la  t r z e c h  możliwyoh 
przypadków zamocowania l in y  n o ś n s j ,  to  Je3 t  d la  l in y  obustron­
n ie  zakotwiozoneJ, n a p ię te j  przeciwwagą 1 n a p i ę t e j  podporą od- 
k s z ta ło a ln ą .  Na ogół w rozwiązaniach ty c h ,  z uwagi na t o ,  że 
l in y  są  układami o n ieskończenie w ie lu  s to p n iach  swobody, a l ­
bo sprowadza s ię  Je do układów o Jednym, względnie dwóoh ( l i ­
ny n a p ię te  przeciwwagą) s topn i swobody w przypadku dużych c i ę ­
żarów skupionyoh, a lbo  te ż  przy stosunkowo małych c ięża rao h  
d z ia ła ją c y c h  na l i n ę ,  pomija s i ę  ic h  masę wobec równomiernie 
ro z ło ż o n e j  masy o ięgna. Z prao w tym z a k re s ie  należy  wymie­
n ić  praoe [ i ]  t  [ i2] .

Wyrazem znaozenia tych zagadnień J e s t  powstanie przy I n s ty ­
tu c ie  Podstawowych Problemów T echn ik i P o ls k ie j  Akademii Nauk 
Zespołu Ustrojów Cięgnowych kierowanych przez p r e f .  dr S te fana  
Ziembę.

N in ie jszy  a r ty k u ł  p rz 6d3 taw ia  p rzyb liżony  sposób o b l ic z a n ia  
pionewyoh przemieszczeń w ażkie j l in y  obustronnie  zakotwiczonej
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0 małym z w is ie ,  pod wpływem s i ł y  bezmasowej p rz e je ż d ż a ją c e j  
po n i e j  z dowolnie zmienną prędkością*

Próba rozw iązan ia  tego  zadania  w sposób ś c i s ły  n a t r a f i a  aa 
t ru d n o ś c i  związana z k o n iecznośc ią  całkowania fu n k c j i  trygono­
metrycznych, k tó rych  argumenty są  n ie l in io w ą  fu n k c ją  czasu , 
ozego n ie  można wyznaczyć przez  funkcje  e lem entarne .

Trudności tych  można uniknąó s to s u ją c  schemat pomocniczy, 
za s tę p u jący  bezpośredn ie  d z ia ła n ie  p rz e je ż d ż a ją c e j  s i ł y  na l i ­
nę , dzia łan iom  s i ł y  w k o le jn y ch ,  równo oddalonych od s ie b ie  
punktach, p rzez  odpowiedni, k ró tk i  okres czasu .  O bliczenie 
przeprowadzone według tego  schematu pozwala na o k re ś len ie  
k s z t a ł t u  l in y  przy dowolnym po łożen iu  s i ł y .

P rz y b l iż e n ie  przedstawionego rozw iązan ia  wynika z z a s to s o ­
wania podanego schematu pomocniczego, n ieuw zględnienia  t ł u ­
mienia i  z p r z y ję c ia  og ran iczonej l ic z b y  wyrazów rozw iązania  
przedstaw ionego w p o s ta c i  sze reg u .  Należy tu  jednak zaznaczyć, 
że stosowanie maszyn cyfrowych pozwoli ła two zwiększyć dokład­
ność rozw iązan ia  przez  p rz y ję c ie  d o s ta te c z n ie  dużej l ic zb y  
punktów d z ia ła n ia  s i ł y  i  wprowadzenie odpowiedniej l ic z b y  wy­
razów.

W p ie rw sze j  o z ę śc i  a r ty k u łu  podano ś c i s ł e  rozw iązanie i  
przeprowadzono dyskusję  d la  p rze jazd u  s i ł y  ze s t a ł ą  prędkoś­
c i ą .  Rozwiązanie uzyskano w sposób podobny do te g o ,  j a k i  s to s u ­
je  s ię  przy rozwiązywaniu w ażkie j b e lk i  z przesuw ającą s ię  po 
n i e j  ze s t a ł ą  p ręd k o śc ią  s i ł ą  bezmasową.

W d ru g ie j  c z ę ś c i  s to s u ją c  schemat pomocniczy, uzyskano wzo­
ry  um ożliw iające o b l ic z e n ie  wychyleń wywołanych przejazdem s i ­
ły  bezmasowej ze zmienną p ręd k o śc ią  poziomą,

W końcowej c z ę śc i  a r ty k u łu  podano przyk łady , k^óre p r z e l i ­
czono celem dokonania oceny dok ładnośc i proponowanego sposobu
1 o k re ś la n ia  wpływu p rędkośc i p rze jazdu  s i ł y  na wyohy?.enie 
cięgna d la  pewnego szczególnego przypadku c ięgna .
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1 . Cięgno ot) o lą  a one s i ł ą  P przasuwającą s i ę  ze g t a ł ą  p rędkoś­
c i ą  poziomą

Przypadek drgań cięgna ważkiego, pod wpływem p o ru sz a ją o e j  s i ę  
s i ł y  P Z6 s t a ł ą  p rędkośo ią  poziomą v , rozwiązano p o n iż e j  przy 
nas tępu jących  za łożen iach !

-  jednorodne olęgno sp ręży s te  o stałym p rzek ro ju  poprzeeznym 
A, r o z p ię te  j e s t  między dwoma nieruchomymi punktami s i ł ą  Sj

-  zwis oięgna j e s t  bardzo mały w stosunku do r o z p ię to ś c i ,  w 
związku z czym, można p rz y ją ć ,  ża S » c o n s t ,  zaś  AS ■ 0;

-  masa jednostkowa cięgna m ■ J Ą
je s t  roz łożona  równomiernie

po o ięc iw ie  ( ry s .  1 );
~ t łum ien ie  n ie  w ystępu je„

Xo= V-ł

P *  consi

j SZO
i Ą  «■ c o n s t

m  *  -  const

Rys. 1. Schemat c ięgna

Równanie różniczkowo tak  sformułowanego zagadnien ia  p rzed­
s taw ić  mnżna w p o s ta c i :

s h . .  j> £ 3 - * ć . p . « u  -  x j ,
0 t ‘

( 1 )

g d z i e :

17 ( x , t )  p rzedstaw ia  poszukiwane wychylenie p rzek ro ju  c ięg n a ,  
d la  punktu o o d c ię te j  x ,  w dowolnej ch w il i  czj^su t ,

3 -  j e s t  s i ł ą  naciągu ,
2

zaś ó (x -  x 0 ) j e s t  fu n k c ją  Diraca ^14].
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Funkcja 17 spełń  la  <5 musi następujące warunki [13] :

a ) 'brzegowe: 17( 0 , t )  « i ) ( l , t )  * 0 , (2 )

b) początkowe (o g ó ln ie ):  t? (x ,o ) * <P ( x ) ,

¿ S i ł a Ł l  « ¥  (x ) (3 )
t

zaś w tym konkretnym przypadku:

i? (x ,o )  -  'P(x ) ■ 0

I  „  ¥ ( x )  .  o , (3a)
d t

gdyż przyjmujemy, że 3 l ł a  F wjeżdża na olęgno pozosta jąoe  w 
spoczynku.

Ogólnym rozwiązaniem równania (1) będzie wyrażenia 

rp (x ,t)  ■ i?1 ( x , t )  + ł?2 ( x , t )  ,

g d z ie :  Tj1 ( x , t )  j e s t  c a łk ą  szczególną równania jednorodnego rów­
n an ia  (1) i  p rzeds taw ia  d rgan ia  własne s t ru n y ,  a ̂ O ^ t )  J e s t
c a łk ą  szozególną równania (1 ) i  p rzedstaw ia  d rgan ia  wymuszone.
Funkcja -r?  ̂ powinna sp e łn ia ó :

2 2 
d 17 1 2 0 ^1

Jednorodne równania różniczkowe  g-  -  p — - g -  « 0 ,  (4)
ć> t  d x

warunki brzegowe "7^ ( 0 , t )  ■ T)1 ( l , t )  ■ O, (5)

warunki poozątkowe (og ó ln e ) :  T71 ( x , 0 ) * f ( x ) ,  "¿¡"t“ *

= V ( x ) .  ( 6 )
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Runko je  t? 2 powinna sp e ln iaó :  

równanie różniczkowe (1 ),

warunki brzegowe = ^

8 ^  2

warunki początkowe ł?2 (x f 0 ) » 0  1  ^ ^ » 0 . ( 8 )

Funkcje t71 1 172 można okreś lió  metodą ro z d z ie le n ia  zmiennych. 
Przyjm ując:

00

■ ę-U ft)  -  2  X (x) . Tn ( t )  (9)
1 n-1

otrzymamy

g d z ie :
.1

Aq » y  J " '(’(% ) 008 Ł y  d!l , (d 1 )

Bn “ p lx V( t  ) s in  .

Rozwiązanie szozegdłowe i? 2 równania (1 ) ,  poszukujemy w an a -  
lo h io zn e j  p o s ta c i

00

ł?2 U » t)  ■ 2  Xn (x ) .S Q( t )  . ( 1 2 )

P rzedstaw ia jąo  prawą s tronę  równania (1) w p o s ta o l  szeregu

OO

£  r (m0) - 2  xłl(x),Hn(t) > (13)• n*1
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g d z ie :  Xn (x) określone obecnie przez  (9) i  (10) funkc je  k s z ta ł -  
t u ,  a HQ( t )  nieznano funkcje  czasu , otrzymamy

Hn ( t )  -  P .3  (Ś -X0 ) s in  S ijA  d§ « s in  ? ( n )

(<
gdyż x Q * t  .  t .

,d Uwzględniając d a l e j ,  że funkc ja  ^  s p e łn ia ć  muszą równanie
(4) oraz  podstaw iając  (12) i  (14) do (1 ) ,  moż6my wyznaczyć 
fu n k c ję  SQ( t )  d la  warunków początkowych SQ(0) * 0 i  ŚQ(0) >• 0, 
wynikających z warunków ( 8 ),  jako całkę szczególną  równania

2 2 2
śn ( t )  + . Sn (T) -  Hn ( t )  (15)

v? p o s ta c i

/
3 n ( t )  * » V -  /  (Ł -T )d T  .

P O

= j  s in  ^  ( t" ^  )d<̂  • (16)
'o (

Ponieważ v * c o n s t ,  to  s to s u ją c  d la  wyrażenia podcałkowego 
wzory na oosinus sumy i  różn icy  kątów a n as tęp n ie  c a łk u ją c ,
otrzymamy

S” (t> '  Z t f  •* {*“  ^  ‘  " 3“  ^  } '  (17>
p

O s ta te c z n ie ,  mając na uwadzo warunki początkowe (3 a ) ,  wychy­
le n ie  cięgna w stosunku do położenia  równowagi wywołana p rz e -



Puch cięgna wywołany przejeżdżającą siłą 3kuploną 75

jazdem bezmasowej s i ł y  P ze s t a ł ą  p ręd k o śc ią  poziomą, o k r e ś l i  
d la  dowolnej o d c i ę te j  x ,  w dowolnej c h w il i  czasu t ,  wzór

Pierwszy sk ład n ik  w nawiasie o k re ś la  o d c ię tą  p o łożen ia  s i ł y ,  
d ru g i ,  d rgan ia  o częstośc iach  odpowiadających częstośc iom  
drgań swobodnych c ięgna ,  wywołana przesuwaniem s ię  s i ł y  ?«

Dyskusja w ychylenia, w z a le ż n o śc i  od parametrów w ystępu ją­
cych we wzorze (18) ,  obejmuje n as tęp u jące  p rzypadk i:

1 . 1 .  r  —►O

P rzy jęc ie  v —►O, wymaga równoczesnego p r z y ję c ia ,  że odc ię ta  
po łożen ia  s i ł y  x Q = r  . t  = xo ma s t a ł ą  w a r to ść .  Podstaw ienie 
v —w-G i  x Q -■ v t  do wzoru (18) nadaje mu postać

i  p rzedstaw ia  wychylenie cięgna w wyniku s ta ty czn eg o  d z ia ła n ia
przy łożonej do niogo s i ł y  P w punkcie o o d c ię te j  x„ i  nap ię tegoc
s i ł ą  S. Jak wiadomo, wychylenie t o ,  zmienia 3 i ę  wg t r ó j k ą t a ,

1 .2 .  y  —► oo

P rzejazd  s i ł y  P przez  cięgno z bardzo dużą p rędkośc ią  nie 
powoduje wychylenia c ię g D a ,  gd yż  z (18) otrzymuje s i ę

(18)

OO

S 3C n«1 n‘

s in  Ł ł £ i

P

z czego wynika, że d la  v —»-oo r?
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1 .3 .  p2 -  |  -*►00

1 .3 .1 .  J e ś l i  p -* -o o  , gdyż S -* -oo  , a równocześnie masa je d ­
nostkowa m ■ mQ, to  z (18) bezpośrednio  wynika» że wychylenia 
oięgna 17 ( x , t )  —* - 0 .

1 .3 .2 .  J e ś l i  p -* -o o  , bo m —► 0, a S ■ S 0 , to  z (18) o t rz y ­
mujemy, że

j e s t  Identyozne z wzorem (19) i  o k re ś la  s ta ty czn e  wychylenie 
oięgna wywołane s i ł ą  P.

Wyniki uzyskane w punktach 1*1 -  1 .3 .2  p o tw ie rd za ją  łatwe 
do p rzew idzen ia ,  w powyższych warunkach, wychylenia c ięgna .

Dyskusja tego  przypadku n ie  ma u z a sa d n ie n ia ,  gdyż zakłada­
ją c  małe wyohylenie s tru n y  w stosunku do j e j  r o z p ię to ś o i ,  
przyjmujemy, równocześnie pewien n a jm n ie jszy ,  możliwy przy da­
n e j  r o z p ię to ś c i  1 , a a s ie  jednostkowej oięgna m 1  s i l e  naciągu

P rz y ję o ie  p ■ 0 j e s t  niemożliwe także z formalnego punktu wi­
d z e n ia ,  gdyż zm ienia postaó  równania różniczkowego ( 1 ) .

Bezpośrednie wyznaczenie p ręd k o śc i  p rze jazd u  s i ł y  P i  j e j  
p o ło ż e n ie ,  zależnego także od czasu t ,  przy k tó rych  punkty 
oięgna osiągnęłyby największe wyohylenle w dowolnie obranym 
p rz e k ro ju ,  jakkolw iek bardzo I n te r e s u j ą o e ,  n a s t rę c z a  znaczne 
t r u d n o ś c i .

OO
(2 1 )

g
S, s tosunek  — 4

1 .5 .  T » Tjęp
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Warunki konieczne ekstremum fu n k o j i  i? ( x , t )  przy x = x ic
p = Pe mają postaó

ro n fnXt nXvt, 2 2 \ „ . nJPrt /  2 2 1 . n lb t
ÔV? 2F1 " V  p J 1 oos 1— “v  >P-2PVSin ~  - ( p  - v  ) s ir .  ~ r f~___ = _ _  2  ̂ s

o3i n=1 n L 2 2 
p -  v

. nXtsin

= 0, (24a)

ÔT? _ 2F1 ^  p2 nXv 
a t _ S  ̂ U r ?  1

nJtvt nlpt I
C0& T “  " c o s ~ ï ^  . n£t

2 2 j Łin 1p -  v J
= 0 . (24b)

Wyznaczenie pierwiastków powyższych równań drogą rozw iązania 
tego uk ładu , k tó rych  lewe strony p rz e d s ta w ia ją  s z e re g i  n ieskoń­
czone, j e s t  niemożliwe.

Podstawienie do ( 1 8 ) v = p wymaga zastosow ania regu ły  de 
l ’ H osp ita la  1 prowadzi do p o s tac i

OO \
PI 'ST 1 . n s tp t  n t t p t  n a rp t  n*xftrmv “ TT Sin - f -  -  - f -  cos — j ^ - j - s i n  - j - ,  (25)

k tó ra  n ie  może określaó  największego w ychylania , gdyż r  = p nie 
j e s t  p ie rw iastk iem  równania (24a) i  pozwala ty lk o  snależó  z 
(24b) tę  chwilę t max = ~» w k tó r e j ,  w tym przypadku, punkty 
cięgna o s ią g a ją  największe wychylenia.

Równania (24) um ożliw iają więc wyznaczenie t maxdla  dowolnie 
obranych v ,  lub '▼ d la  dowolnie obranego t ,  un iem ożliw ia ją  
jednak bezpośrednie wyznaczenie v i t ,  którym odpowiada n a j ­
większe w ychylenie.

Wyznaczenie pierwiastków układów równań (23) j e s t  jednak 
możliwe drogą prób.

Powyższe rozważania przeprowadzono przy za ło żen iu ,  że s i ł a  
P p rze jeżdża  cięgno ze s t a ł ą  p ręd k o śc ią  v .  P rzy jęc ie  zmiennej 
p rędkośc i Y *v(t) ,  także i s to t n e  d la  p r a k ty k i ,  n ie  może byó 
uzyskana równie p ro s to ,  drogą całkowania równania ( i 6 ) 1 wy­
maga innego postępowania.
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W dalszym c iągu  przedstawiony zo s tan ie  jeden z możliwych, 
p rzyb liżonych  sposobów rozw iązan ia  tego zadan ia .

2 .  Cięgno obciążone s i ł ą  P p o ru sza ją cą  s ię  z dowolnie zmienną 
p ręd k o śc ią  poziomą

Podany w pop rzedn ie j ozęśo i wzór (1 6 ) ,  k tó ry  po scałkowaniu 
p rzeds taw ia  n - ty  sk ład n ik  wymuszonegó (po uwzględnieniu (1 2 ) ) ,  
wychylenia cięgna w stosunku do po łożen ia  równowagi wywołanego 
przejazdem 3 i ł y  P w czas ie  t ,  w skazuje, że wychylenie tj ( x , t )  
można uzyskaó jako sumę elementarnych wychyleń

w yw ołan ych  w c h w i l i  T <  t  s i ł ą  P zn a jd u jąc ą  s i ę  w punkcie o
o d c i ę t e j  t . T  p r z e z  o k r e s  c z a s u  dT .

Takie postępowanie możliwe j e s t  d la te g o ,  że zmiana położe­
n ia  bezmasowej s i ł y  P n ie  zmienia rozk ładu  mas układu i  w
związku z tym, d rgan ia  cięgna będą zaw sze  opisane p rzez  ozę- 
s t o ś c i  drgań w ła s n y c h .

Mająo to  na uwadze, celem o k re ś le n ia  wpływu p rze jazdu  s i ł y  
zs zmienną p ręd k o śc ią  p rzez  cięgno na jego w ychylenie , p rzy­
ję to  schemat zastępczy  przedstawiony na r y s .  2 umożliwiający 
zastosowanie su p erp o zy c j i  wpływów d z ia ła n ia  s i ł y  P.
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Zachowując za łożen ia  z poprzedniego u s tęp u  p r z y ję to ,  że s i ł a  
n ie  p rze jeżdża  bezpośrednio  po c ięg n ie ,  a l e  po sztywnych, n ie ­
ważkich elementach w k s z ta ł c i e  l i t e r y  T, zwanych d a l e j  t a l e r z y ­
kami, przenoszących obciążenie na cięgno za pośrednictwem wa­
haczy, przy czym s łu p k i  talerzyków mogą bez t a r c i a  przesuwać 
s ię  pionowo w t u l e j a c h .  D zięki temu, s i ł a  P p rz e je ż d ż a ją c a  pc 
ta le rz y k u  " i"  z dowolną prędkością  p rz e n o s i  s i ę  na
cięgno s t a ł ą  w a r to ś c ią  poprzez wahacz, n ie z a le ż n ie  od po łożen ia  
s i ł y  P na ta le rz y k u .  J o ś l i  przyjmiemy ponadto , że l ic z b a  t a l e ­
rzyków k j e s t  d o s ta te c z n ie  duża, to możemy uważać, że s i ł a  
przebywa drogą na ta le rz y k u  " i"  ze ś r e d n ią  p ręd k o śc ią  g-
« c o n s t ,  rćwną rze c z y w is te j  prędkości poziomej s i ł y  w ch w il i  
p rze jazd u  nad słupkiem ta le r z y k a ,  Czas p rz e jazd u  s i ł y  przez  
poszczególne t a l e r z y k i  równy j e s t  więo

(28)

gdzie!  k oznacza l ic z b ę  ta lerzyków,
W t e j  s y t u a c j i ,  w czas ie  A t^ ,  s i ł a  P przyłożona j e s t  do 

cięgna w punkcie x i  * ccsn t  i  d la  wyznaczenia j e j  wpływu na 
wychylenie q można zastosować rozwiązanie równania ró ż n ic z ­
kowego ruchu (1 ) .

Załóżmy na r a z i e ,  że s i ł a  P wjechała*na ta le r z y k  " i"  w 
c h w il i ,  gdy cięgno znajdowało s ię  w spoczynku t z n . ,  gdy (3a)

t?(x ,G) = V (x) -  0 i  “ ¥  (x) = 0.

Kozwlązanie równania (1 ) przedstaw ia  wówczas całkę szozogó l-  
t?1 2 * k tó rą  łatwo możemy wyznaczyć, mając na uwadze, że od­

c i ę ta  p rzy łożen ia  s i ł y  P, x Ł = c o n s t .  Wtedy wg (16)

3Q( t )  * s in  —y  ̂ / s i n  £4j-£ ( t A-  1T )dT •
O

■ . s in  - . " (1 -  cos SJLS ,  A t , ) .
n ST 1 1 1

(29)



Rozwiązanie szczególne równania (1 ) ,  przy powyższych za łoże­
nia oh, ma więo postaó

^oci m r  X
2  y s i n — j—i ( l - c o s  *% *• A t^ )sin  Ł y Ł  f (30) 

S 3T n*1 n

i  przedstawia wychylenie cięgna pc ozasle A t^. Prędkość p osz- 
szczególnyoh punktów cięgna po cza s ie  At^ określa wzór:

PO

V i2  (x »t )“ ^  y  °  ain  —y =Ł s in  —2^—i  s in  (31)

Wychylenia końcowe (30) i  końoowe prędkości (31) traktowane 
by^ muszą jako warunki początkowe drgań swohodnyoh cięgna przy 
p rze jśc iu  s i ł y  na ta lerzyk  następny "i + 1 " tzn .

oo

-i?1 2 (x ,  A t ± ) -  i?l+ 1 t 1 (x ,0 )  -  2  Ai+ 1 ^  s in  (32)
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OO

V i 2 (x ,  A t± ) -  V l+ 1 f1 U fO )  -  ^  Bl+ 1  s in  ^  .

Podstawiając wyrażenia (30) 1 (31) do (32) otrzysmsjmy bez­
pośrednio s ta łe  w równaniu drgań swobodnych

.  • “ i>>
1+1 »Q S JT2 a2 1

(33)

Bi +i ,n  •  J r s ln  ~ r 1  8 in  * A ti*
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sać wychylania w ch w il i  t ^ ,  wywołane impulsem zakończonym w 
czas ie  t^» obliczymy wg ( 1 0 )

OQ ̂ t 'j
,?kt1  “ 2  | V 0S ( t k ~ V +Bns ln  i t k- t i ) J

Otrzymane powyżej wzory (30) i  (34) pozwolą nam obecnie u -  
zyskać p rzyb liżone  rozw iązanie zagadn ien ia .  Zgodnie z r y s .  3 
wychylenie cięgna w c z a s ie ,  gdy s i ł a  p rze jeżdża  ta le r z y k  "k",

* ~T*

t

IM \\k-f | u

\ ? * * \  -
. f i *

f  _ . T 
! "

.2 * ,* ?*<  -

-ci-

Rys. 3 .  Superpozycja wpływów oboiążenia cięgna 3 i ł ą  P d z i a ł a -
jąoą  w punktach 1-pk

z uwzględnieniem wpływu przejazdu s i ł y  przez poprzednie t a l e ­
r z y k i ,  będzie  równe:
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Odłożenie poziomo odcinka np. i? 12 (r <?s# 3 ) o z n a c z a ,  że  dla 
ozasu odpowiadającego pobytowi s i ł y  P na tym ta le rz y k u ,  wsżne  
j e s t  rozw iązanie

R ozpisu jąc  wyrażenia (35) z uwzględnieniem (30) ,  (33) i
(34) otrzymamy

’ Aby obliozyd wychylenie w c h w il i ,  gdy s i ł a  P p rze jeżdża  nad 
słupkiem ta le r z y k a  "k",  należy podataw id:

Otrzymamy w tedy:
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A le:

Po podstaw ianiu  tego wyrażenia do (37) otrzymamy wzór okre­
ś la ją c y  wychylenie cięgna w chw ili p rze jazd u  3 i ł y  P nad s łu p ­
kiem ta le rz y k a  "k", wywołane przejazdem a i ł y  przez w szystkie  
poprzednie t a l e r z y k i  z dowolną p rędkośc ią  poziomą:

Poprawność tego wzoru łatwo sprawdzić z a k ła d a ją c ,  że l ic z h a  
ta lerzyków dąży dc n ieskończonośc i,  a tym samym, czas p rze jazdu  
s i ł y  przez ta le r z y k  " i%  dąży do z e r a .  Rozwiązanie (38) powin­
no w granioy być identyczne z rozwiązaniem ścisłym  (18).

Zauważmy przede wszystkim, że (ry3 . 3)
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gdzie t^ Jest zmienną, a t k pewnym stałym parametrem i  że przy 

bardzo małym A tj s i n^Sł , — a 00s ¿Sił •■» * 1 .

Kładąc ponadto

i-1  A t , i +1 A t, _
vrs  * A tr + Ti s  - r *  ’  Atr + v *1 »

otrzymamy z (38)

Przy p r z e j ś c iu  do gran ioy  ( A t i  —*-0) czynnik zależny od 
©zasu j e s t  identyczny z wzorem (1 6 ) ,  co w koncekwenoji prowa­
d z i  do p o s ta c i  (18 ) .

Aby ooenió p rak tyczną  przydatność  proponowanego sposobu, 
przeprowadzono o b lic z e n ia  d la  cięgna o r o z p i ę to ś c i  360 m, na­
p ię te g o  s i ł ą  S « 10 T (98,07 kN), obciążonego s i ł ą  0 ,5  T 
(4 ,90  kii) p o ru sza ją cą  s ię  ze s t a ł ą  p ręd k o śc ią  poziomą 20 m/sek, 
przy c ięża rze  własnym cięgna około 0,024 T/mb (24 N/m), Przy­
j ę c i e  stosunkowo dużej p rędkośc i p rze jazd u  s i ł y  odpowiada 
zw iększeniu l ic zb y  ta lerzyków  i  tym samym u ła tw i ło  rachunek ko­
nieczny do ocen ien ia  dok ładności poprawnego sposobu o k re ś le n ia  
ruchu c ięgna .

Dla powyższego u s t r o ju  zbadana z o s ta ła  przede wszystkim za­
leżność  dokładnośc i wyników od p r z y j ę t e j  l ic zb y  przedziałów  (k) 
i  l ic z b y  uwzględnionych wyrazów (n ) .  Vf tym ce lu  d la  s t a ł e j  
p ręd k o śc i  p rze jazd u  obliczono wychylenia cięgna w punktach 
p rzy ło ż en ia  s i ł y  sposobem proponowanym w n in ie jszym  a r ty k u le ,  
przy p o d z ia le  cięgna na dwadzieścia i  c z t e r d z ie ś c i  c zę śo i  i  
sposobem śc is ły m , uw zględniając tę  samą l ic z b ę  wyrazów szeregu 
( t a b l .  i ) ,  n a s tę p n ie  obliczono wychylenie cięgna przy podzia le
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na dw adzieścia  c z ę ś c i ,  uw zględnia jąc  k o le jno  jeden ,  c z te ry ,  
sześć  i  osiem wyrazów szeregu  (3 8 ) .  Wyniki podano w ta b l i c y
(2 ) .  Ponadto w ta b l i c y  t e j ,  d la  uzyskania pewnej oceny szybkoś­
c i  zb ieżn o śc i  szeregów,podano s ta ty c z n e  wychylenia cięgna o b l i ­
czone zamkniętym wzorem ścis łym  i  wzorem szeregowym (19) .  W t a ­
b l i c y  (3) podano wychylenia wywołane przejazdem s i ł y  ze zmienną 
w czas ie  p rędkośc ią  ( t  s in  - 3 ^ .  Wychylenie cięgna w chwi­
l i ,  gdy s i ł a  znajdowała s ię  ko le jn o  w punktach 5 ,7 ,  12 (przy 
k = 20 i  n = 4) podano w t a b l i c y  (4) ,  a ry su n k i 3 1 4  i l u s t r u j ą  
n ie k tó re  wyniki zestawione w ta b l ic a c h  1 -4 .

Analiza otrzymanych wyników pozwala na sformułowanie n a s tę ­
pujących wniosków ogólnych.

Zastosowanie proponowanego sposobu p rzyb liżonego  do o b liczań  
wychyleń cięgna pod wpływem p rze jazdu  po nim s i ł y  bezmasowej 
ze zmienną p ręd k o śc ią ,  daje  dobrą dokładność przy odpowiedniej 
l i c z b i e  przedział-ów oraz uw zględnieniu  odpowiedniej l iczby  wy­
razów. W danym przypadku p rze jazd u  s i ł y  ze s t a ł ą  p ręd k o śc ią ,  
uwzględnienie k » 40 i  n = 4 dało  wyniki o 2% mniejsze od wy­
ników rozw iązan ia  ś c is łe g o  uw zględniającego tę  samą l i c z b ę  wy­
razów. Uwzględnienie w iększe j l iozby  wyrazów rozw iązan ia  i' 
p rz y ję o ia  w iększe j l ic z b y  punktów p rzy ło ż en ia  s i ł y  n ie  stanowi 
jednak większych t ru d n o ś c i  przy obecnej te chn ice  o b l iczen io w e j,  
w ykorzys tu jące j maszyny cyfrowe. Ponadto s tw ierdzono , że p rz e ­
jazd  s i ł y  ze zmienną p ręd k o śc ią  znacznie wpływa na ruch  c ięgna ,  
i  d la teg o  powinien być uwzględniony w o b l ic z e n ia c h .

Zastosowanie proponowanego sposobu do o b liczeń  c ię g ie n  po­
zw oli stosunkowo p ro s to  uwzględnić dowcln6, spotykane w p rak ­
tyce  p rzypadki o b c iążen ia  o ięgna ,  jak  np, p rze jazd  s i ł y  ze 
zmienną p rę d k o śc ią ,  zatrzym anie s ię  s i ł y  i  pozostawanie w do­
wolnym punkcie cięgna oraz rozpoczęcie  p rze jazd u  z dowolnego 
punktu o ięgna .

Jak już zaznaczono we w stęp ie  w rozw iązan iach  n ie  uwzględ­
niono wpływu t łu m ie n ia .  J e s t  to  zagadnienie  odd z ie ln e ,  któremu 
obecnie poświęca s ię  w ie le  uwagi, na r a z ie  jednak w zak re s ie  
podstawowym tz n .  w o d n ie s ie n iu  do m a te r ia łu  i  k o n s t ru k c j i  l i n y .



T ab lica  1

W yohylenia o lęgna (w m etraoh) pod s i l ą  p r z e je ż d ż a ją c ą , ob liczone wzorem praybliżonym  d la  r  ■ 20 m /sek (k ■ 20 i  k ■ 40) o raz  wzorem śo isłym  (18) p rzy
uw zględnieniu o z te rao h  pierw szyoh wyrazów

P U N K T 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

P o d z ia ł na 20 oz . 0,110 0,836 1,776 2 ,428 2,682 3 ,0 4 8 3 ,864 4 ,330 3 ,924 3,793
P o d z ia ł na 40 oz. 0,044 0,303 0,696 1,189 1,657 2 ,106 2,583 2,582 2,489 2,761 3 ,070 3.393 3,737 4,130 4 ,190 4,039 3,812 3,653 3,913 4,130

Rozw. ś o ls łe 0 ,048 0,300 0,676 1,146 1,641 2,097 2,542 2 ,548 2,483 2 ,736 3 ,040 3 ,363 3 ,705 4,081 4 ,190 4,001 3 ,795 3 ,686 3 ,876 4,094

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

4,350 4,441 3,889 3 ,5 2 6 3,271 2,823 2 ,359 1,756 0,836 0,143 0 ,0
4 ,380 4,552 4,261 3 ,978 3,740 3 ,390 3 ,280 3,356 3,523 3 ,2 2 9 2,883 2,577 2 ,240 1,848 1,384 1,148 0,854 0,380 0,102 0 ,0

4,329 4,487 4,251 3,961 3,731 3 ,374 3 ,279 3,329 3,467 3,191 2 ,870 2 ,5 5 6 2,217 1,843 1 ,388 1 , 1 - 6 0,831 0,381 0,102 0 ,0

T ab lioa  3

W yohylenia olęgna w metraoh pod s i l ą  p rze  Jeżdżą Jąoą  z różnym i p ręd k o śc iam i (k » 20 , n -  4)

P U N K T 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

■ 14 m /sek 0,069 0,712 1,545 2,171 2,807 3,263 3,381 4,037 4,034 3 ,8 9 8 4,354 3 ,9 6 8 3,747 3,734 3 ,0 7 6 2,637 2,362 1,507 0,786 0,095

▼2 -  20 m /sek 0,110 0,836 1,776 2,427 2,682 3 ,0 4 8 3 ,868 4,330 3 ,924 3,793 4,350 4,441 3 ,889 3,526 3,271 2,823 2 ,359 1,756 0,836 0,143

= 28 m /sek 0 ,028 0,636 1,568 2 ,369 3,152 3,403 3 ,115 4,296 4 ,108 4,600 4 ,497 4 ,026 3 ,535 3,202 3 ,396 3,200 2 ,139 1,494 0,633 0,041

r  « t 2 s in 0 ,110 0,750 1,905 1,666 3,314 2 ,344 2 ,420 5,073 4 ,399 2,034 3 ,764 5,238 5,071 4,109 4,662 4 ,939 2 ,294 1 ,719 1,493 1,113

T ab lica  4

W ychylenia olęgna w m etraoh przy  p o ło żen iu  s i ł y  w punlc^aoh 5 , 7 , 12 p rze  jeżdżąJąoą ze zmienną p rę d k o śo ią  Tj “  ▼ s in  ¥  przy k -  20 i  n -  4

ODCIĘTE 1 2 3 4 ✓ 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Punkt 5 0,914 2 ,638 4,172 5,437 6,452 7,257 7,904 8,266 8,406 8,324 8,009 7 ,540 6,669 5,715 4,740 3 ,847 2 ,964 1,813 1,032 0,349

Punkt 7 0,437 1,302 2,237 3 ,278 4,390 5,465 6,350 6,974 7 ,210 7 ,075 6,640 6,018 5,328 4,657 4,043 3 ,465 2,871 2,202 1,482 0,499

Punkt 12 0,323 0,999 2,012 3 ,120 4,624 6,207 7 ,795 8,794 9,431 9,547 9,215 8,551 7,977 6.871 5,881 5,727 4 ,648 3,482 2,027 0,730
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T ablioa 2

W ychylenia (w m etrach) olęgna obliczona wzorami szeregowymi przy  uw zględnieniu  
c z te re c h , sz e śc iu  i  ośmiu wyrazów oraz wzorem ścisłym

P rze jazd  z p rędkośc ią  r  = 20 m/sek Styczne u g ię c ia  olęgna
Rozw. p rz y b i.  k = 2 0 1 Rozwiązania ś c i s łe Rozw. szeregowe Rozw.

ś c is łeL i c z b a  w y r a z ó w
4 6 8 4 6 8 4 6 8

1 0,110 0,167 0,173 0,048 0,099 0,142 0 ,088 0,131 0,171 0,439

2 0,836 1,674 1,151 0,679 0,901 1 ,027 0,379 0,603 0,723 1,249

3 1,776 1,881 1,924 1,641 1,816 1,825 1,564 1 ,695 1,710 1 ,969

4 2,427 2,423 2,442 2,542 2 ,563 2 ,650 2,272 2,296 2 ,378 2 ,599

5 2,682 2 ,756 2 ,945 2,483 2,572 2 ,658 2,740 2,841 2,945 3 ,139

6 3 ,048 3 ,165 3 ,180 3,040 3 ,246 3 ,269 3,131 3 ,336 3 .360 3 ,589

7 3 ,868 3,827 3,953 3,705 3,827 3 ,918 3 ,527 3,641 3,735 3 ,949

8 4,330 4,417 4,590 4,190 4 ,260 4 ,319 3,857 3 ,929 3,992 4 ,219

9 3,92.4 4,059 4,021 3,795 3 ,930 3 ,938 4 ,020 4,140 4,192 4,399

10 3.793 i. 953 4,103 3,816 4 ,028 4,098 4,032 4,198 4,271 4,489

11 4,350 4,407 4,456 4,329 4,462 4,541

12 4,441 4,534 4 ,639 4,251 4 ,379 4,433

13 3,869 3,934 3,996 3,731 3,792 3,862

14 3,526 3,395 3,428 3,279 3,384 3,483

15 3,271 3,491 3,485 3,467 3,691 3 ,716

15 2,823 2,940 3,012 2,870 2 ,968 3,064

17 2,359 2 ,398 2,497 2,217 2,241 2,322

18 1,756 1,963 1,960 1,388 1,582 1,595

19 0,836 0,971 1,168 0,831 1,037 1,158

20 0,143 0,157 0,226 0,102 0 ,146 0,176
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Po wybraniu określonego modelu tłum ienia proponowany sposób 
przybliżony pozw oli, stosunkowo łatwo je uwzględnić.

Nasuwają s ię  również tematy in n e, któryoh rozwiązanie w o -  
paroiu o proponowany sposób b l iż e j  n a św ie tliłb y  zagadnienie 
ruchu l in y ,  a to  uw zględnienie masy s i ł y  poruszaJąoeJ s ię  1 
związane z tym zmienność s i ł y  naciągu i  problem dużych zwi­
sów, wpływu od k szta łoa ln ośo i podpór kotwiąoyoh lin y  i t p .  
Problemy te wymagają dalszych szczegółowych opracowań.
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JBHKEHHE UETIM nFtfBEiEHHOtf nPOE3SADDIEtł COCPEflOMEHHC® CM C®

Pe 3n Me

B CTaTbe npe^cTaBaenHŁift npn<5jiitaceHHufl cnocoó pacve'Ta nepeuemeHHft 
n en z  npa posHOMepHO pacnpeHeanTejiŁHoW Macce, c Mamoit c r p e r o a  
npOBeca u hoctohhhoH ckjiofi hstazkw. B padore onymena pojił Maccu 
cocpeioTOueHHOił Earpy3FH, a TaKxe bjiHHHne BHyrpeHHoro n oraom e-  
HHH.

IIpKó^HzeHzk npe^CTaBJieHHoro cn o co d a  n o jio r a e r c a  b tom,  uto 
npoe3*aronaa ciura aacT ynaeaa ;;eRcTBneM chjih nocjiejiOEaTeiibHG n p a -  
KaaxHBoeMOtt k OTaeaŁHKM toukom n erw .
Pe3yax>TaT aaaauw noayueHO q ep e3  cynepno3i>mHX) n oca ex o sQ T ea bkhx 
bu m a n n  »

B kohu« ctaTFft npeiCTaBaeHHC HecKoakKO npHMepoB.
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MOTION OF A TIE ROD CAUSED BY A M0VEIN6 CONCENTRATED FORCE 

Summary

An approximate s o lu t io n  of a sm all s la c k ,  uniform ly d i s t r i b u ­
ted  mass and c o n s ta n t  fo rce  of te n s io n  t i e  rod fo r  an a r b i t a r y  
way of moeving a long  i t  of a co n cen tra ted  fo rce  has been g iven . 
The in f lu e n c e  of the mass of the t i e  rod and i t s  i n t e r n a l  dam­
ping  has been n e g le c te d .

The appoxlmation of the proposed s o lu t io n  r e ly a s  on r e p l e -  
ce ing  of the  d i r e c t  moveing of the  fo rce  a long  the t i e  rod with 
an a c t io n  of the co n ce n tra te d  fo rce  in  aquely d is ta n c e  ly in g  
p o in t s  of the t i e  ro d ,  fo r  an adequate time and by a superpo­
s i t i o n  of those e f f e c t s .

Some examples of c a l c u la t io n s  have been g iven .


