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JOZEF WRANIK

OBLICZANIE IZOTROPOWYCH TARCZ PROSTOKATNYCH PRZY ZASTOSOWANIU
ZASTEPCZYCH USTROIOW KRATOWYCH

Streszczenie. Wpracy wskazuje sie na mozliwo$¢ obli-
czania taroz przez wprowadzenie kratownic zastgepczych,
uzyskang dzieki maszynom cyfrowym.

1. Wstep

W pracy podjeto probe rozwigzania tarcz prostokatnych obcigzo-
nych na brzegach lub w obszarze tarczy, przez zastgpienie ich
odpowiednie dobranym ustrojem kratowym o wysokiej liczbie sta-
tycznej niswyznaczalnos$ci. Wykorzystano przy tym stwierdzony
w pracy [2] fakt, Zze stan naprezenia w tarczy izotropowej moze
by¢ okreslony na podstawie znajomosci sit w pretach odpowied-
niej kratownicy zastepczej.

Spos6b okres$lania stanu naprezenia w tarczy poprzez rozwig-
zanie odpowiednio dobranej kratownicy nie znalazt poczgtkowo
szerszego zastosowania. Okazato sie, ze konieczne do wykonania
obliczenia byty bardzo pracochtonne. Powodem tego byty ograni-
ozone S$rodki techniczna, stojagce wodwczas do dyspozycji staty-
kow.

Dopiero trudno$ci zwigzane z rozwigzywaniem pewnych szcze-
golnych zadahn z teorii sprezystosci spowodowaly nawrdt do za-
rzuoonych dawniej ko.ncepoji obliczeniowych [1], [3], [4], [5].

Dzieki eloktronicznej teohnice obliczeniowej wspomniany
spos6b poszukiwania naprezeA w zagadnieniach teorii sprezystos-
ci znajduje obecnie coraz szersze zastosowanie [6],

Wyniki rozwigzania kilku zadan stuzace do wyrobienia sobie
pogladu w tej sprawie podano w niniejszej pracy.
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2« Zastepczy ustroj kratowy

Proponowany przez autora ustrdj zastepozy uwidoczniony jast
na rys. la. Ustrdj tan sktada sie z trzypasowyoli ale-
mentow kratowych o siatca krzyzuloéw zbudo-
wanej z trojkatow rownobocznych (rys. 2). Do czot eleiaentow
kratowych przytgczona sg za pcdredniotwoa wahaozéw "w' stano-
wigcych przediuzanie paséw, sztywna prety przyczétkowa 't”.
Poszczegdélne elementy kratowa potgczone sg z soba przegubami
i, kt-1. Sztywne prety przyczotkowe potgczone sa z sobg rdwniez
przegubami.

Jak wykazatly przeprowadzone przez autora badania (ustep 3),
prety przyozotkowe gwarantujg dla podstawowych przypadkow ob-
cigzania (czyste ¢ciskanie, czysta zginanie i czysta 6olnanle)

Rys. 1
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identycznos$¢ stanu odksztatcenia elementow kratowych za stanem
odksztatcenia odpowiednich tarcz.

Mozna stwierdzi¢ [3], ze przy zastosowanym rodzaju siatki
przeprowadzone rozwigzania sg wazne tylko dla tarczy wykonanej

z materiatu o wspotczynniku Poissona v m ™ i, ze pola F po-
przecznych przekrojow poszczeg6lnych elementéw kratownicy za-
stepczej muszg mie¢ nastepujace wartosci: F » a . A*

dla krzyzuloow i paséw S$rodkowyoh oraz F* =*M F * a |
dla paséw skrajnych, gdzie a i A oznaczajag odpowiednio pod-
stawe trdjkata réwnobocznego i grubo$é tarozy.

Dalsze rozwazania beda przeprowadzone dla kratownicy, kté-
rej liczba weztow skrajnych pasow elementéow kratowyoh jest pa-
rzysta.

2,1. Rozwigzanie zastepczego ustroju kratowego

Kratownice zastepczg (rys. la) rozwigzano metodg sit5 przyjmu-
jac ustrdj podstawowy statycznie wyznaczalny przedstawiony na
rysunku 3, zbudowany z 3zeregu utozonych nad sobg statycznie
wyznaczalnych elementdw kratowych.

Dla dowolnego obcigzenia tarozy przedstawionej na rys. 1b,
zamienionego uprzednio na rownowazny uktad sit skupionych przy-
tozonych w weztach kratownicy, otrzymano uktad liniowych rdwnan
algebraicznych o 128 niewiadomych. Trudno$ci zwigzane z rozwig-
zaniem tak duzej liozby réwnan zmniejszono przez wykorzystanie
symetrii ustroju, dzieki ktdrej rozwigzanie tych rdownan zastg-
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plé nozna byte rozwigzaniem czterech uktadow réwnan zawierajg-
cych oo najwyzej 34 niewiadome.

W obliczeniach postuzono sie grupowymi niewiadomymi piono-

wyml Vi,k-M 1 Poziomymi Ht k+1 (rys. 3). Opr6oz tyoh niewiado-
mych wystepujg rowniez w raiejscaoh usunietych paséw niewiadome

slt? Zifk+le

Dla obliczenia wspotozynnikéw uktadéow rownan przyjeto Jako
wielko$ci Jednostkowe: k+1 = -fi, Hx k+1 =1, Z+ fc+tl - 1.
Aby otrzymad rzeczywiste wartosci oddziatywan pionowych k+1,

nalezy ich wartosci bezposrednio otrzymana z rozwigzania uktadu
réownan pomnozyd przez ~3.
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Zastosowane niewiadome grupowe V i H zwigzane sg ze sktado-
wymi pionowymi X i poziomymi X wzajemnego oddziatywania na sie-
bie elementéw kratowych (rys. 4 i rys. 5), zalazno$Soiami

0 1 2 3 ®» S

tcl i t 1
Kuw * -*1
Km
\\m K Jvv,

Kwi IX*1 I K«H
Rys. 4 Rys. 5

ok+l ” Rok+l ™ Vhk+1

Xik+1 * -ii-1,k+1 + 2 Vik+1 " Yi+lk+1
(1)

Xok+1 “ Hok+1l " ~jk+I

gdzie:

RY)|IC"r'- - oddziatywanie wahaczy pionowych wywotana przez ob-
oigzenie zewnetrzne w ustroju podstawowym,

Ro k+1 ~ odnzlal:ywanie poziome w lewym wezle skrajnym (rys.
3) wywotane przez obcigzenie zewnetrzne w ustroju
pddstawowym.
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2.2. Naprezenia normalne 67

Naprezenia normalne 6”7 ~+1 wystepujgce w otoczeniu punktu
i,k+1, wyznaczono przy zatozeniu, Ze skupionej sile YN k+l w
wezle posrednim, odpowiada trojkatne pole wykresu naprezen
przedstawione na rysunku 6. Wyjatek stanowi sita YOeiC'l w wezle
skrajnym, ktorej odpowiada powierzchnia czworoboku 1’ ,b,0,0.
Zatozeniom tym odpowiadajg nastepujgce zwigzki

Yo,k+1l = 4736 I'k+1l +

+ ffl,k+1l} a *A i

(2)
Yi,k+1 * ~jk+l ' a *
A dla i > 1,
stagd otrzymano rzedne na-

prezen normalnych

ei'k+i - V~-1- W *
(3)

ffi,k+1 * Yik+i * #Ta » dla 1 > 1#
2.3.Naprezenia atyczne k+1

Fostepujgc podobnie jak w p.2.2 otrzymano rzedne naprezen
Ti;k+l ~ 3*
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2.4. Naprezenia normalne
cik+1

Rozpatrzmy przekréj piono-
wy w osi symetrii k-tego
elementu kratowego rys. 8,
Sity dziatajace na ten ele-
ment mozna sprowadzi¢ do
sity osiowej N oraz mo-
mentu tatwo stwierdzi¢, ze sita osiowa n -
- jj-pil za$ momenty pochodzace od sj™ poziomych w przekroju

srodkowym wynoszg (H ~j~ + H4fk+1
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a od sit pion owyoh - V4 fc+l) . a. Uktady tyoh

sit przedstawiono na rys. 9a. Redukoja wszystkich sit, potozo-
nyoh po lewej stronie przekroju, do wspomnianych par sit (rys.
9a) wynika z faktu, Ze zastosowane grupowe niewiadome stanowig
rownowazace sie uktady sit (rys. 4 i rys. 5). Site dziata-
jacg w osi elementu kratowego k, zastgpiono trzema sitami dzia-
tajacymi w liniach paséw tego elementu kratowego o wartosciach

i- dla paséw skrajnych i * dla pasa $rodkowego. Moment
M, zastgpiono parg sit o wartosciach ~i &1 M., dziatajagcych w
a "\3

liniach paséw skrajnych elementu kratowego (rys. 8).

W $rodkowym przekroju oatej kratownicy zastepczej otrzyma
sie tym samym ukitad sit przedstawiony na rys. 9b. Wartosci tyoh
sit oblicza sie z nastepujgcych wzoréws

sita pozioma dziatajgca na S$rodkowy pas elementu kratowego
k w przekroju S$rodkowym tego elementu
Nk =+ **4k " t"H4 k-1 7 H4 k+-])* A

(wzér jest wazny dla k»1,3,5 ... n-1),

sita pozioma dziatajagca w styku dwdch elementow kratowych
k i k+2

NAK+1%[~ i 'HA k-1-H4,k+30 + "7 i74 k-1 “ 2VA K+1+V4 Kk + 3 A

(wzbr (6) jest stuszny dla k-3,5 ... n-2).

Sity skrajne przekroju $rodkowego tarczy (rys. 10) wynoszg

»4,0 " [t e »4.2 + % <\,2 -

(6a)

»4,0 - [- 1»4,n-2 ~ <V -2 - *4»i] e
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Mozna udowodni6, ze jezeli kazdg z sit obcigzenia zewnetrz-
H8go przytozonych w weztach pasa, zastagpimy przez uktad grupo-
wy, podobny do stosowanego przy obliczaniu sit wewnetrznych,
wowozas wzor (6) bedzie stuszny rowniez dla k*1 i k*»~1. Te za-
stepcze grupowe sity oboigzenia zewnetrznego w i-tym wezle k+1
pasa obliczamy z nastepujacych wzordw!

ik+l  r«l rk+l - iri*ii rk+l19

(7)

S

2
Hiokel - Z=is1 rok+1f

za$ wielkosci pojedynczychsit skupionych w wezle 0 z wzordw:

Solk+1 * Yr, k+1» Ro)k+1 * * X k+1»

gdzie:
S - liczba weztdw w styku dwoéch elementéw kratowych po
jednej stronie przekroju Srodkowego tarczy,

k+1» Xr k+1 ” slt;7 0l1jCli$Z0Qia sewnetrznego przytozone
w weztach kratownicy.

Na podstawia obliczonych sit A znajdziemy rzed-
ne naprezen er* i 6% Z wzor&w
P N p n
J— o * 4 . k+1 1
4,k a.A * ff4,k+1 * a,A

dla k / 0 i k ji n. Wykres tych naprezen przedstawiono na rysun-
ku 10.

Przy obliczaniu warto$ci rzednych <?* g, 6'* n (rys. 10) na-
lezy uwzglednio fakt, ze sity Q, nie przeohodzag przez
Srodek ciezkosci trdjkatow abc, de | i obliczydé te rzedne
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z warunku réownos$ci momentow od sit NZ'.,O‘ NA,U iioa 3 40
Ja I[5 6 wzgledem p. I, I, Sity Ja "3 cj(0 i Ja "3

e 4,n wyPadlcowyIli powierzchni trojkatow a h c i d e f.

Otrzymamy wiec
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Naprezenia dla obcigzen znajdujacych sie wewngtrz obszaru
tarczy bedg w przypadku zastosowagej kratownicy wazna jedynie
dla wspo6tozynnika Polssona v = Dowodu na to nie przeprowa-
dza 3ie wniniejszej pracy. Sposob obliczania tych naprezen na
podstawie znanego stanu naprezenia w kratownicy zasadniczo nie
rézni sie od omowionego sposobu dla obcigzehn brzegowych. Jed-
nak przy obliczaniu naprezen 6Xw styku, wzdtuz ktérego rozto-
zone jest obcigzenie zewnetrzne, nie sumujemy sit z sgsiadujg-
cych z sobg elementéw kratowych, jak to miato miejsce przy ob-
cigzeniu brzegowym, Tym samym w styku bedg przytozone dwie réz-
ne sity, ktore przy zamianie na odpowiadajace im naprezenia
bedziemy rozpatrywaé¢ oddzielnie.

Wykres naprezen 6Xi & bedzie w punkcie przyltozenia ob-
cigzenia zewnetrznego nieciggty, tzn. bedzie w tym miejscu wy-
stepowat skok naprezen.

3. Wyniki kilku obliczen tarcz prostokatnych

W celu sprawdzenia poprawnos$ci stosowanego sposobu i doktad-
nosci wynikéw rozpatrzone zostaty cztery przypadki elementarne,
ktorych rozwigzania S$ciste sga znane (rys. 11); a) czysta $cis-
kanie, b) czyste $cinanie, 0) czyste zginanie oraz d) obcig-
zenie ciezarem wiasnym. Dla dwu pierwszych przypadkdw otrzyma-
no, przy obciagzeniu p 9f3 dla czystego S$ciskania i p dla czyste-
go Scinania, wyniki z doktadnos$cig do 2 . 10" p. Stwierdzono,
ze ten maty biad jest wynikiem
rozwigzywania réwnan o duzej
ilosci niewiadomych. Dla przy-
padku czystego zginania i ob-
oigzenia ciezarem wihasnym biad
jest nieoo wiekszy, lecz nie

0 przekracza wartosci 1# oboig-

Hlu b MI zenia gtéwnego i wynika nie

iutmﬁ:»f LlllLljll tylko z faktu ograniczonej do-

LUt ktadnos$ci rozwigzania rownan
P algebraicznych, ale w gtow*-

Rys. 11
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nej mi9rze z przyjetej do obliczen gestodoi siatki kratow-
nioy«

Dla przypadkéw bardziej ztozonego oboigzenia niz w przypad-
kach elementarnych, przeprowadzono obliczenia tarczy, ktdrych
wyniki poréwnano z wynikami otrzymanymi metodg réznic skonhczo-
nyoh [7]« Na rys. 12 pokazano wyniki obliczen tarczy kwadrato-
wej swobodnie podpartej, obcigzonej rownomiernie wzdtuz brzegu
gérnego. Kratownice zastepczag dla taj tarczy skonstruowano w
spos6b podany na rys. la.

W obliczeniach wykorzystano symetrie ustroju otrzymujac dwa
uktady rownan kanonicznych metody sit o 34 niewiadomych dla
uktadu symetrycznego i 29 niewiadomych dla ukitadu antysymetrycz-
nego. Przyjeto, ze grubo$é tarczy A = 1.

2 pVS

tpoopff

sposob kratownic zostepczych

metoda roznie skonczonych
Bys. 12
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Jak wida¢ z wykresow, rdznice pomiedzy wynikami uzyskanymi
sposobem kratownic zastepczych i metodg roznic skonozonybh sg
bardzo matet

Otrzymane wyniki wskazaty ra mozliwo$s¢ postugiwania sie spo-
sobem kratownic zastepczych przy obliczaniu taroz. Dato to
asumpt do przeprowadzania obliczeA dwu tarcz, ktoérych rozwig-
zania nie sg spotykane w literaturze technicznej:

a) tarcza prostokatna (rys. 13),
b) taroza kwadratowa sowobodnie podparta obcigzona réwno-
miernie wzdtuz swojej poziomej osi symetrii (rys. 14).

Tarcze prostokgtng obcigzong na brzegach symetrycznie wzgle-
dem osi pionowej w sposOb przedstawiony na rys. 13, rozwigzano
dla stosunku bokéw £ * g"gg. Przy wykorzystaniu symetrii ustro-
ju wymagato to rozwigzania ukfadéw 19 i 20 réwnan.

Tarcze kwadratowg (rys. 14) obcigzong wewnatrz obszaru, roz-
wigzano K wykorzystaniem symetrii ustroju wzgledem osi pozio-
mej. Dla sktadowego obcigzania symetrycznego, ktdre wystepuje
tylko na brzegu tarczy naprezenia obliczono wg wzordw podanych
w p. 2.4. Dla sktadowego obcigzenia antysymetrycznego,sity w
linii obcigzenia (N~ 7~), obliczono z osobna dla czes$ci gornej
i dolnej (patrz ustep 2.4) wg wzoru

gdzie:

VegE = -10 p "3 w wyniku zamiany obcigzenia zewnetrznego
na wielko$ci grupowe.

Naprezenia normalne 6 w styku 6 obliczymy wg wzoru

Xg xd n“2"\4.o +2 .6 4 1 /111
04,6 =% 04,6 -wmemeemee CTN=51--memm * ' (11)

gdzie: n = 12,
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Rys. 15
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Wykresy naprezen przedstawiono na rys. 14.

Na rys. 15 przedstawiono wykresy naprezen w tarczy kwa-
dratowej dla trzecb rozpatrzonych przypadkéow obcigzen. Jak wi-
da¢, przy przesuwaniu sie obciazania z brzegu go6rnego na brzeg
dolny naprezenia w czes$ci gb6rnej maleja, za$ w dolnej rosng.

4, Wnioski

W oparciu o przytoczone wyniki mozna sformutowaé nastepujg-
ce wnioski.

1. Zastosowanie zastepozych kratownic przy obliczaniu tarcz
staje sie dzieki stojacej do dyspozycji elektronicznej techni-
ce obliczeniowej, mozliwe w praktyce projektowej.

2. Przy przyjetej w pracy gestosci siatki doktadnos$¢ wyni-
kéw w rozpatrywanych przypadkach jest zadowalajgca.

3. Z porownania sposobu kratownic zastepczych i réznic skon-
czonych, przy gestosci siatek w przyblizeniu odpowiadajgcych
sobie, mozna wnioskowaé, ze doktadno$¢ wynikéw obu sposobow
jest podobna.

Poréwnanie sprawnos$ci obu sposobow obliczen jest obecnie
przedwczesne. Wwyniku przeprowadzonych obliczen wydaje sie, ze
przy obliczaniu tarcz prostokatnych o statej grubos$ci obciazo-
nych na brzegach, metoda roznic skonczonych jest sprawniejsza.

Natomiast w przypadkach o wiele bardziej ztozonych, anizeli
te, ktdére zostaty przedstawione w artykule, a to: taroz wielo-
otworowych, tarcz o niejednakowej grubos$ci na swej wysokosci,
tarcz wzmocnionych stupami, tarcz skonstruowanych z réznych
materiatow lub taros taczgacych w sobie kilka wyzej wymienio-
nych cech, sposob kratownic zastepczych bedzie prawdopodobnie
korzystniejszy.

Petne potwierdzanie tego wniosku jest jednak mozliwe dopiero
po blizszym zbadaniu sprawy.
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packet npHMoyrcjibHUX bojiok - ctehok npn noMomu 3AMEHHtO[iiiix
PEUIETHATHX i>EPM

Pe3JDiVE

Uelife padoTH bto nojiyneHHe MeTOja pemeHna 3aaau njiocKoro aanpa-
xeHHoro coctohhhh no nyTH 3aMehh 6ojikh - creHKH pemeTnaTHoffi
$epMofi, KOTopyro xapaKTepn3yeT bhcokhM cTyneflb CTaTKHecKOft ae-
onpejceaHMOCTH.

B paOOTe npwMeHeHa (pepm ¢ pemeTKO# oioseHoit 113 paBHOcTopoHHux
TpeyrOJIbHHKOB.

PemeHiie CHCTeMH HacTynmio xeTOjOM c¢cm npn hSm npHMeHeHO rpyn-
noBHe HeH3BecTHtie.

CucTSMa okojio 30 ypaBHeHiiS pemeaa Ha BHUnNcjiHTelJibHOii MamnHe.
CooTBeTCTBeKHO no;no6paHa ochobii8.h cncieua $epMbi b MeTOje chji
jaeT BO3MO*HOcrb nepeftrH us HattfletHMX rpynnoBux chji k Hanpa“e-
HHHM, 6e3 Heo6XOBHMOCTH HCgHOJieHHH chji B CTepJKHaX $epMH.

CALCULATION OF RECTANGULAR SHIELDS BY APLICATION OF SUBSTITU-
TIONAL LATTICED SYSTEMS

Summary

The purpose of the paper is to find a way of solution of plane
stress problems by replacing shields systems with high degree
staticaly indeterminate trusses.

An equilateral triangle pattern truss, solved by means of
the method of forces by use of "anknown groups™ has been ap-
plied. Sets of about 30 equations have been solved by digital
computers. Suitable chosen basic system of the force method
has allowed on the direct computation of stress from the
unknown groups without the necessity of calculation of truss
member forces.



