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O STATECZNOŚCI JEDNOKIERUNKOWO ŚCISKAMfCH 
PEfT iEKFOROWAMf CH

S tre sz c z e n ie . Tematem pracy  j e s t  wyznaczenie s i ł  
kry tycznych w p ro sto k ą tn y ch  p ły ta c h  perforowanych 
o schem acie pasma p ły tow ego, śc iskanych  w k ie ru n 
ku prostopadłym  do podpartych  brzegów (n y s. 1 ) .  
Jako schemat obliczeniow y p ły ty  perforow anej 
p rz y ję to  jednospójny model opisyw ały równaniami 
ośrodka w łókn istego , podanymi w [ i  J .  Uzyskane 
w yrażenia  d la  s i ł  k ry tycznych  można zastosow ać 
także  w przypadku jednokierunkow o śc iskanych  
pasm rusztowych (n y s. 2 ) |  o t r 2ymane w yniki uogó l
n ia ją  wtedy r e z u l ta ty  p o p rze d n ie j pracy autorów 
[2 ] na p r 2ypadek, w którym  k ieru n ek  ś c is k a n ia  
n ie  j e s t  kierunkiem  o r to t r o p i i  p ły ty  s ia tk o w e j.
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1 . Wstęp

Z agadnienia  s ta te c z n o ś c i  p ro sto k ą tn y ch  p ły t 's ia tk o w y c h  t j .  g ę s ty ch  

s i a t e k  rusztow ych lu b  re g u la rn ie  i  g ę s to  perforow anych p ły t  z o s ta 

ły  rozpa trzone  w p racy  [ 3 ] ,  w k tó re j  schematem obliczeniowym p ły 
ty  s ia tk o w e j b y ł p ła s k i  ośrodek w łóknisty  [ i ]  „

W pracy [ 2J  podano w yrażenia  d la  s i ł  k ry tycznych  w jed n o k ie 

runkowo śc iskanych  pasmach sia tkow ych, ze szczególnym  uw zględnie

niem s ia t e k  rusz tow ych . Zarówno w [ ? ]  ja k  i  w [3 ]  za łożono, że 
k ie ru n k i d z ia ła n ia  s i ł  śc isk a ją c y c h  są  rów noległe do kierunków 

o r to t r o p i i  d ś / ig a r a  s ia tkow ego . W t e j  p racy  zostaną  podane wzory 

d l a  s i ł  k ry tycznych  pasma siatkow ego śc iskanego  w k ierunku  p ro s to 
padłym do brzegów, k tó ry  n ie  musi być jednocześn ie  k ierunkiem  o r
t o t r o p i i  ( ry s .  1 ) .  Podobne zagadn ien ie  le c z  odnoszące s ię  do z g i

n a n ia  pasm sia tkow ych , z o s ta ło  rozważone w pracy  [ 4]  .

2 .  Podstawowe rów nania

Podstawowe rów nania T e o r ii  2 rzęd u , na podstaw ie k tó re j  możeny roz

patryw ać zag ad n ie n ia  s ta te c z n o ś c i  p ły t  perforow anych lu b  gęstych
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s i a t e k  rusztow ych, były podane w pracach  Mają one po
s t a ć  1 )

g f  ̂ K3M3 (Q w £ V )1 + d d W = 0
K [ A M 3 MN N J K L 3

3  / KIMH Q y > o W  K3 3  d W -
K ^ M 0 m UK 3

-  6 • L a 1̂ ®  (d \r + £  v ") = o (2 .1)K '  M 3 Mli N' v - '

w k tó r e j  A10®  = AIA3K3, cKLM = CffliKL są  składowymi tensorów  sztyw 

n o śc i s p rę ż y s te j  p ły ty  s ia tk o w e j, j e s t  ugięciem  p ły ty ,

V ( x ^  j e s t  obrotem elementów p ły ty  względem oxi X^ = c o n s t ,  

p , m są  składowymi tarczowego s ta n u  n a p ię c ia  (tensorem  n a p ię ć  

i  wektorem n ap ięć  momentowych, por [ 5 ] ) .  w reszc ie  £ M  i  8™ są  

symbolami R icciego  i  Kroneckera.
W z a le ż n o śc i od budowy składowych a^ 3^  i  c ^ '® ,  równania (2.1 ) 

mogą dotyczyć ta k  p ły t  perforow arych jak  i  s i a t e k  rusztow ych [1 ]  •
W pasmach płytow ych ściskanych  s iła m i równom iernie ro z ło ż o ry -  

mi wzdłuż brzegów = 0, X̂  = a^ , w szystk ie  w ie lk o śc i mogą z a le 

żeć  ty lk o  od zmiennej X (przy p rz y ję c iu  uk ładu  współrzędnych po

kazanego na r y s .  1 ) .  Załóżmy ponadto , że rozw ażaiy dźw igar j e s t  
jednorodny, t j .  i  a^3^  są  s ta ły m i.  Równania (2 . 1 ) sprowa

dzą s i ę  do p o s ta c i

a i [ A l313(a i W3 + Vp) -  A13?3 v -,] + P 11 ^  1 W3 = 0

1 ) •P ostać  t a  j e s t  prawdziwa ty lk o  w prostokątnym  uk ład z ie  w spółrzęd
nych k a r te z ja ń s k ic h  , X?)j w szystk ie  w skaźnik i p rz y b ie ra ją  war
to ś c i  1, ?t obowiązuje konwencja sum acyjna.
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a l ( c1 11 1 a i v 1 + c 111?9 1 v? ) +

+ A?313 ( 9 1 U'3 + V? ) -  A2323 V1 -  d\ W3 = o 

9 1 (c 1?1? 9 1 V? + C1211 a ^ )  -  A1313 ( ^  \?3 + V? ) +

+ A1323 V1 = 0

C ałku jąc  pierw sze z powyższych równań, many 

A1313 ( 5 1 W3 + V? ) -  A1323 V1 + p11 9 1 W3 = C

W
g d zie  C j e s t  s t a ł ą  ca łkow an ia . Wynika s tą d ,  że

. 1323 11 ~
y _ &......   ■ y _ (-J + P. ■ ■ ■ ■) 9 W + •—S—

2 a 1313 1 V A1313 1 3 A1313

<10 0
gdyż zawsze A #  0 . K orzysta jąc  z ( 2 .3 ) ,  równanie {?.,?) 
szeny w p o s ta c i

* ( c1?1? 9 l v? + c 1112 a ,  v 1) + P1 1 a l w3 - c  = o

sk ąd , przy za ło żo n e j jednorodności dźw igara , many 

o r 1112 o n11 r9 v  = -  ■ - 9 v -  • P- ■ ■ d w + ■ - ■ ■■ ■
U 1 2 c 1212 1 1 c 1212 1 3 c 1? 1?

(2 .2 )

(2 .3 )

(2 .4 )  

n ap i-

(2 .5 )

gdyż zawsze C1i 12 ^  0 . Podstawiając za 9 2 V? do ( 2 .2 X, powyższe 

wyrażenie a za -  wyrażenie (2 . 4 ) , otrzymany po prostych prze

k szta łcen iach
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c m .1  c 1?12 _ ^,1112) 2 _

,1212 1 1
(2 . 6 )

A1313 A?323 -  (A 13?3f  _
,1313 1

13 * 2  w / ¿ H 2 A1323^
m 1 3  q1212 A1313 '

(p11 9 1 w3 -  C) = 0

Podstawiając następnie do (2 .5 )  na m iejsce V9 -  wyrażenie (2 .4 ) ,  
napiszeny

„1112 .1323 „ „11
^1212 + A1313  ̂ ^ 1 V1 " ^  + A1313  ̂ *

11 ~  ( 2 * 7 )

• d  w-j + 1212  ® 1 W3 “ 1212" = °*
V C

Równania (2 . 6 ) i  (2 . 7 ) oraz wzór (2 . 4 ) stanowią przekształcory  
oraz jednokrotnie scałkowary układ równań (2 . 2 ) .  Zagadnienie spro

wadzone więc z o sta ło  do układu dwóch równań różniczkowych zwyczaj

nych (2 . 6 ) i  (2 . 7 ) d la  dwóch funkcji (X1 ) , (X1) .
Oznaczając



układ ( 2 .6 ) ,  (2 . 7 ) napiszeny w p ostaci

P 9 1 Tr q V  W3 " s  (p11 ®-| w3 ~  = 0 (2 . 9)
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5 + 7 ?3 i 3 >9 l “3 91 - ° l

s t a łe  p , q są  zawsze dodatn ie, s t a ła  s może przyjmować w artości 
d odatn ie, ujemne lub zero .

1112 1323Ten o sta tn i przypadek zachodzi, gdy C = A = 0 , t j .  gdy 

śc isk an ie  zachodzi wzdłuż kierunku o r to tr o p iij  zagadnienie to  zo
s ta ło  omówione w [ ? ]  •

3 . Rozwiązanie ogólne, wyznaczenie s i ł y  krytycznej

W dalszym ciągu omawiać będzieny przypadek m = 0  (brzegi tarczy  

n ie  są  obciążone momentami) oraz s ^  0 , aczkolw iek w szystk ie otrzy

mane wyniki prawdziwe są  także d la  s = 0 , sprowadzając s i ę  wtedy do 

podanych w D>] .  Oprócz oznaczeń (2 . 8 ) wprowadzimy dodatkowe ozna
czen ie

 ^ ---------—  O - O
o 1212 (1 .  ) ̂ .1313 'A

2 11
n 2 s  Ł_B -------
Y  11

P (1
A1313

przy czym -  p11 >  0 j e s t  w artością s i ł y  ś c isk a ją c e jj  wykazuje s i ę ,  

że j e s t  ona n ieza leżn a  od X , gdy ty lk o  n ie  d z ia ła ją  s i i y  masowe,
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2 ł 20 składowej rów noległej do o s i  X . Zarówno “¡f >  0 , c, >  0 jak
p I 1 1 1 3 1 3

1 ?  >  0 , gdyż zawsze q > 0 ,  p > 0 ,  -  p <  A .

Równania (2 . 9) sprowadzają s i ę  teraz do

11
8 2 V -  7 2 V -  22—  <? W = -  -  C, 

1 • P 1 3 P
( 3 .2 )

d \  w3 + £  w3 -

1 +
—  8 , v - 5 4 r  X1 1 5
-E  P
,1313

gd zie  ponadto oznaczono

V =  V. ( 3 .3 )

C ałk i szczególne V* , W* układu równań (3 .2 )  można przyjąć w 

p o sta c i

v*  _ 0 /  -
V "  3  11P

X1 + ~  
1 t 2

(3 .4 )

Oznaczny u =  9  ̂ z =  V. Układ równań (3 .2 )  sprowadza s i ę  wte
dy do układu czterech  równań różniczkowych zwyczajnych, zawiera

jących ty lk o  pochodne pierwszego rzędu. W p ostaci macierzowej rów

nania te  o k r e ś li wzór

9 , W3 0 0 1

V 0 0 0

8 , u s - i 2 0 0

9, z - - 0 f
11

SP ...

1 +
31 

J2___
1313

V

u

L Z J

(3 .5 )
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Równanie charakterystyczne ma p ostać

-A ,

- i

-  %

r

— %

aall
p

11
i + ,1313

— A»

c z y l i

%ą + %2 (42 - f  + ? 2 ) - £ 2 7 2 -  ( 3 .6 )

po wykorzystaniu oznaczenia (3 .1 )  y  Kwadraty pierwiastków równa
n ia  charakterystycznego wynoszą

^ . ;  \ / (  ? - i - t ) 2 . i 2 f (3 .7

* 2 2 2 Można wykazać, że zawsze y  ^  £ + ^  • Ąrm sanym p ierw ia stk i
równania charakterystycznego (3 .6 )  s ą  równe

**(-,) =<"i» ^ (2) = -<w i» % (3 ) = ''7» **(4) " "  V» (3 .8 )



O s ta te c z n o ś c i  jednokierunkow o śc isk ag y ch ..» 31

gd zie  ¿1 i  V są  liczbam i dodatnimi

(3 .9 )

V 3L =ą = £ .

C ałki ogólne jednorodnego układu równań, odpowiadającego układowi 

(3 .2 )  mają więc postać

o A cos ) + B s in  + Ce V + De“Vx1

0 A s in  + B cos + C e^ x1 + De " ^X1 (3 .1 0 )

pr^jr czym s ta łe  całkowania A, B, C, D warażają s i ę  przez s t a łe  A, 
B, C, D

-SB.
11

+ y 2 ) p 

11
 SB______
(s2 - J 2 ) p

A, B = -

V C, D a -

-SB.
11

+ f )  .  P
<ttB,

(3 .1 1 )

-SB.
11

(V2 -  f ) .  p
■Vd

C ałki ogólne niejednorodnego układu równań (3 . 2 ) są  sumą rozwiązań

(3 .1 0 )  i  ( 3 .4 ) .  K orzystając następnie z (2 , 4 ) ,  otrzym uje^ o sta 

teczn ie

W = A cos (<Wx,.) + B s in  (<U x 1 ) + Ce^*1 +
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^ = A s in  ( /¿ Xl ) + B cos (<«Xl ) + Ce ^ X1 +

+ De - ^ x1

V? -  I A[
-  A1323 u11 1
A ¡1313 + A (1 + ¡1313 Sin ^ X1 } +

[ -  A1323 o 11 1
® a 1313 “ B 1̂ + a 1313 003  ̂ +

[ . i 1323 J 1 1  iw
° a 1313 “  C + a 1 3 1 3 ^ J  6 1 +

[ *1323 „11 I  «  a

°  ¡13T 3 + D 1̂ + a 1 3 1 3 ^ V J  ® 1 " ¡TT*

gdzie  A, B, S , D wyrażają s i ę  przez A, B, C, D zgodnie z (3 .1 1 )

Wzór (3 .1 2 )  przedstaw ia ogólne rozw iązanie d la  pasma siatkow ego,
ściskanego s iła m i prostopadłym i do brzegu. Rozwiązanie to  j e s t

zależne od sz e ś c iu  n iezależn ych  sta3ych całkowania A, B, C, D, C,
Dj l ic z b a  warunków brzegowych wynosi również s z e ś ć  (por. [ 4 ] ) .

11Wartość s i ł y  krytycznej p = -  p ^  wyznaczany d la  pasma obustron
n ie swobodnie podpartego (r y s . 1 ) .

Warunki brzegowe mają postać

12 11 X1 = 0 s = m = m = 0

12 11 a â  : Ŵ = m = m = 0
(3 .1 3 )



O s ta te c z n o ś c i  jednokierunkowo śc isk an y ch .« 33

Ponieważ jednocześn ie  (p o r. [ 4] , wzór ( 2 .2 ) )

m11 -  c 1111 3 1 Vl + c 1112 9 1 v2

m12 = c 1112 d , V , + c 1 2 1 2 a i v 2

o raz  C1111 .  C1212 -  (c 11^2;) 2 >  0 , p rz e to  warunki (3« 

równoważne warunkom

X. = 0 i W = 9 V = 9 V = 0 1 3 1 1  1 2

X, - »1 1 "3 ■ 8 1 7 1 “ 3 1 V2 '  °

Podstaw iając  (3 .1 2 )  do (3 .1 4 )  otrzymany

A = C  = D =  C = D = 0 ,  B s i n  (<cx-â  ) = 0

Niezerowe ro zw iązan ia  zagadn ien ia  i s t n i e j ą  ty lk o  

gdy B f  0 , a tym sanym

s in  (¿i a1 ) = 0

c z y l i

2 n2& 2 n¿A, = _ , n -  0,1 . . .
(a-f)

13) s ą

(3 .1 4 )

(3 .1 5 )

(3 .1 6 )
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K o rzy sta jąc  z (3 .9 )  1 otrzymany po p rz e k s z ta łc e n ia c h

. 2 2   n SI 2  n2tt  2
4  ?  ( a  ' ( a , ) 2

Wzór (3 .17)»  po zastosow aniu (3 .1 )  y  (3 .1 )  2 i  (3 .1 )  y  prowadzi
do

2qr  2 _1212 2 2or 2 „1212 -1
11 r t S I ^  C ,g,g / s r nc9 t f  Z ' c 'c ^

■ -2 V + / \2_ . _ 2 - 2  '

-1 - 1  3̂ *18)

(a 1) (a^ ) q + pnc3F

T  , n2g 2 C1212 (1 a.2£ . ^ , 2.C 1 2 l 2 y 1
' I r  *1313 • ( \? 2«r 2̂  IL (a 1 ) A (a.,) q + pn SI J

Ponieważ zawsze e^212 f (a ^ ) 2 A1" ^ J  1 j e s t  w artością bar

dzo małą wobec jed n ości (por. 1 0  >. przeto  wzór (3 .1 8 )  można za
s tą p ić  w p rzyb liżen iu  wzorem

-  1
, 1  n2 S T 2 C1212 / ,  s 2n2 31 2 c 1212 N. f l

p ■ ■ 2- ( 1 + 7 ~ 3 ---------- z r z i  ü - l s >
(a 1 ) (a1 ) q + p n lf

Wartość s i ł y  krytycznej w yniesie

11 \n  = 11

-1

Pk r “ “  P = 1 ) (3 .2 0 )

c r 2  1 2 1 2  m2 X  2  1 2 1 2  x

5 “ S------- (1 +  r )  (3 .2 1 )
^  (&1 Y  '  (a 1 )^q + p 31

v
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Dla s = 0 powyższe wzory sprowadzają s i ę  do przypadku omówionego 
w [ 2 ]  .  Postępując analogicznie jak przy wyprowadzaniu wzorów 

(3 .1 8 )  -  (3 .2 1 ) , można otrzymać wyrażenia d la  s i ł  k iytyczrych  

przy różnych sposobach podparcia brzegów pasma.
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OB yCTOfmBOCTK OflH OH All PABJIEHH O 3KATHX IIEPsOEViPOBAHblX IIJIACTUHOK 

P e 3 J3 m  e

TeMa 3T0Ö p ad o m  s to  onpeaeJieHHe KpMTHue ckhx c m  b npsM oyroji- 
hux nep^opHpoBaHUx miacTHHKax 6e3KOHeaHOH äjihhu 3»aTux b Ha- 
npaBJieHB nepneHxmcyjibapHHM k onopoM ^Pkc. 1 ) .  B KaaecTBHe p a c -  
aeTHoM cxeMu npuHaTO HenpepbiBHuii MoaeJib bojiokhmctoH cpe^ti:, ko - 
TopoH ypaBHeHa no,u,aHH b  [ l ] .  IIoxyaeHH BupasceHHa ejih chjx xpH- 
THaecKHx moxho npHMeHHTb ja x e  b npuKJieaeHmi OÄHOHanpaBJieHHO a s a -  
Ttix pocTBepKOBHx nojioc (.Phc . 2).J nojiyaeHU waxosbt oóoómaioT p e -  
3yxbTaTH npexHeä padom aBTopoB [ 2 ] .  B cxyuae b Kotopom HanpaB- 
xeHHe 3xaTa He ÖyaeT HanpaBJieHHeM opTOTponwH ceTKOBoä imacTHHKH.

ABOUT THE STABILITY OP UNIDIRECTIONAL!*
COMPRESSED PERFORATED BANDS

S u m m a r y :

The aim o f  t h i s  e la b o r a t io n  i s  th e  d e te rm in a tio n  o f  the  h ig h e s t  

u s e fu l  fo rce  r a t i o  in  re c ta n g u la r  p e r fo ra te d  p la te s  w ith  a scheme 

of a. p la te  band compressed i n  a d i r e c t io n  p e rp e n d ic u la r  to  the  

supported  edges ( f i g .  1 ) .  As c a lc u la t in g  scheme o f  the  p e rfo ra te d  

p la te  a sim ply connected model has been ta k e n  cirum scribed  by 

equa tions  o f the  f l a t  c e n tre  o f f ib ro u s  media p resen ted  in  [/I ]  . 
The e x p ress io n s  o b ta ined  f o r  the  u s e fu l  fo rc e  r a t i o  may be a lso  

app lied  in  case o f u n id i r e c t io n a l ly  compressed g ra te  bands ( f i g .  2 )  
th e  r e s u l t s  go t g e n e ra liz e  th en  the  e f f e c t s  o f  the  p rev ious e l a 

b o ra tio n  o f the  au th o rs  Q?J fo r  the  case i n  which the  d i r e c t io n  

o f  com pression i s  n o t the  o rth o tro p ic j d i r e c t i o n  o f  the  n e t p l a t e .


