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PODSTAWOWE RÓWNANIA TEORII PECT 
UŻEBROWAHfCH IZOTROPOWYCH*)

S tre s z c z e n ie . Podane w n in ie js z e j  pracy rów nania 
są  ważne d l°  p ły t  z m a te r ia łu  izotropowego o do­
wolnym asymetryczrym użebrow aniu. Z akłała  s i ę  
l in io w o ść  związków f iz y c z ry c h  i  geometrycznych 
o raz  przyjm uje w szelk ie  z a ło ż e n ia  k lasycznej t e ­
o r i i  p ły t  c ie n k ic h . W uzyskanych równaniach n ie ­
c ią g ły  ro zk ład  m^sy i  w ie lk o śc i wewnętrznych 
p ły ty  u ję to  a n a li ty c z n ie  funkcjam i dyskretnego 
argum entu. Końcowe równania p rzed s taw ia ją  z a le ż ­
n o śc i między składowymi przem ieszczeń pow ierzch­
n i ś ro d k o w e jp ły ty .

Wstęp

Prace związane z ob liczan iem  p ły t użebrowanych przyjm ują zwykle 
zastępczy  model p ły ty  o tzw . o r to t r o p i i  k o n s tru k c y jn e j. Pierwszym 

k tó ry  wprowadził te n  model do o b lic z eń  b y ł M.T. HUBER Q?a, 5bjj . 
Uzyskane w jego  p racach  rów nania dawały p rzy b liżo n e  p o jęc ie  o r z e ­

czywistym ro z k ła d z ie  naprężeń  w p ły ta c h .

Próbę d o k ład n ie jszeg o  u ję c ia  tych  zagadnień podał K. TRENKS w p ra ­

cy (8 ) , w y dzie la jąc  z p ły ty  użebrowanej pow tarzający  s ię  e lem en t. 
R ozpatru jąc  równowagę teg o  elem entu u zy sk a ł układ trz e c h  równań 

różniczkowych z k tó ry ch  wyznacza nieznane składowe p rzem ieszczen ia

A rtyku ł te n  o raz n a s tęp ry  -  "P ły ty  o o r to t r o p i i  k o n s tru k c y j­
ne j «* p rzeg ląd  l i t e r a t u r y " ,  stanow ią fragm enty pracy dyplomo­
w ej, jaką  a u to r  wykonał w roku akad. 65/66 w K atedrze M echaniki 
W ytrzymałości M ateriałów  pod kierunkiem  P .D oc.dra  in ż .  S . Bor­
kowskiego, za co sk ła d a  Mu w tym m ie jscu  serdeczne podziękowa­
n ie .
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pow ierzchni środkow ej p ły ty .  Jednakże ta k  M.T. HUEER ja k  i  K.

TRENKS aproksymowali w i s t o c i e  zagadn ien ie  n ie c ią g łe  modelem ośrod­

ka c ią g łe g o . W pracy  p rzed staw io n e j t u t a j  odb iega s i ę  od t e j  zasady 

s to s u ją c  d y stry b u cy jn y  op is  n ie c ią g ły c h  rozkładów  masy i  w ie lk o ś­

c i  wewnętrznych w p ły c i e .  N iec iąg ły  ro zk ła d  ty ch  o s ta tn ic h  odb ie-. 
g ać  może rów nież od rz e c z y w is to ś c i.  I s t n i e j e  jednakże sz an sa  uzy­

s k a n ia  d a lsz y c h , je s z c z e  b a rd z ie j zb liżo n y ch  do rz e c z y w is to śc i wyni­
ków, p rzez  z a s tą p ie n ie  op isu jący ch  s ta n  n a p rę ż e n ia  fu n k c ji  d y s k re t­

nego argumentu ciągam i funkcyjnym i jak  aproksymującymi (6 ) ,  (p o r. 

rów nież n y s . 2 ) .

1 . Z a ło żen ia

N iżej wyprowadzone rów nania ważne są  d la  przypadków z g in a n ia  p ły t  

użebrowanych s p e łn ia ją c y c h  z a ło ż e n ia  i  h ip o te z y  ogó ln ie  stosow ane 

w t e o r i i  p ły t  c ie n k ic h . W szcz e g ó ln o śc i z a k ład ać  będzieny h ip o te ­

zę elem entu  normalnego KIRCHOFFA, h ip o te z ę  przekrojów  p ła sk ic h  
o raz  zak ła d a ć  t e o r i ę  lin io w ą  f i 2y c z n ie  i  geom etryczn ie . Wyprowa­

dzone rów nania są  s łu sz n e  w u k ła d z ie  w spółrzędnych p ro s to k ą tn y ch . 

Odnośnie p ły t  użebrow arych założyny , że poszczególne włókna dozna­

j ą  o d k sz ta łce ń  w k ie ru n k u  l i n i i  w spółrzędnych x . ( j  = 1 ,2 )  od n a -
J

prężeri 6 j .  Założyny rów nież , że ważne są  ogó ln ie  stosowane h ip o ­

te z y  e lem en ta rn e j t e o r i i  z g in a n ia  i  s k rę c a n ia  prętów  p ro s ty c h . 
W szystkie w ie lk o śc i c h a ra k te ry z u ją c e  s p rę ż y s to ś ć  m a te ria łu  n ie  są  

funkcjam i zmiennych x .  ( j  = 1 ,2 ) .  Jedynym obciążeniem  przyjętym  w 
pracy  będzie  o b c iążen ie  normalne do pow ierzchni p2yty o n a tę ż ę -  

n iu  q = q (x , y ) .
W pracy  wprowadza s i ę  za E .S . GPEBIENIEM £4]  uogólnione w ie lk o śc i 

wewnętrzne p rzy  w ykorzystan iu  fu n k c ji  d ysk re tnego  argum entu.
Funkcje te  będzieny u to ż s a m ia li  z szereg iem  d y s try b u c ji  DIRACA[jo J  

wg n a s tę p u ją c e j  r e l a c j i :
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$  (j*  k )  =  8 (x -  x , k )  (1 .1 )

M

Wobec ( 1 , 1 ) s t a j ą  s i ę  oczyw iste n astęp u jące  z a le ż n o śc i:

*  ( j ,  k ) a s

00 d la  x .  = x . ,  k
Z Z *

0  d la  x . #  x k
Z Z

(1.2 )

Końcowe rów nania o trzym uje s i ę  w p rzem ieszczen iach . Poszukiwa­

nymi funkcjam i, oprócz tra d y c y jn e j pow ierzchni u g ię c ia  W = w (x ,y )  

są  rów nież w a rto śc i przem ieszczeń s ty czn y ch .

2 .  S tro n a  f iz y c z n a

Dla p ły ty  wykonanej z m a te ria łu  izotropow ego prawo HOKE?A ma 
p o s ta ć  n a s tę p u ją c ą :

e .  = “  ”  ( e .  -  Ve  )d J *)

(2 . 1 )
t  o  t  =  r  =  G  =  G  . 712 21 *12 »

D la żeber zak ładany , że prawo HOKEJA ma p o s ta ć  n a s tę p u ją c ą :

x )
= E .  e j  T . = G ( /  -  d  U -  j )  ( 2 .2 )

d d d ^

7)--------------
Czyniny z a ło ż e n ie , że w g ran icach  sz e ro k o śc i ż e b ra  d la  p rz e k ro ju
x j ss const d .• U, . = 0 . Z tego  wynika, że w tym p rz e d z ia le  

j f J  J~Z
"  “  a3 - j  u 3 —  < Y
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R ys. 1a

Rys. 1b
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W równaniach powyższych (oraz w d a ls z e j  c z ę ś c i)  będziemy z a k ła ­

d a l i ,  że indeks j  p rze b ieg a  lic z b y  1,2 i  s to so w a li wynikający z 

teg o  z ap is  skrócony (p o r . n p .{ 2 )  i  (?h )

3 .  S tro n a  s ta ty c z n a

W ielkości wewnętrzne w ystępujące w poszczególnych p rzek ro jach  

zdefiniow ano w sposób n a s tę p u ją c y . (4 ) :

+ Ł

" i “ / !  V * ł i ( 3 -3 . i  ’ , / / 3 d F i  
f  (P i)

+ §■

S . == I  T d z  + $  . . \  I  r. dPi
» U  (3- J - °  (p{) j

h '  (3 *1 )
/•

S 3zdz + i (3 -3 , i )  ( 4 )  6 'i z a r i
"  2

+ 1” r

/ h  r z d z  + !? (3 - ^  i }  t s T i z d ¥ i
~  ( p i )

S i ły  poprzeczne mają c h a ra k te r  s i ł  s ta ty c z n y c h  i  ob liczany  je  

tra d y c y jn ie  z warunków równowagi.
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P o zo sta łe  rów nania równowagi, k tó re  będą s łu ż y ły  do wyprowadza­

n ia  podstawowych równań t e o r i i  p ły t  użebrowanych mają znaną p o s ta ć

2

^  0 = -  q, 0 ,  N + 9  S = 0 (3 ,3 )
P P  o j  4 3 - ^ 3

p=1

D odatnie zwroty w ystępu jących  powyżej w ie lk o śc i podano na i y s .  1 b .

4 . S tro n a  geom etryczna

O d k sz ta łcen ia  wzdłużne elem entu pow ierzchni 3T ( ? ,y ,  Z=o) p ły ty  

w yrażają  s i ę  rów naniam i.

e . = £ .  -  Z 3 £ .
3 3 3

g d z ie  (4 .1 )

X  . = d2. w, £. = a .u.
3 0 3 3 3

W powyższym ró w n an iu #  j p rzed staw ia  zmianę krzyw izry  l i n i i  x j 

a S j  -  o d k sz ta łc e n ie  wzdłuż l i n i i  x j .

Kąt o d k s z ta łc e n ia  postaciow ego obliczymy z rów nania:

= W -  2 z #  (4 . 2 )

g dz ie
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W powyższym rów naniu % p rzed staw ia  sk rę c e n ie  pow ierzchnii 

środkowej p ły ty , a CO k ą t o d k sz ta łc e n ia  postaciow ego pow ierzchni 

środkow ej.
Przytoczone powyżej wzory o k re ś la ją c e  o d k sz ta łc e n ia  powierzch­

n i środkowej p ły ty  podane są  w pracach  pośw ięcoiych t e o r i i  p ły t  i  

t a r c z .

5 . Równania końcowe

P odstaw iając  z a le ż n o śc i określone  w ( ? . l )  i  ( ? .2 )  do (3 .1 )  o t rz y -

mujeny:

( 5 .1 )

j r 3 - i

g dzie

W powyższych wzorach p rz y ję to  oznaczenia
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/ d F ., D. .. = E I z d F ., D .. = E /  Z2 dP.1 » 1 ,o i  J  i*  2 ,o i  /  iD .. = E

(P i)  ( P i)  (P i)

(5 .2 )

P odstaw iając  te r a z  ( 5 .1 )  do (3 .2 )  otrzymamy w yrażenia na s i ł ę
poprzeczną Q.

V

-1
Q = -  D (f i '  w -  V d .  w) -  (1 - T )  d  d  w -t) t) Dtdt3 t)13 Jf3 -o

-  (d„ .. 0  ? W -  D, .. d  2 .IK ) §  \  -
j 1 ,o i  0 0 (3 - j  , i )

-1
-  r  (1 +T>) (2 , 9 .  ,  . ,  . W -  D £0 . ) £ / . ,  N

2 2 ,3 -0 # k  0 .3-0»3-0 1 ,3 -0 “ k o 3-0 ( j , k )

(5 .3 )

U w zględniając w rów naniach (5 .1 )  i  ( 5 .3 )  z a le ż n o śc i (4 .1 )  i
(4 . 2 ) btrzyraujenęr w ie lk o śc i wewnętrzne wyrażone p rzez  funkcje  U .,

V
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Kj = -  C l - v )  D » - \  ( 1 * T ) ‘ ’ f e  9 i j 3 . a  V -

®3-jn3) *(3-J.i) i5-4)

Równanietońcowe otrzymujemy po podstaw ien iu  (5 .4 )  ido  ( 3 .3 ) .  
Wykonując sz e re g  p rz e k s z ta łc e ń  otręyraujeny w e fe k c ie  p o s tać  końco­

wą

gdzie

w -

J  * N -  [ ’ i ]
( i . j  = 1,2) (

L,1 L12 L13 U1 U 0

L21 L22 L23 • f i ]  " U2 = V
w  -

0

LJ1 L32 L33 U3
W q

(5 .5 )

W ystępujące w m acierzy o p era to ry  mają p o s ta ć  n a s tę p u ją c ą :

Ł11 - [° * Do, jl * (3-i.i j] »5 ł  H 1- V) 0 ° U

h * '  [ °  * Do .3 - j ,k  15 ^ • k )] 8 3-d  * (1- T )  0 3  j
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Ł3 3 - [ D + D? , i i  # ( > i ’l ) ] ® l  + [D+ ( l ł 'V)’ \ , 3 - ó , k # ( i >k)

♦ ( n V )  D2 i j i  $  (3 - 3 , 1 ) ]  9 3, 33-3 ,3-3  *

ł  [ ” ł  D2.3-3,k * (3,*)] 3 3-3
-1 (5 .6 )

V  -  [ ł  <” ♦») c  ♦ £  (1 t V ) 3>0, 3-3,1= * (3 ,1 = )] ® 3-3,3

L2 , ’ [ ł  0 ł ł  <’ + V) 1 °o,3i *(3-3.1 ] 93-3.3

L13 “  "  D1 ,3 i  ^  ( 3 -3 , i )  ®3 "  ( 1+ ^  D1 ,3 - 3 ,k *  (3,1=) ® 3,3 ,3 -3  

*31 ■ -  D1,31 * ( 3 -3 ,1 )  S \  '  ( 1 + V)  ” 1 ,3 ,1  *  (3 -3 ,1 )  a 3 .3 - 3 ,3-3

L23 = Dlr3-3. k ^ (3 -k ) ®3-3 ■ Di , i , i * ( 3 - J , i )  ®3,3,3-3

L32 “ D1,3-3,k s (3,k) 9 3-3 ■ (1+1^  D1,3-3,k ^(3 ,k) ®3,3,3-3

Równanie (5„5) p rzy  tradycyjnym  trak to w an iu  o r to t r o p i i  przecho­

d z i  w znaną p o s ta ć

a 4w 0 4W _ 0 4W , r ^D- — T + 2 a ,  — 5— r  + D_ — 7 =  q 0 . 7 )
1 0 x 4 3 d x % 2 2 5 y 4
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gdzie

D3 = D1 V + 2B

Powyżej p rzy ję liśm y(rów nan ie  (5 » 7 )) ,ż e  x.] = x , x^ = y

Ponieważ w wyniku bardzo ogó ln ie  potraktow anego zag ad n ien ia  o- 

trzym aliśm y układy  równań podobne ja k  w t e o r i i  powłok, to  możemy 
tu  mówić o pewnej a n a lo g ii  do t e o r i i  zg ięc iow ej powłok.

Zatem formułowanie warunków brzegowych uk ładu  równań (5 .5 )  przy  
op era to rach  (5 ,6 )  b ędz ie  ta k ie  jak  w t e o r i i  powłok, a n ie  ja k  w 

t e o r i i  p ły t .

P a k t, że otrzym ujeny z zag ad n ien ia  o o r to t r o p i i  k o n stru k cy jn e j 

zagadn ien ie  o i z o t r o p i i  m a te ria ło w ej, m usia ł s i ę  odbić na skom pli­

kowaniu układu równań rozw iązujących* i  ta k  d la  o r to t r o p i i  kon­

s tru k c y jn e j  m ieliśm y równanie biharm oniczne, a d la  tego samego za­

g a d n ie n ia  przy i z o t r o p i i  m ateria łow ej mamy uk ład  równań ró żn ic zk o ­

wych.

Wynika to  z tego  f a k tu ,  że p łaszczyzna  środkowa układu p ły ta  -  
żebro  n ie  pokrywa s i ę  z p łaszczyzną środkową p ły ty  powodując ro z ­
c ią g a n ie  (śc isk an ie ;)  t e j  o s t a t n i e j .

Z tego  te ż  powodu w ta k  potraktowanym zagadn ien iu  muszą s i ę  po­
jaw ić  oprócz fu n k c ji  u g ię ć  VI = Vf ^ y )  rów nież funkcje  przem iesz­

czeń  u = u ( x ,y ) ,  V = v (x,,y). J s s t  to  zatem  p o łączen ie  zagadn ie­

n ia  tarczow ego i  k lasycznego płytow ego.

a )  Osobnego omówienia wymagają uży te  w rów naniach ( l , l ) ,  (3 ,1  )
(5 ,1 )  (5 ,3 )  ( 5 , 4 )  fu p k c ję  §  ( j . i ) .

R ozpatru jąc  jedncelementowy z b ió r  argumentów " fu n k c ji"  ( l , l )  

dochodziny oczyw iście do p o ję c ia  S . a i r a c a .  Takie up ro szczen ie  
będzie  przydatne p rzy  omówieniu zabu rzen ia  wywołanego wpływem i  

teg o  żeb ra  na ro k ła d  w ie lk o śc i wewnętrznych w p ły c ie .
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/ i~ W d x 3 -  1 ( 5 ' 7 )
A ji

gdzie*  A . -  p r z e d z ia ł  wpływu z a b u rz e n ia .
Funkcja  i  ( x . -  x . . )  może przyjmować w a rto śc i pośredn ie  między dwo-

tJ
ma granicznym i*

# ( x  - X  )  (5 . 8 ) 1
3 3 ,1  J-3

co zachodzi d la  sz ty w n o śc i żeb ra  stosunkowo m ałej w porównaniu do 
sz tyw nośc i o2yty o raz

^ ix ^  -  x ^ i )—► i (x j -  x j fu )  (5 .8 )  2

g d z ie  8 (x . -  y . . )  -  " fu n k c ja"  D irac a .
3 3»1

co ma m ie jsce  d l a  sz tyw nośc i żeb ra  duże j w porównaniu do sz tyw ności

Płyty.
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TEOFKłi PEBBlCTbLX-AHK30TPQnHbLX IIJIACTMHOK 

P e 3 S3 m  e

TJiaBHoii ueJiB paóOTu HBJiaeTca aHajiH3 JiHHeiiHoro cjiyxiaa TeopHM 
pefipHCTbix ruiacTHHOKo ripepuBHoe pacnpe^eJieHHe BHyTpeHHbix chji 
anpoKCMMyeTCH ph^om ofiofimeHHhix (|>yHKi;iiM. EaiuiBmiTeJibHhiii p e3 y jib -  
TaT ^aH b BeKTop — cjiaraeMbix cpeflHHHoił naacKOCTH iijjacTHHKH, icaic 
CHCTeMa jiMHeMHhix onepapHOHHbix ypaBHeHHił.

THEOHf OP EE-INFORCBD NON-ISOTROPIC SLABS 

S u m m a r y

A n a ly s is  has been made o f  a p h y s ic a l ly , g e o m e tric a lly  and s t a t i ­

c a l ly  l in e a r  case o f  r e - in fo rc e d  s lab s .N o n -co n tin o u s  d i s t r ib u t io n  
o f  i n t e r n a l  s t r e s s e s  approxim ates a d i s t r i b u t iv e  s e r i e s .

The c o n c lu s io n  shows v e c to r ia l ly  the  d isp lacem en t o f th e  cen­
t r a l  p a r t  o f  th e  t e s te d  s la b s .

The r e s u l t s  a re  shown as a m atrix  o f l in e a r  eq u a tio n s  (the  
m a tr ix  o f  o p e ra tio n  i s  s y m n e tr ic a l) .


