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PODSTAWOWE ROAWNANIA TEORII PECT
UZEBROWAHFCH 1ZOTROPOWYCH?*)

Streszczenie. Podane w niniejszej pracy réwnania
sg wazne dl° ptyt z materiatu izotropowego o do-
wolnym asymetryczrym uzebrowaniu. Zakitata sie
liniowos$¢ zwigzkéw fizyczrych i geometrycznych
oraz przyjmuje wszelkie zatozenia klasycznej te-
orii ptyt cienkich. Wuzyskanych réwnaniach nie-
ciggty rozktad m”~sy i wielkosci wewnetrznych
ptyty ujeto analitycznie funkcjami dyskretnego
argumentu. Koncowe rownania przedstawiajg zalez-
nosci miedzy skltadowymi przemieszczen powierzch-
ni Srodkowejptyty.

Wstep

Prace zwigzane z obliczaniem ptyt uzebrowanych przyjmujg zwykle
zastepczy model ptyty o tzw. ortotropii konstrukcyjnej. Pierwszym
ktory wprowadzit ten model do obliczen byt M.T. HUBER Q?a, 5bjj .
Uzyskane w jego pracach rownania dawaty przyblizone pojecie o rze-
czywistym rozktadzie naprezen w ptytach.

Probe doktadniejszego ujecia tych zagadnien podat K. TRENKS w pra-
cy (8), wydzielajagc z ptyty uzebrowanej powtarzajagcy sie element.
Rozpatrujac réwnowage tego elementu uzyskat uktad trzech réwnan

rézniczkowych z ktérych wyznacza nieznane skladowe przemieszczenia

Artykut ten oraz nastepry - "Plyty o ortotropii konstrukcyj-
nej & przeglad literatury", stanowig fragmenty pracy dyplomo-
wej, jakag autor wykonal w roku akad. 65/66 w Katedrze Mechaniki
Wytrzymatosci Materiatéw pod kierunkiem P.Doc.dra inz. S. Bor-
kowskiego, za co sktada Mi w tym miejscu serdeczne podziekowa-
nie.
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powierzchni $rodkowej ptyty. Jednakze tak M.T. HUEER jak i K.
TRENKS aproksymowali w istocie zagadnienie nieciggte modelem oS$rod-
ka ciggtego. Wpracy przedstawionej tutaj odbiega sie od tej zasady
stosujgc dystrybucyjny opis nieciggtych rozktadéow masy i wielkos-
ci wewnetrznych w ptycie. Nieciggty rozktad tych ostatnich odbie-.
ga¢ moze rowniez od rzeczywistosci. Istnieje jednakze szansa uzy-
skania dalszych, jeszcze bardziej zblizonych do rzeczywisto$ci wyni-
kow, przez zastgpienie opisujgcych stan naprezenia funkcji dyskret-
nego argumentu ciggami funkcyjnymi jak aproksymujgcymi (6), (por.

robwniez nys. 2).

1. Zatozenia

Nizej wyprowadzone réwnania wazne sg dla przypadkéw zginania ptyt
uzebrowanych spetniajacych zatozenia i hipotezy ogdlnie stosowane
w teorii ptyt cienkich. WszczegdlnoSci zaktada¢ bedzieny hipote-
ze elementu normalnego KIRCHOFFA, hipoteze przekrojow ptaskich
oraz zaktadac teorie liniowg fi2ycznie i geometrycznie. Wyprowa-
dzone rédwnania sg stuszne wuktadzie wspotrzednych prostokatnych.
Odnosnie ptyt uzebrowarych zatozyny, ze poszczeg6lne widkna dozna-
jg odksztatcen w kierunku linii wspotrzednych x:| (j = 1,2) od na-
prezeri 6j. Zatozyny réwniez, ze wazne sg og6lnie stosowane hipo-
tezy elementarnej teorii zginania i skrecania pretow prostych.
Wszystkie wielkosci charakteryzujgce sprezystos¢ materiatu nie sa
funkcjami zmiennych x. (j = 1,2). Jedynym obcigzeniem przyjetym w
pracy bedzie obcigzenie normalne do powierzchni p2yty o nateze-
niu g=49q (x, y).

Wpracy wprowadza sie za E.S. GPEBIENIEM £4] uogoInione wielkoS$ci
wewnetrzne przy wykorzystaniu funkcji dyskretnego argumentu.
Funkcje te bedzieny utozsamiali z szeregiem dystrybucji DIRACA[joJ
wg nastepujacej relacji:
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$ (j* k) = 8(x - x, k) (1.1)
M

Wobec (1,1) stajag sie oczywiste nastepujace zaleznoSci:

00 dla X. = X., k

* (J, k)as @.2)
0 dla x.Z# ka

Koricowe rownania otrzymuje sie w przemieszczeniach. Poszukiwa-
nymi funkcjami, oprécz tradycyjnej powierzchni ugiecia W= w (Xx,y)

sg rowniez wartosci przemieszczen stycznych.

2. Strona fizyczna

Dla ptyty wykonanej z materiatu izotropowego prawo HOKE?A ma

posta¢ nastepujaca:

2.1)

Dla zeber zaktadany, ze prawo HOKEJA ma postaé nastepujaca:

X)

= Cej .= - U - j 2.2
q E . ej Td G (/ dd - 1) )

Czyniny zalozenie, ze w granicach szerokos$ci zebra dla przekroju
Xj s const _fdJ.-U .= 0. Ztego wynika, ze w tym przedziale

J~zZ
" “a3-j u3 — <Y
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Wrownaniach powyzszych (oraz wdalszej cze$ci) bedziemy zakta-
dali, ze indeks j przebiega liczby 1,2 i stosowali wynikajacy z

tego zapis skrocony (por. np.{2) i (?h)

3. Strona statyczna

Wi ielkos$ci wewnetrzne wystepujace w poszczeg6lnych przekrojach

zdefiniowano w sposéb nastepujacy. (4):

+t
"ie /0 OV * bi(3-3.0°,/ / 3dFi
i (Pi)
+ &
S.== I Tdz+$ . .\ I r.dpi
» U (3-J-° (p{) 1]
h' (3*1)

fo
S3zdz +i (3-3, i) (4) 6'izari

+ 111 r

/h rzdz + 1?(3-" i} (tpi)sTizd¥i

Sity poprzeczne majg charakter sit statycznych i obliczany je

tradycyjnie z warunkéw rownowagi.
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Pozostate réwnania réwnowagi, ktore beda stuzyty do wyprowadza-
nia podstawowych réwnan teorii ptyt uzebrowanych majg znang postaé

>
o
1
1

o]
o
+
©
|

=0 (3,3)

Dodatnie zwroty wystepujacych powyzej wielkosci podano na iys. 1 b.

4. Strona geometryczna

Odksztatcenia wzdtuzne elementu powierzchni 3T (?,y, Z=0) piyty

wyrazajg sie rownaniami.

e.=£._ - Z3£,
3 3

gdzie (4.1)

X .=d2w, £. = a_.u,
3 0 3 33

W powyzszym rownaniu# j przedstawia zmiane krzywizry linii Xxj
a Sj - odksztatcenie wzdtuz linii xj.

Kat odksztatcenia postaciowego obliczymy z rownania:

= W- 2 z# (4.2)

gdzie
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W powyzszym réwnaniu % przedstawia skrecenie powierzchnii
Srodkowej ptyty, a co kat odksztalcenia postaciowego powierzchni
Srodkowej.

Przytoczone powyzej wzory okreslajgce odksztalcenia powierzch-
ni Srodkowej ptyty podane sa w pracach posSwiecoiych teorii ptyt i
tarcz.

5. Ro6wnania koncowe

Podstawiajagc zaleznos$ci okresSlone w (?.1) i (?.2) do (3.1) otrzy-

mujeny:

(5.1)

jr3-i

gdzie

W powyzszych wzorach przyjeto oznaczenia
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D .. =E v/ dFl"» DI,o'i: E J Zdllz*, %,OT =E / 2 dPi
(Pi) (Pi) (Pi)

(5.2)

Podstawiajac teraz (5.1) do (3.2) otrzymamy wyrazenia na site

poprzeczng Q.

-1
Q=-Diyw- Vdpgg W @ -T) ddys g5, W-

@ 03 W- Dy A2k 8 o

-1

- 1 +T> 2 £0 )E/,, N
p (L 4T>) ) o)

(ik)
(5.3)

Uwzgledniajgc w réwnaniach (5.1) i (5.3) zaleznos$ci (4.1) i

9, . . W- D
2,3-0#k ~0.3-0»3-0 1,3-0“k o

(4.2) btrzyraujener wielko$ci wewnetrzne wyrazone przez funkcje l{/
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Kj =- Cl-v) D » -\ (L*T)* - fe 9ij3.a v -

®3-jn3) *(3-J.i) i5-4)

Rownanietoncowe otrzymujemy po podstawieniu (5.4) ido (3.3).
Wykonujac szereg przeksztatcern otreyraujeny w efekcie posta¢ konco-

Wa

(i.j = 1,2) (5.5)
J * N S
gdzie
L1 L12  L13 Ul U 0
=V 0
21 22 123 e fi] " U2 w -
W -
w
D1 132 183 ¥ a
Wystepujace w macierzy operatory majg posta¢ nastepujaca:

1L - [° * D, jl *(3-i.ij]>5+ H 1- V) 0° U

h* [° *Do.3-j,k 57+k)] 83-d * (1-T) 0 3]
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133-[D+D,ii #(>i'1)]®1 +[D+ (11'V)'\,3-6,k# (iX)
¢ (nV) [Diji $ (3-3,1)] 93,33-3,3-3 *

F[7 4 @3-3k *(3,%)] 333
1 (5.6)
V -t < e»)cef (1tV) 39,331=*(3,1=)] ®3-3,3
12, [} 0+t < +V) 1°0,3i *(3-3.1 ]93-3.3

L13 “ " D1,3i ~ (3-3,i) ®3 " (1+~ D1,3-3,k* (31=) ®3,3,3-3

*31 m - D1,31 * (3-3,1) S\ ' (1+V) ”1,3,1 * (3-3,1) a3.3-3,3-3
123 = Dir3-3. k*(3-k) ®3-3 = Di,i,i*(3-J,i) ®3,3,3-3

132 “ DL,3-3,k s (3,k) 93-3 m (1+1* D1,3-3,k ~(3,k) ®33,3-3

Rownanie (5,,5) przy tradycyjnym traktowaniu ortotropii przecho-
dzi w znang postac

D-a—4vlv + 2 a, —5—0r4¥vf) %\9’: q 0.7)

10x4 3dx% 2 2 5y4
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gdzie
D3 =D1V + 2B

Powyzej przyjeliSmy(réwnanie (5»7)),ze x] = x, x* =y

Poniewaz w wyniku bardzo ogdlnie potraktowanego zagadnienia o-
trzymalismy uktady réwnah podobne jak w teorii powtok, to mozemy
tu moéwi¢ o pewnej analogii do teorii zgieciowej powtok.

Zatem formutowanie warunkéw brzegowych uktadu roéwnan (5.5) przy
operatorach (5,6) bedzie takie jak w teorii powitok, a nie jak w
teorii ptyt.

Pakt, ze otrzymujeny z zagadnienia o ortotropii konstrukcyjnej
zagadnienie o izotropii materiatowej, musiat sie odbi¢ na skompli-
kowaniu uktadu réwnan rozwigzujacych* i tak dla ortotropii kon-
strukcyjnej mieliSmy réwnanie biharmoniczne, a dla tego samego za-
gadnienia przy izotropii materiatlowej mamy uktad réwnan rézniczko-
wych.

Wynika to z tego faktu, ze ptaszczyzna S$rodkowa uktadu ptyta -
zebro nie pokrywa sie z plaszczyzng S$rodkowg ptyty powodujac roz-
cigganie (Sciskanie;) tej ostatniej.

Z tego tez powodu w tak potraktowanym zagadnieniu muszg sie¢ po-
jawi¢ oprocz funkcji ugie¢ M =M "y ) rédwniez funkcje przemiesz-
czen u=u (x,y), V=v (x,y).Jsst to zatem potaczenie zagadnie-
nia tarczowego i klasycznego ptytowego.

a) Osobnego omoéwienia wymagajg uzyte w rownaniach (I,1), (3,1)

(5,1) (5,3) (5,4) fupkcje & (j.i).

Rozpatrujagc jedncelementowy  zbidr argumentdw "funkcji" (I,1)
dochodziny oczywiscie do pojecia S. airaca. Takie uproszczenie
bedzie przydatne przy omodwieniu zaburzenia wywotanego wplywem i
tego zebra na roktad wielkosci wewnetrznych w ptycie.
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It I 0x3 - 1 (5'7)
Aji
gdzie* A. - przedziat wplywu zaburzenia.

Funkcja i (Xt'] - X..) moze przyjmowa¢ wartosci posrednie miedzy dwo-

ma granicznymi*

#x, 'X3,1) 13 (5.8)1

co zachodzi dla sztywnos$ci zebra stosunkowo matej w poréwnaniu do

sztywno$ci o2yty oraz

AxXN - XM )—p i (X - xjfu) (5.8) 2

dzie 8 (x. - . .) - "funkcja" Diraca.
g (3 y3»1) J

co ma miejsce dla sztywnos$ci zebra duzej w poréwnaniu do sztywnosci

Piyty.



Podstawowe rownania teorii ptyt,.. 69

LITERATURA

1J Mbarcumiah S.A.j Teorija anizotropenowych obotoczek - Mo
skwa 1961 r.

2~\ Borkowski S.: Zastosowanie metody sit zespotorych w teorii
powtok ortotropowycho Rozpr.Inz. 2. 13 CI965), 355»

3J Gierkmarm K.Dzwigary powierzchniowe (tt.) Warszawa "Arkady"
1957 r.

4]j Grebjer: E.S.: Osnownyje sootnoszenija techniczeskoj teorii
riebristych obotoczek.lzw. A N SSSR Mech. 3/1965/124.

5 huber T.M.: a) Teoria ptyt prostokatnie réwno kierunkowych.
Arch.Tow.Naukowego - Lwow 1921 r. b) Probleme der Statik tech-
nische Wichtiger orthotroper Platten. Akad.Nauk.Tech». War-
szawa 1929 r.

6j Mikusinski J. Sikorski K.t Elementarna teoria dystrybucji.
PAN Warszawa 1964 r.

7J Nowacki W.* a) Zagadnienia statyki i dynamiki ptyt wzmocnio-
rycn zebrami. Arch.Mech.Stos. 4, 6 (i954) b) Teoria petzania.
Arkady - Warszawa 1963 r.

8J Trenks K.* Beitrag zur Berechnung orthogonal anisotropen

Rechteck - platten. Bauing. 29/1954/372,



70 Jan Kubik

TEOFK4 PEBBICTHLX-AHK30TPQnHLLX JIACTMHOK
Pe 38nme

TJiaBHoii ueldiB pa6OTu HBJiaeTca aHajiH3 JiHHeiiHoro cjiyxiaa TeopHM
pefipHCTbix ruiacTHHOK. ripepuBHoe pacnpe”~eldieHHe BHyTpeHHbix chji
anpoKCMMyeTCH ph”om ofiofimeHHhix (>yHKi;iiM. EaiuiBmiTeJibHhiii pe3yjib-
TaT ~aH b BeKTop —cjiaraeMbix cpeflHHHoit naacKOCTH iijjacTHHKH, icaic
CHCTeMa jiMEMHhix onepapHOHHbix ypaBHeHHit.

THEOHf OP EE-INFORCBD NON-ISOTROPIC SLABS

Summary

Analysis has been made of a physically, geometrically and stati-
cally linear case of re-inforced slabs.Non-continous distribution
of internal stresses approximates a distributive series.

The conclusion shows vectorially the displacement of the cen-
tral part of the tested slabs.

The results are shown as a matrix of linear equations (the
matrix of operation is symnetrical).



