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Streszczenie. Praca analizuje wyniki rozwigzan
uzyskane w zakresie ptyt o ortotropii konstruk-
cyjnej (ortotropii wynikajacej m.in. z ukszta-b
towania materiatu ptyty). Podano réwniez prze-
glad podstawowych rezultatéw uzyskanych dla
ptyt o mieszanych warunkach brzegowych;
Wszczego6lnosci konfrontuje sie sposéb i za-
kres rozwigzah dla ptyty uzebrowanej podary w
pracy z analogicznymi, wcze$niejszymi
rozwigzaniami M.T. HUEERA [I6b] i K. TEENKSIA

[4lll*'raca nie wyczerpuje literatuny zagadnienia.
Podane w niej pozycje bibliograficzne reprezen-
tujg problematyke zagadnien anizotropii i nig-
ciggtosci wteorii ptyt.

Zagadnieniom réznych, zaleznych od kierunku, wtasciwosci sprezy-
stych ptyty poswiecono wiele prac. Wyczerpujagce omodwienie uzyska-
nych wynikow przedstawiono w monografiach M.T. HUEERA [I6a] S.G.
LECHNICKIEGO [21], S. TIMOSHENKI i S. WOYNOWSKI - KRIEGERA [40] .

Wog6lnym przypadku problem prowadzi do zagadnien ptyt anizo-
tropowych o jednej ptaszczyznie sprezystej symetrii rownolegtej do
Srodkowej ptaszczyzny ptlyty. Rozwigzanie w przemieszczeniach sta-
nowi mieszane rownanie rézniczkowe czwartego rzedu. Zasadnicze wy-
niki teorii tych ptyt, liniowych i nieliniowych geometrycznie, te-
orii ptyt uwarstwioiych oraz ptyt z otworami zawiera monpgrafia
S.G. IECHNICK3EGO [?1].
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Przypadek ptyty o trzech ptaszczyznach symetrii ze wzgledu na
wiasciwosci sprezyste materiatu plyty prowadzi do zagadnien plyty
ortotropowej.

Rownania oraz podstawowe rozwigzania dla tych ptyt podat M.T.
HUBER w pracach jjl6a]

zaproponowat rozwigzanie zefelbeto-
wych ptyt krzyzowo zbrdjorych oraz ptyt uzebrowanych w oparciu o
teorie ptyty anizotropowej. Sposéb proponowany przez M.T. HUBERA
polega na "Sprowadzeniu" ptyty uzebrowanej do ptyty o statej gru-
boSci z odpowiednio zmodyfikowanymi charakterystykami sprezystymi
materiatu ptyty. Zmiana tych charakterystyk w ptycie o statej gru-
boSci w porownaniu do ich rzeczywistych wartosci w ptycie uzebro-
wanej ma rekompensowac nieregularny, trudny do analitycznego uje-
cia rozktad wielko$ci wewnetrznych w tej ostatniej. Rozwigzanie
jest przyblizone i stanowi tym wieksze zblizenie do rzeczywistosci
im sztywnosci w dwéch prostopaditych kierunkach sg bardziej do sie-
bie zblizone. Wyznaczeniem szerokos$ci ptyty wspoipracujgcej z ze-
brem zajmowat sie ten sam autor w pracy [I6b] , przeprowadzajac
obliczenia dla kilku schematow ptyt uzebrowaryctu Uzyskane przez
niego wyniki nie wyjasnity w petrj zagadnienia wspdtpracy zebra z
ptyta i wynikajacy z niego rzeczywisty rozktad naprezen. Powyzsze
spowodowane byto przyjeciem zalozen, upraszczajagcych geometrie
odksztatcenia ptyty oraz - dopuszczajgcych w zasadzie tylko jej
stan zgieciowy z ktérym superponowano tarczowy stan naprezenia.
Wszystkie wielko$ci wewnetrzne odnoszono do ptaskiej powierzchni
srodkowej co w przypadku ptyty z jednostronnym uzebrowaniem pro-
wadzi do wynikéw sprzecznych z rzeczywistoscig.

Probe innego potraktowania zagadnienia podjat K. TEEMKS w pracy
£41]. Utlozone przez niego réwnania uwzglednity odksztatcenia ptasz-
czyzny Srodkowej ptyty i przedstawiaty warunki réwnowagi elementu
"typowego" na jaki mozna podzieli¢ ptyte o powtarzalnych wiasciwosé
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ciach. Autor wyrazajac oba przemieszczenia ptaszczyzny Srodkowej
przez przemieszczenie pionowe uzyskat réwnanie rdézniczkowe 0smego
rzedu. Z podanych w pracy wynikdbw mozna wyciaggng¢ wniosek, ze ist-
nieje duza zgodno$¢ z rozwigzaniem M.T. HUBBRA dla przypadku
ptyty uzebrowanej w dwoch prostopadtych kierunkach, pod warunkiem
zblizorych sztywnosci w tychze kierunkach.

Zagadnienia ptyt prostokatnych wzmocnionych na brzegach zebra-
mi zostaty omoOwione w pracy A. BORCZA [4]. Autor przyjmujac od-
ksztatcenie ptaszczyzny Srodkowej ptyty opisuje stan napiecia dwo-
ma réwnaniami, z ktdrych jedno jest réwnaniem piyty, a drugie réw-
naniem tarcz. Potrzebne warunki brzegowe uzyskuje sie z ukladéw
rébwnan, wyrazajgcych zalezno$ci miedzy wielko$ciami statycznymi w
zebrze i sagsiadujgcej z nim czesci ptyty, przy wykorzystaniu wa-
runkdw zgodnos$ci odksztatcenia.

Rozpatrujagc prace ptyty w przedziale liniowych odksztatcen o-
trzyrauje sie wynik superponujgc stany naprezenia wynikajagce z obu
réwnan.

Z zakresu teorii ptyty nieliniowej geometrycznie $Sciskanej w
ptaszczyznie Srodkowej, T.V. KARMAN (por. np. [40J ) podat rozwig-
zanie rowniez w postaci uktadu dwdch réwnan. Obie prace alizu-
jg statycznie to samo zagadnienie, z tym ze przyjecie w pracy T.V.
KARMANA ptyty nieliniowej geometrycznie prowadzi do wzajemnego
powigzania uzyskanych réwnan.

W NOWACKI w pracach [27c], [27d], a takze Z. MAZURKIEMCZ
[23] [44], rozpatrujg ztozone przypadki pracy ptyt wzmocnionych
zebrami symetrycznie potozonymi wzgledem srodkowej ptaszczyzny
ptyty. w pracy [j?7d] uwzgledniono sztywnosci zeber na skrecanie za-
ktadajgc brak naprezen tngcych miedzy ptytag a zebrami przy wspol-
nym ich zginaniu.

Rozwigzanie przedstawiono podwdjnym szeregiem trygonometrycznym

ktérego wspdtczynniki rozwiniecia uzyskano z réwnan wyrazajacych
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jednos¢ ugie¢ i katow obrotu potgczenia zebra z plyta. Rozwiazanie
dla ptyty wzmocnionej zamknietymi zebrami cienko$ciennymi niesy-
metrycznie potozorymi wzgledem ptaszczyzny S$rodkowej ptyty podat
;WILDE M . Zagadnienie sprowadzono do ptyty o zmienionych
sztywnos$ciach uwzgledniajgcych wplyw zeber, uzyskujac rozwigzanie
przy pomocy podwadjnej skonczonej transformacji Fouriera.

Rownanie ptyty kotowej o ortotropii cylindrycznej podali nie-
zaleznie od siebie S.G. IECHNICKI [21] i G.F. CARRIER [6].Uzyska-
li oni mieszane réwnanie rézniczkowe czastkowe czwartego rzedu.
Rozwigzanie réwnania dla obcigzenia symetrycznego wzgledem $rodka
ptyty zawierato osobliwo$¢ w poczatku uktadu: naprezenia wystepu-
jace w tym punkcie osiggaty wartos¢ nieograniczona.

Przypadek ten ma miejsce dla sztywnosci promieniowej wiekszej
od obwodowej S.G. IECHNICKI [?1] str. 328.

Rozwigzanie dla sity niesymetrycznie potozonej wzgledem $rodka
ptyty podat: AM. SEN GUPTA [12], a dalsze rozwiniecie tego przy-
datnego z punktu widzenia praktyki inzynierskiej problemu - W
BARANSKI  [3].

Podane rozwigzanie wykorzystano miedzy imymi do obliczen pityt
o radialrym uzebrowaniu, czesto spotykanych wenergetyce. Przy ma-
tej ilosci i jednoczes$nie duzej sztywnos$ci zeber w tego rodzaju
ptycie, wyniki uzyskane wg sposobu przedstawionego wyzZej znacznie
odbiegaty od rzeczywistos$ci. Dla tych przypadkdéw rozwigzanie spet-
niajgce warunki nierozdzielnosci odksztatcen zebra i ptyty, przed-
stawione w postaci rowned catkowych Fredholma, podat J.B. SZULKIN
w pracy [39].

Czesto spotykane ptyty izotropowe, ostabione otworami potozory-
mi w weztach prostokatnej siatki byly omawi-ne w pracach G. HAR-
way’a [13], J.W. JAKOMEVA [17] i J.W. DONNELLA W - Wpracy
DONNELLA  £7] wyniki uzyskane dla otworéw umieszczorych w wez-
tach tréjkatnej siatki na drodze rozwazan teoretycziych, byty
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konfrontowane z wynikami doswiadczsinymi uzyskanymi z badah na mo-
delach.

Zagadnienia koncentracji naprezen koto otwor6w w zginanej pty-
cie probowali rozwigza¢ J.N. GOODIER- G.N. SAWIN [37], a ostatnio
J. WOIIAK [8], Podane przez J. DVORAKA rozwigzanie opisuje jedng
funkcjg ptaski i zgieciowy stan napiecia w bezposrednim sgsiedz-
twie otworu, ktéry w pracy przyjeto jako nieobcigzory.

Podane poprzednio prace dotyczyty przypadkéw ortotropii kons-
strukcyjnej wyniktej z uzebrowania ptyty izotropowej lub ostabie-
nia takiej ptyty otworami.

Osobng klase zagadnien w teorii ptyt stanowig ptyty poprzecznie
niejednorodne o zmiennych witasciwosciach sprezystych wzdtuz wyso-
kosci, a wsérdd nich jako przypadek szczegdlny plyty warstwowe o-
mowione w monografii S.G. IECHNICKIEGO \?i], [45] .

Ograniczono$¢ stosowania hipotezy KIRCHHOFFA w piytach poprzec»
nie niejednorodrych omawia praca M. SOKOLOWSKIEGO [38b], w kt6-
rej autor rozwaza przypadki ciggtej i skokowej zmiazy modutu spre-
zystosci wzgledem wysokosci.

Ciekawy sposob obliczania ptyt anizotropowych podat Z. KACZKOWM
ski [19aj, ktéry transformujgc uktad wspotrzednych (obrot) w pty-
cie anizotropowej znalazt takie jego potozenie, ze ugiecie odno-
szone wzgledem nowego uktadu wspdtrzedrych, mozna byto przedsta-
wi¢ w postaci suny funkcji tylko jednej zmiennej.

Z innych prac dotyczacych specjalnych sposobéw w teorii piyt
wymieniny prace W. OLSZAKA i Z. MROZA [33] .

Autorzy stosujgc metode inwersji dla ptyty kotowej z ekscen-
trycznym otworem, przetransformowali zagadnienie do problemu row-
nowaznego w nowym uktadzie wspoétrzedrych z otworem w Srodku piyty.

Wogdlnej teorii ptyt cienkich istnieja teorie doktadniej wni-

kajgce w stan naprezenia i odksztatcenia.
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Pierwszg teorie "$cistg" podat E. REISSNER [36], uwzgledniajac
odksztatcenia wywotane naprezeniami statycznymi, normalnymi do
ptaszczyzny Srodkowej piyty, ktdre w klasycznej teorii ptyt cien-
kich byly pomijane. Zbudowana przez niego teoria pozwala spetnié
wszystkie trzy warunki na brzegu ptyty. Wramach tej teorii roz-
wigzanie dla ptyt ortotropowych podali K. GRKMAN i R. BBER [10].

Inng teorie ptyt cienkich podat H. HENCKi [i5], odrzucajac hi-
poteze KIRCHHOFFA, opisujgc stan odksztatcenia trzema niezaleznymi
funkcjami.

Specjalng grupe zagadnieni w teorii ptyt, stanowig ptyty o mie-
szanych warunkach brzegowych. Podanie catki réwnania tych ptyt,
spetniajacej mieszane warunki brzegowe znacznie sie komplikuje. U
tym zakresie rozwigzanie dla ptyty, w ktérej cze$¢ brzegu jest
utwierdzona a pozostata wolna, podat .'i. NOWNWACKI [?7b].

Podane przez niego rozwigzanie zawierato w sobie m.in. réwnanie
ugiecia ptyty o brzegu wolnym i bylo przedstawione w postaci row-
nania catkowego Fredholma | rodzaju.

Do tych samych zagadnieni np. A. KACNER [I8] stosuje metode i-
teracji, a dla mieszanych warunkéw brzegowych na zadanych liniach
w nieskonczonej ptycie Z. OLESIAK [30] wyktadniczg transformacje
Fouriera. Winnej [9] pracy ostatni z autoréw podaje rozwigzanie
dla ptyty kolistej réwnomiernie obcigzonej, swobodnie podpartej)
wzdtuz linii wewnatrz kota. Brzeg ptyty jest albo utwierdzony al-
bo swobodnie podparty, rozpatrywany jest takze przypadek miesza-
nych warunkéw na brzegach.

Do rozwigzania zagadnienia potrzebny jest wynik rozwigzania pty-
ty o identycznym podparciu jak szukajne, obcigzong sitg mimosrodo-
wa, skppiong.

Rozwigzanie zamkniete dla réwnomiernie obcigzonego péiposma

ptytowego, o brzegach podituznych swobodnie podpartych, brzegu po-
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przecznym cze$ciowo obcigzonym momentami zginajagcymi przy rowno-
czesnym braku sit stycznych, podat rowniez A. KACNER [18].

Wgrupie tych prac najogo6lniej ujmuje problem pracy S. KALI-
SKIEGO i W. NOWACKIEGO [20] podajgca rozwigzanie w postaci uktadu
rébwnan catkowych Fredholma pierwszego lub drugiego rodzaju w za-
leznos$ci od warunkow podparcia p2yty.

Zbior powierzchni wptywowych dla ptyt prostokatnych i kotowych
o0 rozmaitych warunkach brzegowych zawierajg prace A. FUCHERA [35]
a opracowanie powierzchni wplywowych dla ortotropowego pdipasma
ptytowego - praca J. MOSSAKOWSKIEGO i Z. CTWINSKIEJ [26].

Zagadnienia ptyt pracujgcych poza przedziatem sprezystosci oma-

wiajg m.in. prace W. OLSZAKA [3l]cz. I i Il, W OLSZAKA i J. MU
RZBWSKEBGO [32], a takze A. SAWCZUKA D. NIEPOSKNA i M. KWIECIN-
SKIEGO [34].

Prace A. SAWCZUKA, D. NIEPOSMNA por. [34] przedstawiajg zagad-
nienia nosnosci granicznej ptyt nieuzebrowaiych a te same zagadnie-
nia dla ptyty uzebrowanej omawia praca M. KWIECINSKIEGO por. [34]-

Wpracy [31] W. OISZAK podat sposéb na obliczenie no$nosci gra-
nicznej pijrty ortotropowej przez sprowadzenie do obliczen nos$nos-
ci granicznej ptyty izotropowej stosujgc transformacje liniowa.

Probleny wplywow termicziych na stan naprezen i odksztatcen w
ptytach ujeto m.in. w pracach: W 3ERSKIEGO, E. MELANA W. NOAAG
KIEGO, H. PARKUSA i Z. THRUNA por [29].

Zagadnienia wplywu naprezen ciejbliych wywotanych liniowozmien-
rym po grubos$ci ustalonym polem temperatur na stan naprezen i
przemieszczern w ptytach izotropowych i ortotropowych byly anali-
zowane m.in. przez W. NOWACKIEGO w pracy [?7f] « To samo zagadnie-
nie dla grubej ptyty kotowej poddanej nieustalonemu polu tempera-
tur byto tematem pracy W DERSKIEGO, a ptyty- kotowej o radialnym
uzebrowaniu pracy BIRGERA.
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W podanych poprzednio pracach, a zwtaszcza tych ktére dotyczy-
3y przypadkow ortotropii konstrukcyjnej, zastepowano za kazdym ra-
zem ptyte niejednorodng (uzebrowang lub ostabiong otworami) ptyta
jednorodna o zmienionych sztywnos$ciach. Jednocze$nie wymagano by
odksztatcenia Srodkowej powierzchni w ptycie jednorodnej o spro-
wadzonych sztywnos$ciach byty identyczne z tymi ssnymi odksztatce-
niami w p3ycie niejednorodnej« Dla takich zatozen T.M. HUBER [l6a]
i [I6b] uzyskat rozwigzanie bedace w zgodnos$ci z rzeczywistoscig,
dla ptyty o sztywnosciach w dwdch prostopadtych kierunkach réwiych
wzglednie o warto$ciach zblizonych, K. TKEHKS [41] rozszerzyt
zakres tego rozwigzania na ptyty o dowolnych wartos$ciach sztyw-
nosci wtych sanych co poprzednio kierunkach.

Jednak tak w pierwszej jak i drugiej pracy nie istniata mozli-
wos$¢ uzyskania rozwigzania dla ptyty uzebrowanej o réznych roz-
stawach i sztywnos$ciach zfeber.

Wtrakcie rozwigzywania nalezato:

- wydzieli¢ z ptyty element powtarzalny,

- zaktadajgc takie same odksztatcenia w ptycie niejednorodnej jak

w jednorodnej obliczy¢ sprowadzone sztywnosci,

- przetransponowaé¢ wielkos$ci wewnetrzne z ptyty jednorodnej - or-
totropowej do ptyty niejednorodnej - izotropowej.

Zastepcza ptyta jednorodna - ortotropowa w podanym sposobie
nie ujmowata witasciwosci lokalrych rozktadu wielko$ci wewnetrz-
nych w bezposrednim sgsiedztwie potgczenia zebra z ptyta, co jest
jedng z przyczyn niezgodnos$ci miedzy uzyskanymi wynikami a rzeczy-
wistos$cig.

Inne rozbieznos$ci wynikajagce ze stosowania tego sposobu obli-
czen ptyt o ortotropii konstrukcyjnej sa spowodowane gtéwnie przy-
blizonymi metodami Wyznaczania funkcji ortotropii i zatozeniem
zgodnej pracy ptyty zastepczej i rzeczywistej, co ma miejsce tyl-

ko dla pewnych zakreséw odksztatcen i obcigzen.
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Znaczne rdznice szczegblnie w ptytach z symetrycznym uzebrowa-
niem powodowaty réwniez zatozenia upraszczajgce geometrie odksztat-
cenia ptyty, wynikajagce miin. ze stosowania do obliczen zastep-
czego modelu ptyty jednorodnej - ortotropowej.

Przedstawiony w pracy [43] sposOb rozwigzania dla ptyty uzebrd-
wanej nie przyjmuje jako podstawy rozwigzania rownania piyty jed-
norodnej - ortotropowej, lecz utozone w niej réwnania przedstawia-
ja réwnowage elementu plyty niejednorodnej - uzebrowanej. Wplyw
zeber na przemieszczenie., a w nastepstwie na wielkosci wewnetrzne
wyraza szereg "funkcji" Diraca o osobliwosciach w kazdym z miejsc
wzmocnienia ptyty zebrem.

Zastosowanie "funkcji" Diraca pozwala uzyska¢ rozwigzanie, ktdre

fcaburzenia rozktadu wielkos$ci wewnetrziych w miejscach wplywu ze-
ber zastepuje inzym rozktadem tych wielko$ci nieciggtym, skokowym
[12] [s6],

Przyjecie to odpowiada rzeczywisto$ci dla tych ptyt uzebrowa-
rych w ktorych sztywnosci zeber znacznie przewyzszaja sztywnosé
taczacej je ptyty. Szczego6lnie kiedy ptyta jest wiotka, to wiel-
kosci wewnetrzne wywotane uzebrowaniem stosunkowo stabo propaguja
sie na przylegajace do zeber czesci ptyty.

Okreslenie wielkos$ci i charakteru wptywu zaburzenia (wywotane-
go miejscowym przytozeniem mimentu i sity normalnej do przekroju,
ktére jest spowodowane niesymetrycznym uzebrowaniem) na wielkoSci
wewnetrzne w miejscach przylegtych do ogniska zaburzenia stanowi
dodatkowy problem.

Dwie skrajne mozliwosci - jedna przyjmujgca réwnomierny rozktad
wielkoSci wewnetrznych wywotany uzebrowaniem ptyty wzdiuz rozpatry-
wanego przekroju oraz druga zaktadajaca koncentracje tego wplywu
tylko na szerokos$ci zebra przez ktdre zostat# wywolane, okreslaja
maksymalng réznice jaka moze wystgpi¢ w tybh rozktadach i moga
stuzy¢ do ich przyblizonego okreslenia.
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Istniejg ptyty uzebrowane o tak dobrarych wzajemnie sztywnos-
ciach zeber i ptyty w ktérych rozkiad wielko$ci wewnetrznych nie
moze by¢ aproksymowary przez zadng z tych skrajnych mozliwosci,
bez popetniania znacznej onytki w obliczeniach.

Dla tych przypadkéw nalezy rozpatrzy¢ wplyw zaburzenia na roz-
ktad oraz charakter wielkosci wewnetrznych oddzielnie, niezaleznie
od ogolnego rozwigzania dla ptyty.

Rozwigzanie przedstawione w [43] jest rozwigzaniem dla o$rodka
ciggtego niejednorodnego i jako takie moze nasungé pytanie w jakim
zakresie wyniki wg niego uzyskane odpowiadaé¢ bedg rzeczywistosci.
Jesli przyja¢, ze zachowuje ono wszystkie witasciwosci niejednorod-
nej ptyty (uzebrowanej), a tym sanym ograniczenia wynikajgce z za-
stagpienia jej ptyta jednorodng « ortotropowg nie sg aktualnie, to
rozbieznos$ci noga wystagpi¢ tylko wtych ptytach w ktérych wielkos-
ci wewnetrzne w poszczeg6lnych przekrojach i sztywnosci zeber wy-
kazujg znaczne lokalne wahania.

Te przypadki graniczne moga by¢ najblizej rzeczywisto$ci ana-
lizowane takze na podstawie réwnan podanych w cytowanej poprzednio
pracy.

Uzyskane uogoOlnienie osiggnieto dzieki zastosowaniu "funkcji”
fi Diraca, pozwalajgcej na analityczne przedstawienie procesow
nieciggtych, jakimi moga by¢ rozktady wielkoS$ci wewnetrznych w
ptytach uzebrowanych.

Nalezy zastrzec sie, ze takie traktowanie stanu naprezenia row-
niez jest idealizacjg rzeczywistosci.

Zezwala ono jednakze na oszacowanie granic miedzy Kktorymi rze-
czywisty rozktad naprezen bedzie oscylowat.

Doktadnie stan rzeczywisty moze zosta¢ zrealizowany wtedy,gdy
“funkcje dyskretnego argumentu" (szereg dystrybucji S - Diraca)

zastgpiny aproksymujgcymi je ciggami funkcyjnymi [43].
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Dodatkowo nalezatoby a priori zna¢ ten wyraz ciggu, wedtug kté*
rego realizowatby sie stan rzeczywisty.
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HEO,EHQPQHHDIE njIACTVLHH1 - 0B30P JIMTEPATYyIU.

Pe 3jome

B pafioTe npoBeseHa cucTemsthks HeKOTopux pe3yabTaTOB » 0OnacTH
HeoiHoposmJX nracTWHOK, b YnpyroK imacTHHecicoii v Tepuoynpyrofi
vacTH pafioTu njine . Ocofioe BHHuaHne y”ejieHO peOpHCTuUU, cjiohcthm
¢ MetaHHHwm ycjiOBUfltm Ha Oepery nHTau.
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NON - HOMOGENOUS SLABS - SUMVAHT PROM AVAILABLE LITERATURE

Summary

Some theorethical results of treatment of non-homogenous slabs
have been synthetically treated. The work concerns the treatment
of theories of slabs from the following points of view*

E lasticity, plasticity, thermo-elasticity. It also takes into
consideration theories of multi-layer slabs and of slabs with va-
rious limiting conditions.



