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LESZEK LITWINOWICZ

UPROSZCZENIE OBLICZANIA ZAGADNIEŃ RÓWNOWAGI GRANICZNEJ 
GRUNTU NUMERiCZN\ METODĄ APROKSYMACJI NIELINIOWEJ

S tr e sz c z e n ie . W pracy wyprowadzono rekurencyjne 
wzory do numerycznego całkowania równowagi gra
n iczn ej gruntu w warunkach n ie lin io w e j aproksy
m acji charakterystyk. Wprowadzone wzory charak
teryzu ją  s i ę  prostą budową u łatw iającą  wykony
wanie o b liczeń .

1 . Wstęp

W zagadnieniach równowagi granicznej gruntów o b lic z e n ia  są z regu
ły  bardzo pracochłonne nawet w przypadku zastosow ania maszyn m ate- 

matyczrychj stąd w szelk ie  sposoby prowadzące do zm niejszenia pra
cochłonności tych o b lic z e ń  są  celowe i  bardzo pożądane. Poniżej w 

szerszym stop n iu  n iż  to  zrobiono w pracy D l .  .zajmiemy s i ę  za sto 
sowaniem numerycznej metody aproksymacji n ie lin io w e j do rozwiązy

wania równań równowagi granicznej gruntu zapisarych  w p rostej po
s t a c i  zaproponowanej przez W.W. SOKOŁOWSKIEGO [ 4] .  Celem n in ie j 
s z e j  pracy j e s t  wyprowadzenie, d la  wspomnianych równań, odpowied

nich wzorów rekurencyjnych dostosowanych do praktycznego wykorzy
s ta n ia .

2 . Wyjściowe równania równowagi gran icznej gruntu

Równania różniczkowe stanu  równowagi gran icznej ośrodków grunto
wych, jak wiadomo, posiadają następującą postaćj
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d&TT+ - p -  = Y
d x  a y

(6x -  6 y ) 2 + 4  = (ff + ffy t  2 k c tg sp )2 s in 2$P

gdzie

y5 -  kąt ta r c ia  wewnętrznego gruntu, 
k -  współczynnik sp ó jn o śc i gruntu,

X,Y -  składowe s i ł  objętościow ych gruntu.

Poprzez odpowiednie transform acje, równania ( i ) można doprowa
d z ić  do p o sta ci znacznie w ygodniejszej. Prostą postać równania te  
przyjmują po wprowadzeniu nowych fu n k cji:

4 = 0 ,
? =  9  -  Q

gdzie

V  = J  c tg  <p ln  ~ -  
o

zaś ® j e s t  kątem jak i tworzy kierunek w iększego naprężenia głów
nego z o s ią  x .

W ielkość 6  j e s t  tu  sprowadzorym naprężeniem normalnym i  wyraża 
s i ę  następującą za leżn o śc ią :

(3 )

6  = ”  ( 6 .  + 6 y )  + k c t g <p
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Wielkość w  równaniu (3 ) j e s t  dowolnym naprężeniem o d n ie s ie n ia . 
W wyniku omówionej transform acji równania równowagi granicznej 
gruntu (1)przyjmują postać*

d x  3y  s  2 6"cos 2<a.cos (0+<u)

p +  p  tg  (0-<u) = - y . cos (.M  ( 4 )
dx  3y 2 ffc o s  2<a cos (©-<11/

1 ar
przy czym <0 - = — -  <p) .

Równania (4 ) stanowią układ w ystarczający do o b lic z e n ia  w szystk ich  
występujących w n ich niewiadomych. Równa^nia te  można rozwiązywać 

d la  warunków brzegowych podanych ty lk o  w naprężeniach. W ten  spo
sób otrzymuje s i ę  po la  s ta ty c z n ie  wyznaczalrych naprężeń.

Przy zastosowaniu metody charakterystyk tu układ równań różnica' 
kowych cząstkowych (4 ) można sprowadzić do równań różniczkowych 
zwyczajiych*

tg  (0+<“O

d> + iaw  - r  °°p dx . o ( 5 )
* 2 6 cos 2 cos (0+<a) dx -  u

oraz

£ £ •  tg  ( 9 - / i )

d ?  iŁtiU-»  ° ° s  -  0 1 5 )
‘ 2  e  COS 2 ^ 0 -COS ( 0 - ^ )
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Równania (5 ) i  ( 5 r) są  równaniami charakterystyk i  d la  konkretnych 

warunków brzegowych w p rzestrzen i x , y * £» ?  opisują .s ia tk ę , k tó 
ra  pokrywa powierzchnię całkową. Obraz t e j  s ia t k i  na p ł^ z c z y ź n ie  

x , y  odtwarza przebieg l i n i i  p oślizgu  w gru n cie . Rozwiązywanie 

równań równowagi gran icznej gruntu j e s t  w ięc równoznaczne z całko

waniem równań odpowiadających j.m charakterystyk . Szczególn ie duże 
znacznie praktyczne posiadają w tym przypadku o b lic z e n ia  numerycz

ne. Równania (4 ) oraz odpowiadające im równania charakterystyk (5 ) 
i  ( 5 1) przyjmujemy jako wyjściowe do dalszych  rózważań.

3 .  Wzory rekurencyjne

W nawiązaniu do przyjętych  równań wyjściowych rozpatrzymy teraz  

zagadnienie budowy s ia t k i  l i n i i  charakterystyk ( l i n i i  p oślizgu  w 

gru n cie) przy zastosowaniu aproksymacji parabolicznej kwadratowej 

[ ? ] .  D J , W pierw szej k o le jn o śc i rozwiążeny zagadnienie brzegowe 
typu CAUCHIł EGO [ 1 ] .

Rys. 1. Frament s ia t k i  l i n i i  p o ś lizg u  d la  zagadnienia brzegowego
C A U C H ^EG O

Załóżny, że wzdłuż każdej z charakterystyk znane są  dwa punkty wę
złowe (ry s . 1 ) .  Na charakterystyce pierw szej rodziry (5 ) są  to  

punkty 1 i  3 na charakterystyce drugiej rodziry (5 ) są to  punkty
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2 i  4 . W punktach 1, 2 , 3 i  4 znane są  współrzędne oraz w artości 
funkcji 4 i  7»  Poszukujeny rozwiązania d la  w ęzła N t .j . w ie lk o śc i

V  YN* £n’ V
Węzeł N można łatwo o b lic z y ć  jako punkt p r z e c ię c ia  s i ę  parabol 

przechodzących odpowiednio przez punkty 1 i  3 oraz 2 i  4 . W punk
tach 1 i  2 styczne do tych parabol muszą m ieć kierunki zgodne z 

kierunkami charakterystyk (5 ) i  ( 5 f ) .

3 .1 .  O bliczanie współrzędrych oraz Y^ d la  zagadnienia brzegowe
go CAUCHf 5EGO

Równania parabol o pionowej o s i sym etrii wychodzących z punktów 

1 i  2 sty czn ie  do odpowiednich kierunków charakterystyk m^ją na
stępującą postać:

YN = Y1 + (XN - V  tg  (01 +<a) + A1 (XN “ X1)?

(6 )

YN " V  + (XN ~ X2 } tg  ( 0 2 + A2 (XN " X2 )2

Ponieważ znane są  również punkty 3 i  4 postępując podobnie można 
otrzymać:

Y  ̂ = Y  ̂ + (x^ -  X1) tg ( 0^ +¿ i )  + (X3 -  X1 'f

(7 )
= Y2 + (Xy -  X? ) tg  ( 0 ? -¿L)  + A? (X4 -  X? f

Z za leżn ości 7 otrzymujeny bezpośrednio niezn -ne w ie lk ośc i Â  oraz 
A •

2
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(x -  x Y4 2

Podstawiając (8 ) do (6 ) po wyeliminowaniu otrzymujemy:

[ A1 "  A? ]  4  + [ t g  ( 0 1 "  t g  ~ 2 (A1X1 “A? X2 J]  *N +

(9 )
+ [ x i “ X? -  X1 tg  + <o) + X? tg  (0? -< * ) + -  A? X^] * 0

Jeden z pierwiastków rzeczyw istych  równania ( 9 ) j e s t  poszukiwaną 
w artością  7^, Wartość Y^ o b licza  s ię  z z a le ż n o śc i (6 ) .  Jako kry
terium  przyjmujeny warunek, że z pierwiastków rzeczyw istych  rów

nania (9 ) poszukiwary p ierw iastek  ok reśla  położen ie punktu n a jb liż 
szego współrzędnym:

Y? -  Y1 + X1 tg  +<U) -  X? tg  (0? - ^ )  

tg  C01 + ¿ju ) -  tg  c©?

Yo = Y1 + (Xo “ V  tg  (0 1 ^

(10)

Kryterium to  można za p isa ć  następująco:

gdzie indeks i  = 1 ,2  rozróżn ia  rzeczyw iste  p ierw ia stk i równania 
( 9 ) i  odpowiadające im na podstawie (6 ) w artości Y^. Poszukiwane 

współrzędne związane są  z m niejszą w artością  S  .
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3 . 2 .  O bliczanie w artości oraz d la  zagadnienia brzegowego 

CAUCB̂ EGO

W ogólnym przypadku rozkład funkcji £ i  wzdłuż odpowiednich 

charakterystyk j e s t  n ie lin io w y . Pakt ten  uwzględnimy wprowadzając 

zapis tych fu n k cji odpowiadający aproksymacji parabolicznej kwa
dratowej.

Ponieważ wzdłuż charakterystyk pierw szej rodziny funkcję £ , 
zaś wzdłuż charakterystyk drugiej rodziny funkcję 7* możemy trak to 
wać jako funkcje jednej zmiennej n ieza leżn ej x , stąd  można (wzdłuż 

odpowiednich charakterystyk) funkcje te  z a p isa ć  w p o sta c i następu

jących wielomianówj

Postępując podobnie w o d n iesien iu  do punktów 3 i  4 można napisać*

2

(11 )

(12)

Z równań ( 1 2 ) otrzymujemy *
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oraz

i l
dx2 X̂N " X2 ^

[ V  W ]  <1 3 >

Po podstawieniu (13)  do ( l i )  z jednoczesnym uwzględnieniem ozna

czeń:

(x3 -  x1 f

(X4 - X ? f

n  -  w - v (1 -  v ® i ) >

b? ■= ( ^ - y  ( 1  - y v *

Y s in  (0  -<«) - Y  cos (0  -<u)  

2 6  cos 2¿A/ cos (0  ̂ +¿*)

Z s in  (0 O + <m) - Y  cos (0  + ¿ 0  

? 6>0 cos 2 cos (0 -  <«-)

( 1 4 )

poszukiwane wzory rekurencyjne otrzymano o sta te c zn ie  w następują

c e j p o sta c i:

£  N = 4-I + (£3 “ a i + C1 bi (15)
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(15)

W oparciu o znajomość £  oraz Yjj potrzebne w dalszych  o b lic z e 

niach w ie lk ośc i ^  i  obliczamy w za le ż n o śc i wynikających bez

pośrednio ze związków (2 ) i  (3.)s

6 n = e *P ' U N +1?n ) c t S ? >

Przedstawiane dotychczas rozważani* dotyczy ły  zagadnienia brzego
wego typu CAUCHć̂ EGO. Aby dyskutowane rozw iązania można było w 

p ełn i wykorzystywać do o b liczeń  konkretnych zagadnień równowagi 
granicznej gruntów należy jeszcze  rozpatrzyć rozwiązanie zagadnie

n ia  brzegowego typu mieszanego (r y s . ? ) .

0

drugiej rodziny

Rys. ? . Fragment s ia t k i  l i n i i  p o ś lizg u  d la  zagadnienia brzegowego!
mieszanego
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Załóżmy w ięc , że poszukiwany w ęzeł N s ia t k i  l i n i i  charakterystyk  

j e s t  miejscem p r z e c ię c ia  s i ę  znanej charakterystyki drugiej r o d z i
ny przechodzącej przez znane punkty 2 i  4*^ z pewną krzywą n ie  bę

dącą charakterystyką na k tórej znary j e s t  (co najm niej) w ęzeł 1 . 
Przyjmujemy, że równanie t e j  krzywej j e s t  znane i  posiada następu
jącą postać:

£ - * e .  d e )

Przyjmujemy ponadto, że wzdłuż omawianej krzywej w artość fu n k cji 
$ j e s t  znana (równie dobrze można przyjąć znajomość fun k cji &)•  

Jak wiadomo, sformułowane zagadnienie j e s t  zagadnieniem brzegowym 
typu m ieszanego a jego rozwiązanie polega na poszukiwaniu w ie lk oś-

Ci YN’ oraz W P1“*®1® N (r y s . ? ) ,  W .

3 . 3 .  O bliczanie współrzędnych 2^ oraz YN d la  zagadnienia przegowe- 
go mieszanego

Współrzędne oraz Y^ rozpatrywanego punktu N (r y s . 2 )  obliczyny  

przy za łożen iu  aproksymacji parabolicznej kwadratowej d la  charak
te r y s ty k i przechodzącej przez punkty 2 i  4 co wiąże s i ę  z wykorzy

staniem  odpowiednich równań za leżn ośc i (6 ) i  (7 ) oraz przy za ło 
żen iu  aproksymacji stycznym i d la  krzywej brzegowej t j .  przyjęciu :

YN = Y1 + (XN " X1 ) t g @ 1 (17)

Przy p r ^ j ę c iu ,  że j e s t  to  charakterystyka p ierw szej rodziry tok  
postępowania n ie  u lega  zm ianie.
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Stąd po prostych p rzek szta łcen iach  otr^m ano:

*2 4  + -<“ ) -  *« ®1 ł  2 V * ]  XN + [*2 ’  *1 +

+ X1 t g ^  -  X2 tg  ( 0 2 - ^ )  -  a 2 x 2J  = 0 (18)

Równania ( 1 7 ) i  Cl8) są  poszukiwarymi wzorami rekurencyjiym i. Kry
terium wyboru p ierw iastka  d la  równania (18) otrzymuje s ię -b e z 
pośrednio z za leżn o śc i ( 1 0 ) po podstawieniu w m iejsce tg  ( ©1 + <m) 

w ielkości tg  © 1.

3 . 4 .  O bliczenie w artości oraz łp N d la  zagadnienia brzegowego 

mieszanego

O bliczenie w ie lk o śc i £ N oraz wykonany przy za łożen iu , że 
wzdłuż krzywej brzegowej przechodzącej przez punkty 1 i  N, znana 

je s t  w artość fu n k cji £> N = 6^ = co n st.
Zauważny, że poszukiwaną w ielk ość  możeny o b lic z y ć  bezpośrednio  

z równania ( 1 5 ) ,  gdyż we wzorze tym występują ty lk o  znane para- 

mentry punktów 2 i  4 oraz znane z poprzednich o b liczeń  w ie lk o śc i

yn 1 "Si*
Dla lep sz e j  p r z e jr z y s to śc i wyprowadzeń, wzór ten  przepiszeny po
nownie:

? N = ? 2  + (?4 “ 7 2 ) a2 + C2 b2 ( l 9 )

W oparciu o znajomość o b liczen ie  w ie lk o śc i 4 ^ p o le g a  ua wyko

rzystan iu  związków (2 ) .  Stąd otrzymujeny 1
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Ponieważ znana j e s t  w ie lk ość  6* wzór (2 0 ) przyjmuje postaćt

4  -  ctg¥> l n  g S -  7  ( z ł )
O

gdzie  6  j e s t  dowolnym naprężeniem o d n ie s ie n ia .
Otrzymane powyżej wzory rekurencyjne ( 9 ) , ( 1 5 ) , (18) ,  ( 1 9 ) i  (2 1 ) 
są  proste i  wygodne w zastosow aniu. Na podstawie podanych w pracy 

[ 3 ]  ob liczeń  sprawdzających numeryczną metodę aproksymacji n ie 
lin io w ej (wykonanych na maszynie cyfrowej typu "Odra 1003") można 

tw ierd z ić , że przedstawione powyżej wzory również prowadzą do 

znacznego ograniczen ia  pracochłonności o b liczeń  i  zw iększenia ich  
dokładności. Szczególną ic h  za le tą  j e s t  to , że są  one prostsze  

od wzorów podanych w pracy [ 3 ] .
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JUPQHEHME UMCJIEHHOrO PEiiiEHMH 3AflAU IlPEJIEJIbH O rO  PAHHOBKECKH ' 

rPyH T O B  METOflOM HEJIMHEMHOM AHIIPOKCMMARMU

P e  3  d  m e

B pa(5oTe p a c c M O T p e H O  B o n p o c  y n p o m e H i i a  p e K y p p e H T H H X  <|>opMyji n o -  

a y a a e M t i x  r i p u  a n c j i e H H O M  p e m e H U H  a a j a a  n p e a e J i b H o r o  p a B H O B e c u s  

r p y H T O B  m s  t o r o m  HeJiKHeiiHOH a n n p o K C H M a i ; M i i .

SIMPLIFICATION CALCULATION OP LIMIT EQUILIBRIUM 
OP PROBLEMS OP SOILS BSC NUMERICAL METHOD 
OP NONLINE APPROXIMATE

S u m m a r y

In th is  a r tic le  represented new convenients models fo r  numerical 
s o lu tio n  o f lim it equilibrum  problems o f s o i l .


