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ROWNANIA +EPKOSPEEZYSTEJ, ORTOTROPOWEJ PLYTY
UZEBROWANEJ

Streszczenie. Praca stanowi uogo6lnienie pracy [10] naprzyj
padek lepko-sprezystej ptyty ortotropowej. Phyta jest w
spos6b dowolny, asymetrycznie uzebrowana. Rozwazania sa
stuszne dla ptyt cienkich w liniowych fizycznie i geome-
trycznie przedziatach pracy ptyty. W wywodach korzysta
sie z analogii sprezysto-lepko-sprezystej. Podobnie jak
poprzednio UQ] , nieciagty rozktad masy i wielkosci wew-
netrznych w ptycie ujeto analitycznie "funkcjami dyskret-
nego argumentu”. Koncowe rezultaty uzyskano w sk#adowych
wektora przemieszczenia powierzchni S$rodkowej phyty.

1. Wstep

Praca odstepuje od powszechnie stosowanych metod wyznaczania stanu na-
prezenia w plycie uzebrowanej, przez zastgpienie jej ekwiwalentng ptyta or-
totropowg o statej grubosci. Wystepujgce w tych zagadnieniach funkcje or-
totropii wyznacza sie z warunku identycznosci odksztatcen plyt: rzeczywi-
ste j-uzebrowanej i ptyty zastepczej.

Rozwazania sa stuszne dla liniowego modelu MAKWELLA, przy czym wykorzy-
stuje sie analogie sprezysto-lepkosprezysta, przeprowadzajgac rozwazania na
transformac jie LAPLACE"A zagadnienia lepkosprezystego [2] i [8b] -

Catkowanie roéwnan zagadnienia przetransformowanego przeprowadza sie przy
pomocy szeregéw. Wykonujac na tym rozwigzaniu transformacje odwrotng .uzy-
skuje sie rozwigzanie dla zagadnienia lepkosprezystego.

Do analitycznego ujecia nieciggtych rozktadéw materiatu ptyty i wielkos-
ci wystepujacych w poszczegdélnych przekrojach ptyty stosuje sie “funkcje
dyskretnego argumentu*™. "Funkcje" te sg w istocie szeregiem dystrybucji 8-
DIRACA, i moga by¢ z powodzeniem zastgpione przez ciagi funkcyjne je apro-
ksymujgace w przypadkach kiedy, wymaga tego doktadnos¢ obliczen [7]-Nalezy
pokresli¢ ze w réwnaniach ptyt o nieciagtym rozktadzie materiatu istotnym
jest wyznaczenie powierzchni Srodkowej ptyty,ktéraw ogélnosci nie jest po-
wierzchnig zawierajgcag sSrodki mas elementéw plyty. Jednak jej wyznaczenie
jest osobnym problemem, wymagajacym podania nowych réwnan piyt.

Zatozenia

Wyprowadzone rdéwnania obejmuja liniowe fizyczne i geometryczne przedzia-
4y pracy ptyty uzebrowanej.

Pozostaja stusznymi wszelkie zatozenia i hipotezy teorii ptyty cienkiej
Wyprowadzone roéwnania sa wazne w uktadzie wspotrzedny®""- prostokatnych po-
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krywajaeych sie z kierunkami ortotropii. Poszczegélne wkdékna ptyty doznaja
odksztatcen w kierunku linii wspodrzednych 5& (j=1,2) od naprezen Tfc.Zato-
zymy réwniez, ze wazne sa og6lnie stosowane hipotezy elementarnej teorii
zginania i skrecania pretéw prostych. WielkosSci charakteryzujace wkasciwos-
ci mechaniczne materiatu ptyty sg funkcjami zmiennych Xj(d=1. 2) i t - cza-
su. Dla uproszczenia przyjeto, dla t=0 brak naprezen w ptycie. Jedynym ob-
cigzeniem przyjetym w pracy bedzie obcigzenie normalne do powierzchni Srod-
kowej phyty:

qx-j.,H = Pox)) t € (0 +00). .

W pracy wprowadza sie ugod6lnione wielkosci wewnetrzne identyczne jak w [5].
W koncowych réwnaniach niewiadomymi funkcjami sa skfadowe wektora™ prze-
mieszczenia powierzchni $rodkowej phyty.

2. Strona fizyczna
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Przetransformowane zaleznosci pomiedzy skkadowymi stanu naprezenia i od-
ksztatcenia w przypadku liniowej lepkosprezystosci dla ptyty ortotropowej
maja, posta¢ nastepujaca:

j =fj (1-*j Vj*W -V j S3-j>
o] i (=% Vi i i )

T=T21 =T12 =G . P2 a G .<J

dla zeber zas:

55C »EIC)H V T3C D76 us-j>* 22

W réwnaniach (2.1), (2.2) i dalszych indeks j bedzie przebiegat liczby
1,2 1 bedziemy stosowali wynikajacy z tego zapis skrécony (por. np.) @) i
@b), zas symbol f(Xj p) oznaczat bedzie transformate LAPLACE*A funkcji

£, tde

3. Strona statyczna
Wielkosci wewnetrzne wystepujgace w poszczegdlnych przekrojach wyrazaja
sie nastepujacymi zaleznosSciami [lo] :

_ df
/6j de + /  5j*(3-j,i) dPx
F.
i
Tj $(3-3,i) dpPx
Mj — y gjzdz +y ffjz ~(3_jfi) (B-1)
pi
df
j rzdz +yTj **f te$ +9g)-

a

Warunki réwnowagi, ktére beda stuzyty do wyprowadzania podstawowych réw-
nan teorii plyt uzebrowanych, maja postac:

5J =dj “j + °s-j g3-j
3.2
2

A °P 6p = 5 (Xj,P1) . 0j @j + °3_j $3.3 = o .

p=i
Przy czym dodatnie zwroty wystepujacych powyzej wielkosci nalezy przyjmo-
wa¢ zgodnie z rys. 1b.
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4. Strona geometryczna ,

Zaleznosci wystepujace miedzy sktadowymi wektoréw przemieszczenia a od-
ksztatcenia sg identyczne jak w [0] i wyrazaja sie réwnaniami:

a) odksztatcenie wzdtuzne:

“4.D

gdzie
o= o« W
b) odksztatcenie postaciowe
y=oco -2z th2, “4.2)

gdzie

2
W réwnaniach (4.1) i (4.2) - jest zmienng krzywizny linii x», Rj - od-

ksztakceniem wzd¥uz linii Xj, T2 - skrecaniem powierzchni $rodkowej ply-
ty a S oznacza kat odksztatcenia postaciowego powierzchni Srodkowej piyty.

5. Réwnania koncowe

Podstawiajac (2.1) i (2.2) do (3.1) uzyskujemy

Qi.i *§ - sji BY*@-i1)  (G.D

) - St )i GB-j,i).

W powyzszych wzorach oznaczono:



Réwnania Lepko-sprezyatej, ortotropowej pdyty uzebrowanej 47

Ej.i 5 EjCi)> 5j§.i S 5j(i) P°r* Z wzOraml (2<2)
Jji = / z2 dFji« Sji 3 / z dPjA* Fji = / dF~
Fji ji ji
o = 7/ Z2 dPii, Sji = / zdFji, aij = 05 Uj . G.2)
/ji /ji

5§ =h (@ " " vsj dj,j-3-j ") " 25 aj.,3-j,s-j 5
- Eji <Jji °j" - Sj,1 ed 3j) c-1*ik (5.3)
" S3-j,i (2 J3-3.1 dj,3-3.3-] " - S3-j,i °3-j “JL*Qq,.D*

Uwzgledniajac teraz w (5.1) i (56.3) réwnania (4.1) i (4.2) uzyskujemy wzo-
ry na wielkosci wewnetrzne wyrazone przez sktadowe wektora przemieszczenia

8i m5j "i 5j*Vi sS3-jW- "« <sj,i »j * had-i.a
5i m 0Ll Y % SP - 53,1 12 sJ1 *.1,3-3 * - rjl “3-3 v * <3-111

p=1
Mj= - Djid2 w + v3_9 w) - E3#I(JI3is2 w - SJFI 8. u") 4 (B_-j#i)(5.4)
*J =725 °j.3-j " " 5j,i (2 Jji 0j,3-j " ~ Sj.i a3-j ty @® (3-j,i)"

Podstawiajgc ostatecznie (5.4) do (3.3) uzyskujemy roéwnania koricowe zapisar
ne w postaci operatorowej:

[Lir]»Pr] 1 Pj (3"r 3 1>2,3) . (-5

Elementy macierzy operatoréw [V ] w réwnaniu (5.5) maja posta¢ nastepu-
Jaca

L1l 3 [5j + Sji Fji *(3-j.i)]1 dj + 5h °3-j

L22 3 [53-j+E3-J,i P3-j,i *(J,i)]«3_j+ d2
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L33 = [5j + Fj.i Jji *(3-J.i)]aj + 2 [25+2 G3-j,i I1j.i*(3.i) +

5.6

+2 Gj,i Jj,i *(3-3,i) + 53-3]8j,3-3.3-J+ [V j +i3-j.iT3-],i4 Ci"1 ip3-3

L12 = [*J V j + Gh + G3-j,iP3-j,i *(j,i)] as-j.3

L21 = [Gj *a-J + Gh + Gj,i Ej.,i *(3-3,1)] d3-j.j

L13 = [Ej,¥ Sj,i *(3-J,i)1dj " 2 [(G3-J,i S°3-j,i *(J,i)]0j,3-j,3-]

L3l = [Ej,i SO,i *(3-3,i)1°F _ 2 [Gj.i Sj,i *(3-1,1)] SJ.3-J,3-]

I3 = [E3j,i S3-j,i *(,i)]1°3-j“ 2h, i S°,i *(3-J,i)]63,j,3-]

L32 = [E3-j,i S3j,i *(J.i)le3-j" 2 [G3-j,i S3-j,i *(3,D] °3,3,3-3
lub oznaczajac wyrazenia w nawiasach [[ J ~ ~()oraz korzystajac z za-
sady wzajemnosci:

L11 = ty Qj + ~11 d3-j

122 = a22 +a’22 a2

L33 = A33 8j + A”33 dj,j3-j.3-j +A 33 03-j

L12 = L21 = A12 aj,3-j

113 131 = A,dj +A’I3  °j,3-J,3-]

123 = L32 = A23 °3-j + A23 0j.j.3-j*
Bedziemy szukali rozwigzania uktadu rownan (5.5) przy pomocy podwd jnych
szeregow trygonometrycznych:

(ERS))

ur = X! V. mnVn (xj} m (x3-j)
m

r = 12,3
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spedniajacych warunki brzegowe:
R(ur)
X.. = 0,a (5.9
Xx3-]j = °"b-
W réwnaniu (5.9) R - jest pewnym operatorem rézmiczkowym zaleznym od warun-

kéw podparcia piyty.
Podobnie przedstawiajac cfej>

5{Xj-P) =512 "nrnW-an <x3-j) <5-9)
m,n

i wstawiajac (5.8), (6-9) i (6.7) do 5.5) uzyskujemy nastepujacy uktad
réwnan o niewiadomych Ar mn

Aimn[An rtl + A”l &I] + I12Inn[Al12 fa2+ty] + ty“1[*3 *3 +A?3@®3+3 =0
Ajmn[~21 (@1 + ~1¥ + A2 »m [A22 #2)2 +A'22(2)Z] + As mn[A23(&3)3 +

+ (<ty + g5)] =0 G.10)
Almn[ASB1 0:3 +A”31(CL + ~1*] + A2mn[A'32(2,3+A32(02 + ty] +

+ A3mn [tyttys4 + ~ 3343 +/~  +A”33 ~ty4] =r qgmn1

gdzie
ab
gmn =/ / q @@.v>Vn@,PmW) dudv

n_3T m
<*r = — * = “TT”  (r'"1*2*3>*

Rozwiazujac uktad réwnan (5.10) wzgledem Armn i wstawiajac je nastepnie do
(5 .8) uzyskujemy rozwigzanie zagadnienia sprezystego:
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Natomiast rozwigzanie zagadnienia lepko-sprezystego uzyskujemy po wyko-
naniu transformaty odwrotnej wyrazenia (5.11). Wykonanie jej jest mozliwe
zwasze,gdy zalezno$¢ (5.11) przedstawimy w postaci utamkéw prostych.

Podamy nastepnie rozwigzanie szczeg6lne dla ptyty k~otowej uzebrowanej
réwnolegle do S$rednicy = 2R przy zatozeniach:

S =-z 0 w, 6(x3_. - *3 )=0

G .12)

-5j(i=o0, q=r()S VvV3.d=%*3—-j (0’ Vj =Vj@O
wéwczas

si,p 0/ . arjl =~ , SjI .

i uktad réwnan (5.5) przyjmuje postac:

W o+ 2 *3,3-3 °3,j,3-jF3-j W +

(5-13)
* (»3-j + E3-j,i (I3-j,i + E3-j,i ki)$(@,i) °3-j 5 “ 7(t,S
podobng do réwnania plyty ortotropowej.
Wielkosci wewnetrzne wyrazaja sie nastepujacymi zaleznosSciami:
M - - - R
3 Dj C°J S + V3-j e3-j
M3-j = ~ *3-3 (03-j w + vj aj w) + E3-j,i<J3-j,i+kiPs-j,i> *(3,i) 0j "
K=-2855%3j5uw- (5.14
Funkcje ugie¢ w przypadku brzegu utwierdzonego w | = 0 i =0 ora
c
warunku poczatkowego: w(t=0) = 0 przyjmujemy nastepujaco:
w=C (XZ+A_. - RD. (5.15

Wstawiajac (5-15) do (5-13) wykonujac odwrotna transformacje Laplace"a u
zyskujemy dla liniowego modelu Maxwella [-8b]:
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gdzie:
= 14«22 Ejh3 + 3*12 E3-j h3 + Z Eji@ij+Ejik» r2 »
(5.17)
* = +
\ 3 30
4. j - sa wspéczynnikami lepkosci
n - iloscia zeber w kierunku j .
Podobnie - zaleznosci (5.14) przyjmg jpostac:
J=- 7/7.*,e-T)(o;w(T) +V3_d a2_3 w(T)] dT
0
3= K_j(t-T)[o2_jw("t) +V. a. w (T)]dT r (5.18)
0
f E3-3,i(t-T)(I13-],i+ki aj w(T)dT
D t
K 2 B(t-T) d,, , ,w (©) dT.
‘ — ‘]) J,J—J

6 . Przyk#ad liczbowy

Zginanie lepkosprezystej ptyty kotowej ortotropowej wzmocnionej zebrami
réwnolegtymi do Srednicy (2R = 10 m = 100 j).

State materiatowe:

Ej = 150 J, E3 j = 250 J, Ej~ = 150 J

= 0,15, = a,25.
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plyio nituzubmwona

ptyta uittbromana

JH-utag

Rys. 3

K dla y_;%_J«1 i<-o0

Sztywnosci:

Dj = 13 Jt D3_j = 21,15 J’, B=, 13,65 J~

zebra

h i + p6i 41 Eji - 1820 j™*

Wykresy wielkosci wewnetrznych dla t=0 przedstawiaja rysunku 3 i 4.
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EQUATIONS FOR VISCO-ELASTIC
PLATES WITH RIEBELS

Summary

In the paper the equations for visco-elastic riebels plates are given.

yPABHEHMFI BFI3KO-ynPJTOR BTUIACT/HKH
C OHHOCTOPOHHHMM PEEPHMH
Pe3nMe

B pafioTe jaeTCH ypaBHeHH» BA3KO-ynpyrofi iiJiacTHHKH c ohhoctopohhuuh pe-
FiipHUK,



