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ZASTOSOWANIE SZCZEGOINEGO KSZTALTU ELEMENTOW SKONCZONYCH
W ZAGADNIENIACH MECHANIKI GRUNTOW

Streszczenie. W pracy przedstawione sg dwa
prostsze ksztakty zakrzywionych elementéw sze-
Sciosciennych, dostosowane do takich przypadkéw
geometrii obcigzonego masywu gruntowego, ktoére
sa zle aproksymoisane przez elementy prostopadto-
&¢lenne. Powierzchnie boczne elementu SEZ-2 sa
pionowymi pkaszczyznami, wzajemnie prostopadty-
mi, a podstawy 8EZ-4 plaszczyznami poziosymi. w
pracy pokazano uproszczenia wzoréw transforma-
cyjnych dla omawianych ksztadtéw w poréwnaniu z
dowolnym elementem zakrzywionym. Wykazano, ze
wynikajgce stad korzysci obliczeniowe sg znacz-
ne.

Trojwymiarowe zagadnienia mechaniki gruntow sg, jak sie wydaje,naj-
wazniejszym obszarem stosowania bardzo wygodnych w aspekcie obliczen,
prostopadtosciennych elementéw skonczonych. Zbidér prostopadtoscianow
wystarczajaco doktadnie modeluje geologicznie jendorodne wzglednie po-
ziomo uwarstwione podtoze fundamentu o rzucie prostokatny® lub z4#ozo-
nym z prostokgtéw. Dotyczy to réwniez masywu gruntowego za  pionowa
Sciang oporowg, korpusu budowli ziemnej itd. Z¥ozono$S¢ i roznorodnosc
wkasciwosci Fizykalnych gruntéw powodujg, ze klasa probleméw statycz-
nych i dynamicznych dla tych ciat moze by¢ bardzo szeroka. Czesto jed-
nak konfiguracja warstw i powierzchni terenu, a takze krzywoliniowy kon
tur obszaru obcigzenia wymagaja uzupednienia lub zastagpienia prostopa-
dtoscianéw szosclosciannymi elementami zakrzywionymi DI*

W skrajnym przypadku wszystkie Sciany owych elementdéw sa aieréwno-
Isgtymi plaszczyznami, |badZz powierzchniami wyzszego stopnia,dzieki cze-

mu obiekty te zdolne sg do aproksymacji dowolnego brzegu ciata, tera-
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staja jednak przy tym wydatnie trudnosci rachunkowe, zwhkaszcza czas o-
bticzen maszynowych.

W pracy niniejszej przedstawiono dwa typy elementéw zakrzywionych o
prostszym ksztalcie, ktdre poza dos¢ rzadkimi wyjagtkami stanowiag  wy-
starczajace uzupeknienie prostopadtoscianéw w zadaniach mechaniki grun-
tow. Element oznaczony symbolem SEZ-2 (rys. la»b) jest szeScioscianem,
ktérego dwie Sciany (dolna i gorna) sg w ogdlnosci powierzchniami,a po-
zostate cztery (pionowe) plaszczyznami wzajemnie prostopaddymi _Ksztadt
taki moze by¢ wprowadzony w przypadku analizy podtoza dowolnie  uwar-
stwionego (rys. 1c). Sciany powierzchniowe pokrywaja w przyblizeniugra-
nice warstw nachylonych, soczewek itd., a ponadto moga aproksymowaé¢ da

wolng powierzchnie terenu.

Eys. 1. Elementy SEZ-2

a) element izoparametryczny, b) element subparametryczny, c) zbiér ele-
mentéw SEZ-2 modelujgcy dowolnie uwarstwione poddtoze (przekroj Srod-

kowy)
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Element SEZ-4, szesScioscian o dwoch poziomych sScianach réwnoleghych
(rys. 2a) stuzy modelowaniu nachylonej s$ciany oporowej, zbocza budo-
wli ziemnej, czy wreszcie konturu podstawy fundamentu niepodzielnej na

prostokaty (rys. 2).

Oczywiscie kazdy z prezentowanych typéw moze by¢ dowolnie obrécony

wzgledem narzuconych powyzej kierunkéw. Charakterystyczne wektory i ma-
cierze sag wtedy przeksztatcane za pomoca zwigzkow miedzy kartezjanski-

mi wspodrzednymi lokalnymi i globalnymi CO (rozdz. 1). Hieraz jest to
celowe (rys. 2b). Pewne trudnosci towarzyszg modelowaniu soczewek kor-
czacych sie wewngtrz obliczeniowego obszaru podtoza budowli. Jednakze

hipotetyczna znajomo$S¢ przebiegu warstw gruntowych upowaznia tu do u-

proszczen (rys. 3).

Elementy SEZ-2 i1 SEZ-4, podobnie jak prostopadtosciany i  dowolne
szesciosciany, wywodzg sie ze wspoélnego szesScianu "macierzystego’,kto-

rego wierzchodki majg w uktadzie wspotrzednej, ,
a 3(M)|= 1* Punkcie ksztaktu dla catej tej rodziny
identyczne, jesli jednakowy jest ukkad weztoéw w elemencie macierzy-

stym. Tak wiec swoiste cechy SEZ-2 i SEZ-4 i wynikajace z nich korzy-
Sci obliczeniowe zwigzane sg w catosci z transformacja lokalnych wspok-
rzednych™- 1 * krzywoliniowych po odwzorowaniu, do kartezjarnskich
wspotrzednych globalnych x1, Xg, x>.

Zwigzki miedzy wspodrzednymi okresla wzor interpolacyjny, formalnie

identyczny z wyrazeniem opisujacym pole przemieszczenia

nc

\ ~ &2*EyIKk{m)Ff ~
m=1
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gdzie:
xk@"i ” 1,PShrze<ira dowolnego punktu okreslajacego konfiguracje
Sciany elementu wzgl. osi 27,

N_ -funkcja ksztattu definiujgca geometrie elementu.

i”s. 2. Elementy SBz-4

a) element subparametryczny, b) zbior obréconych elementéow SEZ-4 w ma-
sywie gruntowym za nachylong Sciang oporowg
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Rys. 2. Elementy SEZ-4

0) modelowanie zboczy nasypu elementami SEZ-4e d) zastosowanie SEZ-4 w
pod¥ozu Filara mostowego (rzut)

Rys. 3. Dostosowanie przebiegu warstw do geometrii elementow SEZ-2

\ odcinek powierzchni miedzy warstwami pominiety w analizie obli-
czeniowej
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W prezentowanych elementach punkty wezdowe nalezace do Scian  po-
wierzchniowych (zaczernione kétka na rys. 1la,b oraz rys. 2a) wyznacza-,
Ja rownoczesnie konfiguracje brzegu elementu i wewngetrzne pole prze-
mieszczenia. Jesli na Scianach wystepuja wezty zbyteczne ze wzgledu
na geometrie (koétka niezaczemione na rysunkach), to elementy SEZ-2 i
SEZ-4 sg subparametryczne, tzn. 4 NN, - w przeciwnym wypadku i1zopa-
rametryczne m . M -

Przy zatozeniu, ze dobor (N >2%:y" zaPewnia w sP036b automa-
tyczny ciaglosS¢ przemieszczen miedzy szeScianami ''macierzystymi’, wy-
magania ciaglosci i geometrycznej zgodnosci, a takze warunek ZNm = 1
sg w elementach SEZ-2 i SEZ-4 oczywiscie speknione, Tym samym spednio-
ne sa kryteria zbieznosci w przypadku elementéw izoparametrycznych.
Mozna takze wykazaC, ze funkcja N* w dowolnym wezle Sciany powierz-
chniowej jest identyczna z funkcja N», badz stanowi liniowa kombina-
cje Nri oraz” IVX (funkcje przy dodatkowych wezdach na prostej prze-
chodzacej przez m). Oznacza to zbieznos¢ £3J subparametrycznej od-
miany proponowanych elementow.

Zauwazmy, ze w SEZ-2 1 O0°£s]E3 sa PlaszczyZbBml réwnole-

gtymi odpowiednio do O x2 i1 O oraz do pionowych Scian elemen-
.
W SEZ-4 odpowiednios¢ ta dotyczy OF2£,, OxEX® oraz -poziomych Scian
elementu. W efekcie, pod warunkiem, ze rytm wezdéw dodatkowych na Scia-
nach zakrzywionych nie ulegnie zmianie podczas odwzorowania, mozna u-
prosci¢ zwiazki (1), do postaci:

n-

m=1 (@)

xk “ ak”™ k + Xkotk " 273)

w przypadku elementu SEZ-2,
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oraz
X1 = al™ + X10~

xk =g NA1A2A3)xkU) @ 273) (€

dla elementu SEZ-4.
Symbol & oznacza potowe odlegtosci miedzy odpowiednimi Scianami row-
nolegdymi (por. rys. 1,2), - wspo6drzedna punktu O.

Wszystkie charakterystyki elementéow zakrzywionych w ukdadzie glo-
balnym zalezg od podanych zwigzkéw miedzy wspodrzednymi. Macierze od-
ksztakcenia, naprezenia i sztywnosci zawierajg pochodne czastkowe funk-
cji ksztaktu wzgledem x\r.z ,Xy ktore okreslone sg znang zaleznoscia:

K ONm  F\_ 1 wm -ilUu T1 L ()
K e wz 7’ 9913 r - 1«1 n > N3

przy czym dla (1) dowolny element macierzy jakobiego ma postad:

oX. ,3Nm
dgj X1(m) ®

W ogblnym przypadku wyrazenie explicite pochodnych (4) jest skompliko-
wane, totez jako regude przyjeto [T], [Y] numeryczne obliczanie ich
wartosci w punktach catkowania. Operacja ta jest czasochfonna i uszczu-
pla aparat analityczny w algorytmie metody.

Zwigzki (@) 1 (@) prowadza do znacznego uproszczenia obliczen.

Oznaczajac:
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gdzies
Xs(m DJIS(@ = as"

ag - Sredni wymiar elementu w kierunku x,F

otrzymujemy dla SEZ-2 macierz Jakobiego postaci:

ar*11 © 0
-
Fa1r1 a2 O
a1*31 9 a3
Stad:
et o % a2 43 x1
ar? 3N
*1 al »11
oN . 3», ON
n-2,3)
®xk ak *11 %1

W przypadku elementu.SEZ-4 wyrazenia sag bardziej ztozone:

ai a2*12 a3 %13~
H - O *2*22 ((3*23
0
azs32 a3* .

Gryczagnski

19

(10)
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det [j] = al ay
3N 1 F . 3Np SN
0X1 . aI ag - £vu*12 *33 " *13 32'1dg"N ~"X12X23~X29%R3'1
3N,, s 9N 9Nm
an="~"TT (Cuagjf*“*ki 3~ tk**2_.3} @

NS = x22%33 - *23*32

Korzysci obliczeniowe wynikajgce ze stosowania proponowanych ksztaiktow
sq wyraznie odczuwalne. Jesli za poziom odniesienia przyjmiemy liczbe

dziatan arytmetycznych potrzebng do obliczenia wektora pochodnychwzgle*
dem X2 ,xN w punkcie dowolnego szeScio$cianu zakrzywionego, to ana-

logiczna liczba dziatan dla elementu SEZ-4 wyniesie 57 t 65%,a dla e~

lementu SEZ-2 tylko 25% - 30%. Jest to duze skrécenie czasu.-jesli sie

zwazy, ze liczba operacji potrzebna do wyznaczenia wartosci [Nj,

(k = 1,2,3) w jednym punkcie jest rzedu n.n". Tych punktéw jest zwy-

kle wiele, zwlaszcza gdy sg to wezty numerycznego catkowania macierzy

sztywnosci. Tu wykania sie nastepna, bodaj najwazniejsza zaleta elemen-
tow SEZ-2, SEZ-4* Otéz w mysl twierdzenia 1BONSA [S], £3], minimalna

liczba wez#éw calkowania potrzebna do dok#adnego obliczenia objetosci

elementu:

>1T

V= 111 det[j1d1ld2d3 @)

jest rownoczesnie najmniejsza liczba wezdow w obliczeniu macierzy sztyw-
nosci, ktora zapewnia zbieznos¢ rozwigzan. Jesli zastosujemy do catko-

wania najefektywniejszy wzér kwadraturowy GAUSSA-I115GENDEE A, to jako-

bian w (3) musi by¢ w zwigzku z tym wielomianem stopnia ~ 2N/-1

k=1, 2, 3). Symbol N,. oznacza tu liczbe punktéw GAUSSA w Kkierun-

ku | k.
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Badajac jakobiany otrzymujemy analityczne sformutowania twierdzenia
IHGK3A w postaci:

Nk> f (nk - 0, k= 1,2,3 Qs

w przypadku dowolnego szesciospianu zakrzywionego:

2 t2nk"1)"
Nk> “1» k=2,3 @15)
dla elementu SEZ-4s
NAACNA-1),
Nk~ 2 nk? k=*2,3 (16)

dla elementu SEZ-2»
Przez n”™ nalezy rozumie¢ maksymalng liczbe wezdo6w definiujaca geome-
trie w kierunkuj

Bozpatrzmy element SEZ-2 pokazany na rys. la. Minimum punktéw GAUSSA
wyniesie tu zgodnie z (16): Kfflin = J*.HIg.N *» 1.2.2. = 4. Gdyby rozsu-
na¢ dolne krawedzie elementu tak, by Sciany boczne byty plaszczyznami
nachylonymi do™g ~, wowczas w mysl (14) Kmin = 2.5*3 = 30.Zwykle przyj-
muje sie nieco wieksza liczbe punktéw GAUSSA, niemniej oszczednos¢ cza

su w stadium catkowania jest w przypadku stosowania elementéw uprosz-
czonych bardzo wyrazna.

Jedynym powazniejszym zarzutem, jaki mozna by postawicé elementom
SEZ-2 i1 SBZ-4»ljest pewna komplikacja programu przez wprowadzenie dwdch
dodatkowych wariantéw. Zarzut ten ma racje bytu, gdy program jest uni-
wersalny, obejmujacy najszersza klase probleméw. Bogactwo zagadnien
mechaniki gruntéw, czekajacych na analize obliczeniowg uzasadnia- jed-
nak celowos¢ tworzenia specjalnych programéw tylko dla tej d-iedziny.
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Wtedy zastosowanie elementéw SEZ-2 i SEZ-4 wymaga wprowadzenia trzech
gatezi programu (dodatkowej dla prostopadfosciandéw) w stadium poprze-

dzajacym formowanie macierzy odksztakcenia.
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HPHMEHEHKE HACTHOW TOPMU KOHEKHiX 3JIEMEHTOB
B 3AfIAKAX 11EXAHHKK FPyHTCB

Pesb me

B ciaTbe npejcTaBlieHti »Be Coliee npocttie $op»m aarByraz, BecTarpaBsuz
aaeueHTOB, npacnocoClieHH jc tskm cayvaau reoueTpau HarpywesBMx rpysroBioc
uaccHBOB, KOTopue njioxo anpoKCHMnpyETca napajutejtennne»HHiOi 3se»eH Tau«.Bep-
THKOJibHKe noBepxHocm 3»eMeHTa C33-2 njiocKae k B3aHMHo nepneHjBByaapHne a
ocHOBaHHB C33-4 ropasoHTajiLKue h nfloCKne. B CTaTbe »aHo ynpoaeHBa $opnyl
TpaHCyopuaUKH »Jta paccuaTpHBaeitHx $opn b epaBHeKmi C jzbéomkm sarHyruM 3*e-
ueHTOu, jloKa3aKO, vto cxe»y»agne oTcn»a HCVHCBETejibHtie bwo*h 3HavBTe.ai.HK.
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APPLICATION Q? SPECIAL SHAPE OP FINITE ELEMENTS.
IN SOIL MECHANICS PROBLEMS

Summary

In this paper two simplier shapes of limited by six surfaces, cur-
ved elements, are presented. There are adjusted to such cases of geo-
metry of subjected to a load, soil system which are aproximated by pa-
rallelepipeds inaccurately. Lateral surfaces of the SEZ-2 are perpen-
dicular reciprocally, vertical planes and bases of the SEZ-4 are hori-
zontal planes. In this paper simplifications of transformation formu-
laes for consider shapes in comparison to an arbitrary, curved element
are described. It is proved that resulting from here computation ad-
vantages are considerable.



